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Qaonian  in  diMHirenilis  rebus,  iju&e  ad  numernruin  spectBDt  doc 
IriDam,  accU(iutuB  forte  delexi,  de  residuis  qiiadratici«  theoremat» 
Himillima  üa  exitare,  quae  de  potestutum  pEnodid  rodicibuaque  pri- 
mitiria  per  viruDi  clariBH,  Gauss  in  lucem  urodierunt,  ui  viilere  li- 
cet in  ejna  Disiiais.  Arithm.  piig.  73  sqq.,  unem  in  seqaeutibus  mihi 
Sropoant,  ut  arctisBinum  hurum  tbeorematuai  vinculum,  quntenns 
eri  poiiit  pateraciam.  ttuucreati  mihi  in  iiac  arena  etiaai  nots  ae 
obiDlii,  ex  quii  facillime  dijudicari  possit,  ulrum  in  coogruentia 

1.2,3.4 ii/'  —  i)  =±  I(nii>d  .  p) 

deaifpiaiile  p  nuMenia  prinun  fornae  4»  +  3 ,  sigao  superiore 
ntendum  sit  ab  inferiore.  Quodsi  viluperea ,  quod  praeter  nova 
eliam  svtJB  nota  receperim,- tarnen  novis  udhibitis  plerumane  denon- 
■Ira'ndi  metbodiB  studioque  rem  itu  instituendi  ut  latiua  pateant 
(faeoremata,  excasatum  me  esse  velim.  Sed  longiores  sumua  quam 
neceise  est  et  ne  verbis  lolum  attiDgamui  eu  quae  volumus  nsten- 
dere,  ad  ren  ipsam  veniamus.  Initium  autern  faHeoduai  erit  com 
propoBitioDe  Jam  ab  Enclide  iDventa  et  in  doctrina  Dumerorum  haud 
dnbie  menoratu  dtg'oiaaima. 


f.  1.  Nnneiue  quicnnque  priinns  qui  neque  bdum  ne* 
qne  alterun  duorum  numeroruEn  metitur  ctiaia  prudu- 
ctam  boroin  dop  metietur. 

Demonstratio.  Ut  demuaatrandi  aiethudua  latius  pateat,  assu- 
maBiiB  utrumqae  numerun  dalnoi  numero  dato  primo  eue' majorem, 
et  designemuB  Duateroa  datoa  per  o,  6,  numerum  pri^um  per  p. 
Residaa  illorum  ei  divisione  per'^  relicta  sint  u,  ß,  ita  ut  eos  boc 
nodo  liceat  exbiberi  a  =  a^'i-a,  i^t^-i-ß,  nbi  nler^ue  a,  ß 
miaot  qnam  p  atqne  m,  m  sunt  integri.     Prodactnu  igitur  a6  for- 
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nsn  kabebit  Jtp-t'Oß,  <)iism  ob  rem  sl  all  per  p  duiaibile  euet, 
etiam  produetiim  ttß  per  p  divisibÜe  esse  ojiDricret.  Itsi|ne  res  eo 
reitucla  es),  at  deinoDstretur,  numernni  pHinuDi  p  proiluctum  nliquod 

Si  netiri  dod   passe,,  cujus   factorea  smbo  sunt  miDares  quam  p. 
HC  vero  ita  probamus. 

1.  Si  doplum  ipsios  ß  vel  2ß  per  p  divisibile  essel:,  Dumerant 

integrum  —  unituti  sequiruiere  oporteret,  qoeniam  ß^p,  2ß-^2/f, 
^<;2,  Neqae  vero  aequiitia  2ß=s=p  Iocbb  habere  potest,  qaiü 
tum  numerua  primus  impar  p  per  2  divisibilis  esser. 

2.  UtiHu  triplum  ipsiüs  ß  vel  3ß  priaius  p  dob  metietar.    Nana 

ai  fieri  posset,  Dumerum  integrum  ^  unt  1  eaae  oporteret  ant  2, 
quoniam  Zß<^3p,  atque  -r-<!3.  Si  vero  huberetur  aequatio  —^1 
Tel  3ß^p,  ipie  p  per  3  divisibilis  esset,  quod  iieri  aeqDit,  quia  p 
non  est  3  ex  snppoaitioae.  Si  denique  esset  —:^2  vel  Zß^Zp, 
ipB«  2/1  per  3  dividi  posset,  quod  priroo  casui  repuguat. 

3.  ttuia  p  proiluctum  2^  uon  metitur  secaudua  1.  etian  ex  eadem 
causa  2  .  2ß  vel  Aß  metiri  nequit. 

4.  .  Quaodo  5ff  per  p  divisibile  esset,  una  barura  aequationum 
lacnm    habere    dcberet  -^=1,    ^^2,  -^=s5,  -^  =  4,  quoniam  ' 
iß<^ip.    In  priori  casu  esset  aß~=p  atque  p  per  5  divisibilis^  nt- 
qni  fi  non  est  5,  nam  vulurea  ipsius  st  gemper  sunt  minores   quam 

pi  in  Mecnndo  casu  haberetur  &ß  =  ip  atqne  -r  iateger  contra  l., 
in  tertio  casa  üßssiip  atque  4-  integer  contra  2.,  in  qunrto  deni- 


■etiri  nequit. 

5.  Quomodo  nlteiius  progredi  possimus  satis  intelligitur,  sed 
nt  theorema  in  genere  demonatretur,  assumamus  verum  iJ  esse  pr(> 
Omnibus  ipsius  a  vaJoribus  iade  ab  2  nsque  ad  primum  qucacuaque 
ipHO  ;*  minorem,  ila  tarnen,  ut  infer  buac  «t  «  alius  etiam  auineraa 
primuB  p'  CKstet.     Priorem  deüigoemus  per  //'. 

Jam  ilico  pro  amnibus  facluris  a  valoribus  inter  p"  et  p'  theo* 
retea  nostrum  valere  nee  minns  pra  ipso  p'  quem  numero  primn  p" 
proximc  majorem  esse  accipiamus.  Num  ai  quiciioque  numerus  com- 
positus  inter  primas  p"  et  //  in  foctores  piimos  hoc  modo  resolvitur 
^«ßi(^  . . ,  pHtet  ipsoB  A,  B,  C ,,  .  minores  esse  quam  p'.  Jam 
vero  ex  suppositiane  thcörema  valet  pro  A.ß,  ergo  pro  A.Aß-^A*ß, 
binc  pro  A .  A*ß=A*ß,  nniverslm  pro  A'iß.  Quo  facto  prouosltio 
»alebit  pro  A'ß  .  ß  =  A'B  .  ß,  binc  pro  A'B  .  ß  .  B  =  A''B*^, 
nniversim  pro  A'B^ß.  Hoc  modo  pcogredi  licet  facillimeque  perBpict- 
tur  revera  productum  A'B^C' . ,  .  per  p  non  difisibile  esse.  Nunc 
denique  etiam  p'ß  per  p  non  divisibile  erit,  Nam  si  fieq  pouet, 
linnerns  integer^  uuus  ex  bis  esse  deberet  1,  2,  3, . . .  ^— 1, 
qDoniam  ß<[p,  p'ß<ip'p,   „-<P'-    ^rit  igitur  p'ß  ant  p^  ant  Zp, 
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SDt  3^|...-  ant  (p* — i)p.    Id  priori  caau  ^,  esset  ttumeruB  integer  q.  e. 

«.  qniBf  Dnn'eBt^atqne/ipTiiiiiis.  In  secundocaBuhaberetur  numerus 

integer  — ;   contra  1.  ?el  su[ip.,'  in  tertio,  qaarto,  quiuto,  etc.  casn 

.  %p    »p    Sp          l}f—l)p  ^  . 

■nmeri  —„   -—.,   ■ii  ■  •  . ^ —  easent  intcgri  contra  ea,  quae  stfi- 

tninns.  H'inc  seqnitur  si  thenrema  valc'at  usqne  ad  prodactum  ^/! 
etiam  pro  producto  N  .  ß  verum  esse  desif^nunte  X  numer.  quenciin- 
que  inier  j>"  et  p'  nee  ninus  pro  p'ß  ila  ut  inter  p"  et  ;/  numerus 
non  eistet  primus. 

Jam  Vera  propOBttionem  demonitravimus  pro  productis  iß,  3ß, 
liß,  5/};  ergo  (5)  valebit  jiro  6ß  et  Iß,  liioc  pro  Sß,  9ß,  lOß  etll|lt, 
kinc  pro  12^  et  \9ß,  ex  quo  lequitur  veram  eam  esse  pro  pro- 
ducto  aß. 

Aliaai  et  quidem  simpliciasimam  dem  onsf  ratio  Dem  videre  licet 
in  Disq.  Arithmet. 

^  2.  Duoruio  nunerorum  prodnctu'm,  qnoram  nter- 
que  ad  numerom  quencnnque  p  est  primns,  ipse  hie  non 
■  etitur. 

ReaoKatnr  p  in  faetores  duon  pf  tt  gr  qiiomm  nnni  p^  flit  nn- 
mcroB  primuB  itu  ut  hnbeatur  p=p'^-.  (Yuodsi  productnm  numero- 
rum  datorum  qaoa  0,  A  vocemus,  per  p  diTtalbile  esset,  etiam  per  pf 
■»nifesto  diridi  poaset.  Ipse  />'  nutem  nullura  borum  a,  ^'metietur, 
nam  ai  ex.  gr.  a  esset  muliipimn  huins  primi  p',  ipte  ^  qnura  a 
tum  p  metirctur,  quo  facto  «'et  p  diviaorem  commnnem  babereat 
contra  hjp.  Er^o  primus  p'  neque  a  neijne  6  metietur  oeque  igi- 
inr  |>rodnctum  (§.  1.),  q^uom  ob  rem  a6  per  p  non  erit  divisibile. 

CoTolJ.  i.     Si    quisque    numerorum    a,   6,  c.  d...    ad    num. 

Suencnnqne  p  eat  primus,  hie  ipae  productum  abcd .  .  non  metietur. 
[am  priipositio  riifet  pro  ab,  binc  pro  ahc,  hinc  pro  abcd .  .  .  ergo 
nniversim. 

Coroll.  2.  Etiam  potestns  aliqna  pata  a''  cujus  esponens  na- 
merus  inleger  positivus,  per  numerum  quencnnque  ;>  ad  0  primum. 
divisibilis  esse  nequit. 

4.  3.  QuBDdu  ;>  «d  a,  6,  c, . . .  est  primaa  productnm- 
que  aic . . .  Z  per  p  diviiibile  est,  Z  per  p  diviaibileia 
esse  oportet. 

Resolvatnr  p  in  factores  primos  aequales  inter  se  vel  diveraos 
boc  modo  ;/,  f^',  jf",  p",  quorum  mnlliludo  ck.  gr,  sit  4.  Quia 
abc .  .  Z  per  p,  ergo  per  p'  divisibilia  est  p'  kujus  producti  facto- 
rem  Z  metiri  debet  (4,  1.):  si  cnim  Z  non  metirelur  etiam  abc.,2 
_  ttbc.Z 
metiri  non  passet     Qua   re    pooi  licet   Z:^p'Z'  eritque  -j — 

^  i,"^"piv  numerus  integer.     Seqnitur  productum  abc  .  .  Z*  per  p" 

divisibile  esse,  ergo  rtia»  Z'  (f.  1.)  ila  nt  poni  liceat  Z=:^Z", 

aie ,  .  Z         abc .  .  Z"  «   •     ■   ■■  t        'rn 

eritque  — - — =  — -"lUf"  nonierus  integer.    Quin  igitor  «ftc..  A" 

ipse  num.  p'p'"^  melitur,  etiam  p'*  boc  productnm  metietur,  quam  - 
i                 ■  .-    ^    ™         «.r.»,      -^        aic..Z        aicZ"" 
ob  rem  pooi  licet  Z":=:p'"Z'"  eritque ~ —  ^  — -jr —  nume- 
rus   integer.      Ponamus    deaique,    quia    Z"  per   p'^  dividi  potest, 
Z'"=j^^^  hnbebimuique  per  Substitutionen  Z^si^Z'^^pfl? 
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^jff/'l>^Z'"^jf^jfp''Z'^^pZ'^,  M^o  rerera  Z  per  ;»  div!«- 
bilia  eat 

4-  4.  Dao  BUMeri  secaDdoiB  tertiiw,  qnem  seiaper  potkinim 
eise  ojiortebit,  coDgroi  «iicuntur .aut  iDcongrui  proati  bic  illo- 
rum  differentiam  metilur  sut  dod  metitur.  Quorum  nunerorum, 
quem  tertium  disimus,  ntriuaque  laodulum  et  quidem  nlteruni 
ulteriua  residnum  aut  n  on-reBiduum  vacemua.  CongruCDtia 
lig^nnm  boc  adoplotum  eat  (^),  its  ut  ai  DUm,  0  num,  li  sec,  mo- 
dninm  *•  coogruua  est,  !(■  Bcribeaduin  ait  a^b  (nod,  «•).  Si  igt- 
tur  uterqiie  «,  h  mnot  eat  nodulu  «1,  bi  Dumeri  aecuDdum  «1  ttoo- 
grut  ease  nequeunt,  niai  a^b,  Si  veru  a'^m,  b-<,m  ipae  b 
erit  reiidnuffl  ex  diriaione  numeri  a  per  m  relictun.  Nam  quum 
u — b  per  m  divisibilia  ait  poDeudum  erit  a  —  b  =  k.m,  vel 
0  =  it.«i  +  ^t  ei  quo  aeqaitttr  b  eaae  reaiduum  ipaim  a  per  m 
diviai.  Si  deniqiie  b  nun.  a  sec.  m  est  congrutis,  ipaum  b  reaiduo 
ex  diviaione  numeri  a  per  «■  relicto  coagriium  eua  oiiortebit.  Qui- 
bna  noiionibua  atabilitlB  patebit,  cuivis  oiimero  «  in  bae  aerie 

0,  1,  2,  3,...«i  — 1 

realdunoi  reapoudere  aecunduiii  Modulnm  ai  et  fluidem  uuam  ta»- 
tunnBodo  oenpe  id  reaiduo  sequivalebit  eic  diviaione  nuneri  9  per 
m  reticti. 

Haec  residua  modulo  niDors  «licu!  Damero  coDgrua  bojita  roai- 
dua  ninima  aec.  nod.  prvp.  vocantur. 

\.  5.  Inter  tbeoremata  quae  atatim  aub  upectua  cadunt,  haec 
■unt  refereoda. 

1.  Si  bini  Dumeri  aec  nod.  quencunqiu  sunt  congmi 
etiaiB  aunna  priorum  aummae  poateriorum  aec,  eundem 
mod.  erit -congrua. 

2.  Quaodu  quiaque  duorum  nunerorum  aliorum  duo- 
rnm  euique  congruuH  eat,  etiam  prioruia  differentia  po- 
ateriorum congrua  erit  differentiae, 

3.  Productnm  nnmerorum  quotcuoque,  quoran  quia- 
(|ae  aliorum  coique  num^rorum  eougruua  est,  borum 
ipaoruia  prodncto  erit  congruum. 

Sit  eoin  a  =  &  (mod.  ■•),  f/^^,  tf^V  etc.  eritqne  pro. 
banda  coDgroentia  aa't^'  ttc^b&b"  etc.  (mod.  aa).  Quonian  diffe- 
rentiae a  —  b,  0*  —  ^,  0" — l/',  etc.  per  m  diviiibiles  sunt  (^  4.) 
atatnendum  erit 

a  —  b  =  Am,  ^—U  =  Km,  «•—«"  =  *"*«,  etc. 
Tel 

tt^km-\-b,  0'  =  A'aa  +  ^>a"='(^M  +  i*etc.  ' 

ubi  it,  j^,  li!'  etc.  sunt  intejgri  Zero  non  excloso. 

Prodnctum  «a'0"  etc.  formse  eaae  Km-^-bb'b*  etc.  facile  per- 
■picitnr,  qua  rc  üifTerentia  aiia' — bl/lf  etc.  formae  erit  ^m,  at- 
que  per  aa  divisiblliB  >.  e.  aeitt .  .  =  b^V .  .  .  (mod.  «). 

4.     Quundo  congruentiae 

0  =  ^,  c^d  (mod.  av) 
locDoi  babent  atquc  — ,   -^  aunt  integri  produetumqne  cd 
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a4  m  est  prinan  «tiam  htec  locom  babebtt  coogmentia 
—  =  -j-  (mod.  m),      ■ 
Ex  3.  Beqoitar  ad^ic,  qao  facto  differeotia  ad—be  taoqnsB 
per  ■*  divisibilis  farm«  exbibetnr  km;  tarn   erit  — ^ — =  ^  »el 

±  _  A  —  *? 

e  d  —  crf' 

Ju«  verD  cd  ad  «  eit  primaa,  ergo  (f.  3.)  k  per  ct^  erit  diTi7 

nbilit  atijne  -^  integer,  quam  ob  rem  ~z  '~  ~j  nultiplnm  erit  ipsiiiB 
«•  i.  e.  —  =  •j'  (nod.  m). 

§.  6.  Numerna  indeterninatna  ^  ita  aemper  poteat 
determiDari  Ht  expreaaio  asc-^b  aecundon  inadDiDia  aa 
ad  s  prinum  cuivia  nnmero  fiat  congrua  vel  quod  idem 
Talet  congruentia  <r^  +  ^^c  ^mud.  m)  aem^ier  poterit  re- 
aolri,  si  quiden  aa  ad  0  eat  prtmaa. 

Conaideremiia  producta  baec 

«,  2a,  3«,  4« (aa  —  1)«. 

Qnnai  0  ad  aa  ait  primaa  nnlltna  bontai  pradactomm  per  m  erit  dl- 
viaibile;  nam  ai  quodcnnque  illorum  ka  [k-^mt)  ipse  m  metiretar 
etiaai  A  per  aa  diriaibili«  eaaet,  qnod  fieri  nequit  (f.  3.)-  Et  quid« m 
aaiDia  producta  auot  aec.  m  iaeongrua.  Si  enim  duo  quaelibet  per 
ka,  A^a  deaiEQanna  !ta  ut  A<Üa«,  U -tCm,  differentiam  ka  —  l^a 
^{k  —  £')0  ipaUB  aa  metiri  oporteret,  ergo  {k  —  l^)  (f.  3.)  qno4 
fieri  nequit.  Horaai  igitar  prodactorus  reaidaa  mioiata  ex  divi- 
a,iaDe  eorun  per  aa  relicta  ernat  ordine  negleclo  baee 

1,'2,  3,  4,  ...aa  — 1. 
Jan  vero  differentiae  c  —  b  residuum  niniiBaai  poaitivDM  -  loter  illa' 
reaidna  oportet  iaveoiri,  quam  ob  rea  c  —  b  alicni  prodnctorun,  de 
quibuB  agilur,  congrua  erit.    Bit  boc  prodoctum  ka  eritque 
ka^c  —  0  vel  ka-^-b^e  (mod.  **)- 
Coroll.     Qnvndo  «  et  aa  divisorem  comn.  babeot  naxiinuH  d 
congrneotiae  aa:  -^b-^t  (mod.  m)  aatisfieri  nequit  nJBi  c  —  b  per 
d  e>t  diviaibilis.    Nam  qnum  congrueDtiam  banc  pro  modulo  3  non 
BiDUs  quam  uro  uudalo  m  oporieat  locum  babere,   numerue''fc  —  b 
per  S  erit  diTisibllia.     Celeruai  bi   resolvi  poteal  ad  aliam  rcducitnr 

aj>        c — b  ,      ,    «, 
-g-s-j-  (mod.  -j) 

io  qua  -^  ad  modulom  -r  est  numems  prünna. 

9.  7.  Qnando  p  est  nuntcrua  prirona  numernm  A  Don 
■  etiena  plurea  quam  m  aecnndoni  modnlum  p  valorea  in- 
congrni  variabilia  x  non  exstaot,  qui  coograentiae 

lecnndiiai  eandem  mod.  aatiafsciant. 

1.  Si  f>  nnitati  aequiralet  propoaitio  noatra  ex  paragr.  praeccd. 
illico  Beqnitar. 
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2.  Si  vero  <■  nnitotem  inperat,  cong;nientin  si  fierL  poisit  p\u- 
rea  quam  exenpl.  gr.  «  +  1  valores  admittat  incongriiua  a,  ß,  y^  i 
elc.    Tum  erit  , 

^a"-)-Äo"-l-t-  t4["-2  etc.  ~\-Ma-^IS  =  9  {m.  p) 

Jßn^Bßi—i^Cp'-ailc.  +J/p  +  jV  =  0 

ergo 

^(o"  ~fi-)-i-  Ä(a»-i  —  /S>^1)  etc.  +  Jtf(o  —  (S)  =  0. 

Potestatam  difTereDtiBs  <juae  in  hoc  coDgrueatia  reperiaotur,  per 
a  —  /I  divisibilea  eaae  satis  Dotum  est,  facilliiaeriue  perapicitur  con- 
graentiam  forma  eihiLeri 

(a  —  ß)  (^jS—i  -f-  Ä'^S-'-s-f-  CjJ"-»  etc.  +  L'ß-i-  M')  =  0 
ergo  erit 

^jJ--i-+-Ä'/J»-»+<7'/9--»  etc.  +X'/?-l-i/'  =  0 
qnoniain  a — ß  |ier  ;«  non  divisibilia  eit,  dbid  a,  ß  sunt  ralorea  id- 
con^rui.  Jan  quum  matlitudo  horum  a,  ß,  y,  d,...  ait  i»+l  at. 
qae  ipsiini  •a  cum  alionim  rfuoque  cimbinari  liceat,  mnnifesto  «  cou- 
gruentiue  fornae,  quam  modit  diximus,  hnbebuntur  et  qnidcoi  onnea 
sunt  (« —  1)"'  gradua.  Con^rueatia  igitur  {m  —  !)'•  gnidaa  adaiit-  - 
ttit  M  valorea  incoagniosj  tx  eadenl  cauaa  coDgrueatia  (» — 2)'' 
gradui  M — 1  valorea  incongruoa.  Qua  concluaione  cantinuota  aeque- 
retnr  congruentiam  primi  grudua  admittere  2  rudices  diverana,  quod 
lieri  uequit  ($.  6).  Multn  niiouB  plures  qaain  <i  +  l  rudicea  direr- 
sae  coasTuentiae  propoaiti  »''  gradua  aatiafacient. 

$.  8.  Designante  q>N  multitudinem  unneroriini  ad  JV 
prlmoruBi  i)iHoque  miniirum  et  m,  »',  n",  etc.  onnea  divi- 
aarea  numeri  jV  DniCate  et  ipao  JV  dod  excinaia  lemper 
erit  ijp«  +  ijp«'  +  0)«"  +  jjo"'  etc  =  JV, 

1.  Quando  A'^eat  formae  p"  vel  numeri  primi  poteataa,  omaea 
ejuR  diriaorca  auut  bi;  1,  p,  p*,  p',  . , .  p^,  Multitudo  nDneromai 
ad  ;>"  priHorun  eoqae  minomm  est  p'*~^(p  —  1)»  ci^o 

yl -H  y;» -H  jnp» -H  jp;»' -f. , .  +  y;»" 

quam  summam  patestati  p'  aeijuivalere  ex  doctrina  serierum  coDstat. 

2.  Quando  X  eat  unmerua  compoiitus  pota  A'B^C^  etc.  qoi- 
cunque  bujua  dicisor  forma  AfBsC'^...  exbibetur,  ita  ut  ezpo. 
■eotei  f,  g,  h  vel  aonDulli  eiirum  etism  evaoescere  poasiat,  atta- 
inen  minures  aiot  reap.  quam  a,  h,  e,  . .  .  Poterit  i^itur/omnes 
valoroB  iode  ab  Zero  usque  ad  a,  g  omaea  valorea  lode  ab  Zeni 
nsque  ad  ö,  h  omnea  valores  it  Zero  usque  ad  c  etc.  accipere.  Et 
si  valoribua  bis  respoudentes  poteatatea  iuter  se  combioaDtur,  mani- 
feato  omnea  nunen  J'  diviaurea  exatabunt.  Jum  dico,  sr  numeri 
F,  G,  H  etc.  sint  ad  aingulas  poteslutea  Af^  Bi,  O^  etc.  primi 
etiam  nroductum  FGJT. .  ad  illud  AfBsC*  ■ . .  primnm  fore.  .Nam 
quum  bi  modo  facloros  A,  B,  C . .  productun  AfBsf^ , . .  posaint 
laetiri,  ai  producta  AfBsC^ ..,  FOH..  diviaoreiQ  commuaen  faa- 
bereut,  unum  ex  factoribua  A,  B,  C...  simnl  ea  metiri  oporteret 
ex.  gr.  A.  Tum  autem  A  tuequam  primas  uut  F  aetiri  deberet, 
aut  G,  aut  H  etc.  v.  c  F,  neque  Tcro  Af  ad  F  esset  Biimeias 
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priasB  eastr«  lappoHtisDrai  nostniB.  Vicevinia  qoKtniqie  namsrna «d 
AIBt€^  . .  ,  primus  factores  modo  involvet  quorum  oullui  cuin  po- 
testatibas  Af,  Bi^  0' , ,  hnbent  factorera  coHmUDem.  Nqdc  repe- 
risatnr  nuneri  sd  A",  A',  A*, .  .  ^*  primi  ainipiliiiiue  dod  niBJa- 
KB,  d«iiMle  nmeri  sd  poteBtates  ß",  ß',  B*,  , .  B^  primi  BioruliB- 

3iie  non  nBJores  Bwliterque  de  ceteriB,  C",  C'.  C*,,,  .  0>,  Prirao 
iclornn  nBltiludo  erit  A",  secundo  &>•,  tcrtio  O  etc.  ez  priaa 
parte. 

Qnodai  DDneri  de  qaik«s  agilor  inter  se  conbinantiir,  ex  prae- 
cedentibDa  paiebit,  onaea  Dumeros  eHtare  ad  ditiBoreB  nnmeri  Apri- 
nos  i^Biaini«  noii  najorea  manifeBtoqae  tnullitnda  Labebitur  A^B^O 
etc.  Bive  a. 

AÜBiD  licet  Tide»  denonBlratioDen  huj.  prop.  in  Gatua  Diaq. 
AriÜiB,  pag<  SS. 

B.    De  ntmeroruiB  periodiaj  radicibns  prinitiTta  reai- 
dulaqne  quadraticis. 

f.  9.  Quam  Ferraatii  tlieoreoia  in  aequentibna  maxini  ait 
unmeoti  in  atemoriam  id  revocabiiuHa  aed  ita  enuaciatuB,  ut  latia- 
sine  pnteat,  oenpe  ut  Sequilar. 

ttuando  nuineri  a,  p  aunt  inter  se  primi,  senper  con< 
grnentin 

tfiP  =  l(Biod.  pS 
locun    habebit^  denutante  fp  multitadiDem    numerorum 
ad  p  priHoruB  eoque  minof  um. 

Sigoificatia  unnibus  numeria  nd  p  prtmis  eoque  minoribna  per 
ö,,  0„  0,,...©^ 
atatln  patebit,  nnllum  Lorum  prodnctnrDm 

0,».  0,».  0.« 0/*.  « 

per  p  divisiliile  esse  ($.  2.),  deiotle  producta  de  quiboa  agilur  ae. 
cnndam  p  eaae  incoDsruu.  Nam  si  UDirersim  baliererur  0jEa  =  0i(> 
tlrponaniibiiB  0^,  0^  iiumeros  cx  bis  0,,  0,,  ...  0^  differenliam 
0  a  —  0^o  ^rgn  0, —  0;^  per  modulnm  ease  divisibilcm   oporteret, 

3Dod  fieri  nequit,  Tertiu  dico  quodvia  residuum  ex  dirisioDe  pro- 
Dctorum  illorum  per  ;*  rclictum  ad  p  esse  primnai.  Nam  bi  reai- 
dnum  proilucti  alicuiua  @xa  est  q  vel  0,«=::^  qiiicunque  residui  ^ 
diviaor  productuin  0x0  uietiri  deberet,  aiquidem  etinm  numerum  pri- 
mom  p  metirelnr.  Tum  ootem  aut  0^,  aut  a  cum  p  huberct  divieorem 
commuDem  contra  ea,  qune  stotuimus.  Quum  igitnr^roduciorum 
reaidna  oint  innequalin,  nd  p  jirima  nuHumque  evonescat,  reaidua 
liaec  online  neglecto  hia  ipsia  0,  .  0,  .  0,  ...  0^  näquiralere  sta- 
tin perspicietur.     Ergo  bunc  tialiemus  coQgrneDtiam 

0,«.0.«.0,»....0ju<r  =  0.  .©,.0,  ...0^  (mod.;>) 

vel  haue  0,0,0,  . .  &n  («Tp  _  1)  =  0,  Jam  vero  W  ad  produclum 
0,0,  ..0/t  e^t  primuB,  quam  nb  rem  If.  3.)  differentiu  atV —  \ 
fer p  divisibilis  case  debet  i.  e.  t^tv^l  (mod.  p)._ 

Qnando  p  eat  UDmeroa  primus  omoes  ad  p  prini  eoque  mina- 
fai  aant 

1,2.3,. ..p-1 
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ergo  if^-^^l  (mod.  p)  quo  modo  valgo  eBUneisUir  Feraatii  dw*»- 

(.  10.  Pedetentim  vero  ijiiMstio  sese  offert,  nam.  etiaai  iofe- 
riores  potesUtes  quam  (gip)''  nnttati  secuodum  p  poasmt  coDgnme' 
fieri?  Hoc  Arguaieiituiii  diux  ^a^rediemur,  sed  \i  certe  cuvteodi 
potent,  ftxfiDDentein  infimae  numeri  ulicujus  a  poteatatia 
uaitati  congruae  aut  oamero  gip  aequalea   esse  ant  eua 

Si  enim  a'  esset  iofina  DUmeri  a  poteatas  unitoti  Becondiim  p 
congrua  et  t  numerum  tpp  dod  metiratur,  ponere  liccret  tpp^smt+r, 
ita  ut  r  Don  ßvanesceret  mioorque  esset  nuaiera  t.  Hrlt  anteai 
t^P  S  1  i.e.  CT^-*^  vel  «"'  .  W  anitati  congrua ;  jom  vero  a"  =  1 
ergo  «''  ~  1  eistaretque  minor  dub.  «  poteitas  quam  t*'  noitati 
coDgrtia  contra  supp.  Dostram. 

Qnando  aotem  a'  eit  infina  nameri  a  unitati  congrua  potestsa, 
faae 


BeciiDduB  p  ernnt  incongritae.  Nam  ai  esset  o^^o^  ita  nt  nnllni 
liorum  X,  x*  exponentem  t  superaret,  baberetur  n'-**  ^  1  (n,  ^) 
(}.  5.  4.)  -quo  loco  statuimus  esse  x^x'.  Atqui  x — x'-^t,  ergo 
«'  DOD  esset  infima  noitati  coogrun  poteatas.     Nee  mioos  potestatea, 

äaarum  ezpODcntcs  iater  f  +  I  et  2t,  iiiter  2f  +  1  et  St,  inter 
/+!  et  4(  etc.  coBtinentur,  iocoogruae  eriiot.  Nam  quBDcuoque 
poteatatem,  cujus  expunena  inter  f+1  et  2l  contiDeatar,  potestati 

alicoi  cujus  expooeos  _  1  et  _f  ^ngrnaai  6eri  facilline  ititelli- 
getor.  Idem  valet  de  reliquis.  Potestates  vero  o«,  o»,  a>', ...  o^ 
onnes  seconduai  p  unitati  fore  cuogruas  id  quoque  quisque  perspi- 
ciet.  Habetur  igitur  periudus  oeape  potestatum  series,  quarum 
reaidua  minima  sunt,  maequiilia  omoiaque  ad  modulum  primu.  Ce- 
tenin  ai  a*  est  iolinia  uniiHii  congrua  potestaa  atque  a'' =  a?  (mod. 
p)  etiom  r  =  ^  (mud.  t)  erit;  mm  a^—Q^  1,  qua  re  üiffereotian 
i  f  Mulliplum  esse  uporteliit  vel   r  =  ^  (mod.  t).     Vice  versa 


I  a  potestaa  unttati  secuadum  modulnm 
quencunque  ^  coogroa,  a  ad  esponentem  t  pertinere,  cum 
£ulero  in  aequentibus  dicenus. 

f.  11.  Numeros,  in  quorum  periodis  omnes  ad  mo.du- 
lum  primi  eoque  non  majores  numeri  reperiuntur,  radi- 
ces  primilivas  voeabimus.  Sequitur  ex  Lac  defioitioDe,  e$pO' 
nentem,  ad  quem  rudix  primitiva  pertineat,  aequalero  esse  multitu- 
dini  Dumerorum  ad  modulum  primorom  eoque  noo  majorun,  Perti- 
neat enim  radix  quuerunque  primitiva  a  ud  expnnentem  /  eritque 
a'  infimii  nameri  a  potestas  unitati  congrua.  Jam  vero  a  ad  mo- 
dulum primus  nee  minus  »',  <s',  .  ..it*  omniaque  barum  potestatum 
residua  minima  B|int  inaequalio.  Quia  igitur  peHodus  haec  f  nume< 
ros  ad  modulum  primos  complectitur  ceterueque  potestates  esdem  prae- 
beot  residua,  ut  omnes  ad  moJulum  primos  complectatur,  ipsum  t  mul- 
titudini  numerorum  ud  modulum  primomm  aequivulere  necesse  erit. 
Valde  autem  quaeritur,  num  revera  pro  quovis  modulo  radices  inve- 
niantur  primitivae  et  si  exatant,  quae  sit  earnm  multitudo.  Videbimus 
in  sequentibuB  in  eo  modo  caan  radicea  exstare  primilivas,  in  quo  mo- 
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Mm»  Bit  4  Mt  uu  forHKniiB  exhibestar  fi^,  2p*  denot&iite  p  nv- 
laeram  priMo«  infarcH.  Prinqnsm  «ntem  boc  ■^gredinnr  ar^- 
■enhiB  radicw  ooDf^nieDtiae  ■uperiori*  gradpa,  m  quibpa  nititnr 
diaq^üilin,  aunt  canaideriindae.  Sed  eam  Bt«tiai  trocUniiniu  cuum, 
in  i|Do  p  est  Dnmerus  priaua, 

f.  12,  Se*per  exstant  numeri,  qaorim  nnlta  )iote- 
Btas  infsrior  quam  (p  —  l}"  vaitati  coD^ru«  eatj  vel  cjuod 
ideal  ralet,  pro  modolo  priaia  radicea  exatant  primi- 
tiv« a. 

QnaDdo  p  —  1  ■■  factorea  anoa  prinoa  boc  modo  reanlvitur 
A^B^C»  , .  i  dico  invMiri  poaia  numenin  a  ad  PsponenteiB  A", 
naai.  p  ad  exp.  B^^  mtaerum  f  ad  ,exp.  C'  etc.  pertinealem.    Cod- 

gmentmia  x^ ^\  («od.  p)  hob  plnres  quam  .  radicei  ad- 
aitlere  direraos  ex  %.  7.  patebit,  qaam  ob  rem  qoiiqDe  ouineroniiK 
1,  3^3,4,.,./!  —  1  qnorum  raultitado  major  quam  ~jf~t  con- 
gToentiae  illi  aatiafacere  ooo  poteat.  Sit  igitur  ^  unua  hujuanod! 
nunerOB,  coDgruentiae  propoaitae  hob  aatiafacieoB  ent*|ue  ai  pooitur 

£=1 
g^'  :=a,  B  Dumerns  ad  eipooenlnm  A»  pertioens,  Potestatem 
eniai  \A'\*'  numcri  a  uaitati  conffrunm  fore  ex  Feriaalii  tbeoreoiate 
intelligilur.  Jam  ai  exatarent  inferioTeB  oumeri  a  poteatale«  uni- 
tali  CDogruae,  barum  infimae  expoDens  expoo.  A"  deberet  metiii 
(^.  10.)  atque  uaui  esGe  ex  bis 

^— S  A'-^,  A'S 

Jam  TCro  u^'-^^\g^' )  ^=g  ex  auppoaitioDe  Doatra  uoi- 
lati  Don«Bt  congrua  omltoqne  minus  tt''"*,  a-^*"^  etc.  ergo  a  ud 
exponentem  A'  pertinet.  Tum  dien  productam  Dunerorum  u,  ß.  y,.. 
qui  ad  exponeatea  lingulos  A",  B^,  0>, . ,  ,  pertineant,  «J  expo- 
venteoi  A'B^fy  .  .  sive  p  —  1  pertioere.  Qaod  productum  ad  po- 
testateoi  (p~\)'«*  elevatum  uaitsti  confpuum  fore  facile  patel. 
Nam  o^-  =  1,  ^«*=  1,  !*<>=  1  etc.  ergo 
aA'»0..  =  \^  ßJ-an>..  =  i^  yJ-a*C-..  =  i^  qua  ex  r« 

(aßy..y-B>C....^l  {mad.  p)  MB  (aßr •  •)r-^=^- 
Qnodai  prodoctnn  ad  minorem  expooeotem  (  pertioeret,  t  numerom 
p — 1  metiri  deberet.  Sit  igilnr  t=A'>-^B^C'  etc.  eritque  (a/S/.,)'^ 
(ttjSy.. !'<—'«»«■•■■,  Quam  jam  ß,  r,  ■  •  »d  exiiDoeniea  B^,  t*  . . 
pertineant  poteatdtes  ßA*-t»C'  ..^  y,ä—tatv-..  uaitati  «niot  coo- 
groae  ergo  (aß/' .  .)'  s  a-^'-'**^'  ■  ■,  Quum  denique  a  ad  exponeo- 
lem  A"  pertiaeiit,  debet  A'  metiri  productum  A^—^B^O'..,  q.  e.  a. 
Neqne  igitur  aß^  . .  ad  espoaentem  A-^^B^C  . .  pertinebit,  molto- 
qae  miaua  ad  minorem. 

f.  13,    Qaoniam  reaidua  mioima  potestatnm 

0,  «*,  «',.,.  «^~i 

ai  modo  a  eat  radix  primitiva,   sunt  inaeqnalia  Üla  niiBeris  ordiae 
a^lecto 

1,2,3,. ..p-1 
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aeqnirslere  oportebit,  bm  ■!■■>  onnem  BuntinM  per  p  non  iliri- 
:  sibilem  reaida«  harum  potestatnin  alicni  caanntiM  fbre.  Qnodsi 
0*^A  (mod.  p)  M  ipaini  6  imticen  com  Eulera  Toceaai  perapi- 
cieturque,  olicui  nunero  plurea  lecUDduM  eandem  radicen  prini- 
ti?aiii  respandere  indices  et  qtiidem  ht  indicea  lec  atodnlom  p  —  1 
«rnnt  congroi  (f.  10.), 

f.  14.  iDflex  prodnoti  ex  «jaotennone  factoribu*  com- 
poaiti  auDinne  indieum  BiBgoIornni  fectoram  aecanduB 
moduEum  p — 1  cODgruus  est.  Btiam  index  poteatetis  du- 
■  eri  nlicujua. producta  ex  indice  radicia  in  exponentea 
potestHtia   aecundalum   eundem  mndalum  congraa*    eat^ 

Siot  prin«  propoiiti  duo  factorea  A^  B  eritqne  denonatran- 
dnm,  copgrueatiam 

lad  AB  =  \x,\  ^  +  lBd  B  {m.p  —  \\ 
lucum  bnbere. 

Ex  Dotinae  aut«ni  iadicum  ($.  13.)  ialelligitiir  esse  si  rndiceia 
adoptubia  quancotique  a  a'"l-^  =  ^,  0*'^'=  A  aec.  mod.  p^  ex 
quo  sequitur  «""^ '«  +  >•*«  =  >^Ä.  Jam  vero  a'"'' -*«  =  v^Ä,  ergo 
etiam  «i«d -<»  =  «Irf  ^  +  I»<1  «  otque  «liia  .^«-(1=4 -<  +  i"ii  «1  =  l 
(m.  p).  Qua  re  differenttam  fnd  AB — (lad  ^  +  Ind  B)  numerus 
/(  — I  debet  meiiri,  nuoniam  aP—^  est  infima  ips.  a  uniUti  coUgrua 
potest.is.,  ).  e.  lud  .V^^Ind  A-\-\a\  B  (mad.  ;>  —  ]).  A  duobna 
facloribua  polerit  prorsua  aimili  modo  ad  trea,  Iiiac  ad  quattoor, 
omnino  ad  naotcuaque  fnctores,  Sequitur  deinde  lud  .^'=  lad  .i^y^ 
=  lDd  ^  +  lDd  J  =  2lnd  A  (m.  p  —  \),  lud  ^'^Slad  A, 
lad  A*  =  »lad  A  aec.  mod.  p  —  1. 

$.  15.  Congmentia  af^A  (m.  /»)  denotaDte  p  nume- 
rum  primum  aut  nDllaoi  admittet  radicem,  aut  tot  radi- 
ces,  quot  uoitatea  bnbeat  diviaor  com  muuia  naxiams  ^ 
BOmerorum   m  et/'  —  1,     Et  quidem   nullns   nnaierna   con- 

groentiae  aatiafaciet  propoiitae,  nlii  potestaa^  ^    uni- 

Si  cnngruentia  reaolnbilia  eat  sequitur  ex  indicuin  dactrioa 
rIdU  ^^Ind  A  (m.  u  — IJ,  cui  acmjier  aatisfieri  poteal,  quaado  n 
iid  p  —  1  est  primus  {%,  6.j,  quo  in  caau  anam  modo  admittet  ra. 
dicem.  Sie  n  et  p — 1  divi^arem  babent  ramm.  max.  d,  indicen 
ipsiua  A  per  d  divisibilem  eaae  oportet  ($.  6.),  qua  conditione  locum 
bubeate  ^ atet  congruenliam 

«lad  X  Ind  A  .      p  —  1. 

admiticre  i  valorea  diveraos  sec.  mod.     jt-  »el  p  —  1,  oenpe  va- 

,  «Ind  X        ,  , . 

lorea  Dum.  — -i —  sunt  ui 

lad  ^  InJ  A  .  p—l  Ind.*  afp- 1)  hi  J  frf-1)  fy-1) 
■"tf"'   ~ä       •"      d    '       a     ~*~        d      '•"■     J     "•"  (T  • 

Jam  vero'  ^  valorea  ipsiua  lod  ^  aec.  mod.  p  —  1  auat  congrui  etiam 
radices  reapondentea  congnientiae  X'^A  (nu;f)  aec.  p  erunt  con- 
gruae,  ergo  exataboot  3  valores  diverai. 

Quando  deniqae  coagr.  prop.  reaelabUifl  eaae  debet,  nnm.  lod  A 


per  i  4ivinbileM  eue  ^ftrtebit  t«I  lod  A^Ü (n»d.  fy  SU  «  radix 
^■•ccuoqne  primitirB  entqne 

Jim  qnum  — ^  ait  integer,  erit  a  ^  '  5 1  «deoqae  ^  «f  =  1 
{mni.  p),  qns  deficieote  conditiane  coDgraentUe  x'^A  (n. /)) 
Mtiifieri  neqDil. 

Coroll.  I.  Quando  m=:2  congruealia  x*  ^  A  (nod.  ;>)  re- 
solnbtltB  erit,  li  ^KP~>)  nnilati  congrua,  sin  vero  minai  noo  reio- 
InbiÜB.    Dt  igitni  oBHer«  aJiquis  quadrato  kc  mod.  priman  congnius 

fiat,  poteataa  A  '  nottati  debet  esse  coagrua.  Quum  jam  p  —  l 
ut  DUmerui  par  congrueutia  x*^A  (m.  p)  aut  buIIbid  admittet 
radiceia  aot  duas. 

Coroll.  2.  Qnando  A  =  \  congrueotia  x* '^\  (n.  p)  aem- 
per  poterit  resalvi,  ai  vero  A^^-~\.  va  eo  nodg  casa,  quo       . 


I  par. 

f.  lÖ.  Congraentia  X'^A  (mnd,  S)  onaB  tantnni- 
modo  radicem  adgiittet  nenipe  1  qaaado  A  est  ouneraa 
impar,  Iiaec  vero  x^'^A  (moiJ.4)  deuotante  A  etiam  nunc 
mimeram  inparen,  aut  nullam,  aut  iioam,  aut  deniqua 
4na8.  i 

Propositionis  priiiia  pars  tarn  obvia  est,  ut  dcmoDatratione  non 
«pna  ait.  Quod  vero  atlioet  ad  alle^am,  ait  prino  A  foraae  4«+l. 
In  bocce  cuau  1  est  radis  neque  vero  3  nisi  euponena  m  est  nDmerua 
par.  Sit  seraado  A  furmne  4iii-t-ä,  tum  1  coDgrueniiNe  dud  sa- 
tisfuciet,  quiu  4m  +  3  —  l=4n  +  ^  V*'  ^  "'"'  dinaibilia  neque 
vero  satiafaeiet  3  quaDdo  m  eat  par.  Si  vero  »  eat  ntiiaerns  im- 
par viinifeato  3  ent  radix.  Sequitur  «z  bac  conaidenitioae  cun- 
fruentiaai  x'  =  1  (mod.  \)  aempcr  iluaa  admittere  rudicea  nemjie 
et  3. 

%.  17.  Sequilar  ut  de  nodulis  una  formarnai  p',  Ip"  conpre- 
bcvaiB  agatur.  In  §.  13.  inveDtum  eat,  congruenliiim  ^r"  =  1 
(nod.  ff)  linbere  3  radicea  sec,  p  incongrunB,  denotante  i  naxinium 
coDoiDDeDi  divisiirem  aum.  »  «t  ^  —  1.  Simiü  aaodo  eniiDciabinua 
tbeurena  quod  sequitur, 

Cougrucnlia  f'  gradaa  x*^l  (mod.  ;>")  admittet  3  va- 
lores  seeundum  p"  iacODgraoa,  deaolante  «f  diviBoren 
commiiDem  maxiiiium  numerurum  /,  ;»"^'(/*  —  1),  qua  pro- 
poailione  demonatrata  putebit  coogrue  n  tiam  propoaitam 
non   plures  quam  t  redices  udmittere  divers.as. 

Ponutur  f=:A:p8  ita  ut  A  factorem  p  nou  involvat  adeoque 
A  ipsam  p — 1  Dietiutur.     Jum  dico 

1.  Si  a  fuerit  radix  coogruentiae  propositae  etiam  a-i-ip'^9 
fare  radicem ,  designante  A  nnmerum  quencnnque  per  p  non  atviai- 
bilem.  Ceteram  illico  observandum  est,  numerum  &  hunc  m — 1 
■uperare   nun  poaae.     Sit  primo  m  —  &>^1  atque  @r=l,  tum  erit 

(a -I- iSp— 6)' —  a' =  V*-^  K«  +  V-®)^*  +  «(«  +  V^®)*^ 
-+-«»(«  +  -*;»*-»)?-•  «tc  ■+- (a + V^®)*"*!  • 
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Atqni  a-^6pß^B^a  (norf.  p*)  qaonfui  *•— 9^1,  trf^ 

{o(-l-/|;,»-e)(-i  =  a(-i  (mod.  /i») 
«(a  _j-  >Sp«-e)(-s  =  «(-1 

{a  +  V-e)«-»  =  a'-> 
ergo  (a  +  (5;»»-ejf  —  a'  =  j*;H^e.  «'-».<  (nod.  ;»»-0+9) 
quam  üb  rem  teroiDua  ia  siniatra  parte  poutua  erit  farmae 
Ap-~f*[fai>-i  -t-  Ä>(»  )  =  it^^Öta^l  +  AAp^»+^ 
^uumque  0:^1  iiabetnr 

{a  +  Ap^By  —  af  =  c^~iAp»-es  {noi.  y^l) 
=  0  (aiod.  P-) 
quia  in  bocce  caau  t  per  ^  non  vero  per  p'  divlaibilia  eat.  Theo- 
rcma  igitnr  ralet  quaodo  «  — @;>1  ctquc@=l.  Sin  &  non  eat 
1  apatimaniua  prnpoaitioneni  noatram  valere  pro  9  poterilqae  de- 
nonatrari  etiuoi  pro  &+1  lucun  habere.  Tum  autea  a  ralore  1 
Dsqne  ad  2,  b'iDC  ad  3,  omoiDo  ad  &  aacendi  poteril.     Sit  igitur 


=i\{a-\-hp—By  —  a*\  ((a  +  A;.— 6)«;^«  + «»(«  +  /;»«-«)'(?-« 

-I-  tf«(«  +  A;»»-»)'0^-») . . .  H-  a'l?^i)t 

Teram 

o -f- Ä;»"— *>  ^  a  (oiod.  ^'j,  ei|;o 


adeoqiie  aunna  erit  congraa  a'fp—0  ,  p  Val 

fomse  o')>— I) .  p  +  Äp*,  ergo 
(a  +  A;»^*»)*''  — «'''  fornae  (o'-iÄ;»»-e/+Ä>»+-i) 
(af(/^');»  +  Ä";f»|  vel  congraa o*?-'/;»^«/;! 
aecuoduai  modulum  »  +  i.    Erit  igitur 

(a  -t-  A/>^f>yp  —  a'P  =  afp-JAp^-^tp  (n.  p"^). 
Jam  Tero  /per  p6,  f^^tp  per  ;»»^-'  et  {a-^Ap'*-€^'P  —  u'i>  per 
j««+l  diriaibilia,  qaan  ob  rem 

(a  +  ip'-fijt}'  —  aV  =  0  (mod.  ;»*«) 
tta  nt  prop.  T«leat  pro  0-1-1. 


Dniitizt-ct.CoOt^lc 


13 

Sit  secmido  m  —  @=sl  atqDe  0=1,  bim  «rit 
(o+Z?»)«  —  o'=:  ji?'j(a+  ipY-^  -f-  «(«  +  (*?)'-* 

+  o»(o  H-  ^)'^»  -^  . .  -f.  «'-1  i 
Atqoi 

(K-t-^)'-!— B'-i=^j(«+,^)'->-h«(a+Ä;»)'-i+etc.  +  «'-M 
Deude 

(a  +  VM"*  =  «'-*  (n"»«l-  Z») 


ergo   8II01IB&   erit   congrna   c^—^t—l)   sec.    mod.  />   ret   fonnae 
ai-^t—l}  +  Xp  «deofiae 

{«-H^)*-'  — «*-»  erit  for«M  o'-»(»— 1)  hp-\-Khp* 
^■m  ob  rem 

{a  +  ^)'^>  — a<-l  =  o'-9(*— 1)  >^  (mod.;»») 
»el  (a  +  -(pK-i  =  «*->  +  o^H'  —  1)  -Sp 
pranna  aimili  modo 

(b -H  jJ/»)»-»  =  «^»  +  a<-S(»  —  2)>*p 


ergo 

(« 
»el  congruB  ^*a*-i4-^^ — ^  ^V*  ("»od.  />'). 

Jam  vero  — i—  eat  nnm.  integer  adeoqa«  -j — 5-  per  f  «tqae 
igilnr  per  p  diviaibilia,  quam  ob  rem  babenus 

(o  +  /p)»  — o«s/p(ti'-i  (mod.p*) 
a'  =  0  (mod.  ;»'). 
Siaili  nodo  nt  aofea  ad  aodaloi  p",  7»-*-i  poterit  asceodi.    In  amni- 
bu  igilnr  eaaibiu  habetur 

(« -+- ^p"-»)*  =  a*{mod.  p") 
alque  (n  4-  ifpo-Ay  ^  1 
qnae  coagruentia  pro  modDlo  pM+i-  non  valet. 

Ex  ijuu  facillline  dedueiliir,  ournemm  aliqnem  radicem  coagru- 
evtiae  propositae  eise  ooa  ^OBse,  aiai  ia  forma  cootiaeatur 
it-\~kp'^f*,  Qnaado  eaim  «'  ip«!  a  aecundum /)  aeqne  vern  aec. 
pi»~(*  con^uaa  eaaet  radtx  puni  liceret  B^  =  a-\-h'pt^  ita  ut  ait 
f*-<M  —  &.  Tom  ent  (a  + /f;)^)' =  a'  lecondam  modulum  pl'^9 
neqne  vero  secund,  /)"  contra  hjpoth, 

3:    Quaecuaqne  radix  copgruentise  ^=1  (mod.«")  eidensa- 


Dui.tizecbyGoClgle 


14 

tiifnciet  flecnnd.  pj  jam  v«ro  baec  x*^l  (mod.  p)  hnbet  Ar  radtcei 
divenas  (f.  15.)-  Siot  faiie  rndicei  ^,  B,  C,...  Quoüai  »  est 
radiz  coDgr.  prop.  ipBi  ^  lecandiim  p  cougrua  eliain 

tt+p'-f*,  oH-a^--0,...a  +  (;»«~I)p"-« 
fore  radices  (es  1)  patet.    Quam  ob  rem  exatant/>8  radicei  cnngr. 
noalrae  ipfli  ^  sec.  p  eonrrnae.     Idem  valet  de  reliquia  Ä,  C, .  .  . 
ergo  satiBfucieDt  omninii  ipB  sive  J  ai  modo  deaion Stratum  fiierit 

3.  Semper  radicem  a  coDgraentiae  a^^l  (m.  p-)  ipai  y|  ae- 
cundum  p  coDgraum  ilivcniri  piisse. 

Sit  a  radix  congr.  sec.  mod.  /»"— i  prabeturque  aemper  exatare 
radicem  aec.  p"  numero  u  aec.  p  coDgruiim,    Ei  praeced.  patet 

(«  +  Ap^i-9y  ^af+ /a<-</;>«-i-» 
aec.  mod.  jp"  ergo  propter  o^  =  1  (mod.  p'^')  (a  +  fip-'—i—tty  —  \ 

rerp"~t  diviaibiiia  eat  Ut  antem  per/«"  fiat  divUibilia,  A  itn  de- 
et  deteminari  ut 

per  p  sit  diriaibilii,  Quod  aemper  fieri  poaie  ipde  darum,  qnod 
«»— i-g  ad'^  eat  numerua  primua.  Erit  Igitur  «-f-^p"^!— Ö  radix 
qnaeaita,  tiquidem  m  —  1  —  @  non  evaneacut 

Sin  » —  1  =  ®  erit  *  per  ;»»-i  diviiibilis,  vel  i^fp'^t, 
t~-'t:=f{p'-^  —  1)  otqae  (  — *'  perp  — 1  diviaibiiia.  Qnia  autem 
Jl'=l  (m,p)  erit  J*"  =  1.  Quodai  pnoimna  Af  =  l-hiit  babe- 
tur  >^<  =  -^''P"-i  =  (l  +  ^/'('^'=l  ('■.;'")  e«  quo  eequitur,-in 
hocce  quidem  caau  quamciinqae  radicem  congrueatiae  ^'  =  1  [tu.  p) 
cjuadem  aecoDd.  mod.  p'  fore  radicem.  Jam  vero  esatat  numeras 
Gongruentiae  ^=1  (m,  p)  aatiafaciena ,  binc  ad  moduliim  p*,  hine 
sd  p*,  •  •  •  ssceadi  poterit, 

(.  18.  Etiam  congruenti«  fv"=I  (mod.  1^)  admittet 
d  radicei  dt  veraas  et  Don  plurea,  designanteddiriaerem 
comman.  max.  niim.  f,p'~^p  —  IJ. 

Satiafaciat  a  congruentia«  aec.  mod.  1,  ß  eidem  necundam  p'. 
Si  ponimua  JV=a  (m.  2)  =  8  (m. //")  erit  N'^a'  (mod.  'i)  =  ß' 
(mnd./»")  Tel  A'=l  (m.2)  =  l(p»),  ergo  A'sl  (mod.  V)- 
Jam  vero  congrneotia  ^  =  1  fm.  2)  tioam  täntammodo  radicem  ad- 
mittit,  haee  vero  ^^1  {p')  o  redioea,  huie  denique  A'=  n  (m.  2) 
=  ^  {m.  p")  unus  modo  valor  qui  ait  <i'ip'^,  ergo  A  manifeato  ha- 
bebit  1  .  S'^i  aecundam  mod.  ^"  valurea  incongruoa. 

$.19.  Congruentia  xt  =  ^  (mod.;«")  admittit  ^  radi- 
cei diveraaa. 

Qnoniam  congmeDtiam  reaolabilem  ease  lopponimna  ait  »  ra- 
dix aliquu.  vel  »'  =  ^  (mod.  ^).  Congnieniiam  ^=1  (m. /*") 
»dmittere  i  valorea  aec.  modulnm  incongruos  ex  f.  17.  patet  Sint 
bi  valorea  a,,  a^,  a,, ,  ,  .a^  Jam  dico  residuä  minima  producto- 
nm  xa,,  so,,  sa,,  . . .  »af  radicibua  congruentiae  propoiitae  aequi- 
Taler«,  Nan  ai  quancnnque  radicum  congruentiae  ^'  ^  I  (/»")  de- 
signamu  per  a,  «rit  a'=l,  atqui  x'  =  ^  erffo(;aa]'  =  .^(mod. /;"), 
qnam  ob  rem  »a  eat  rddiz  cangmentiae,  de  qua  agitur.  Radicea 
igitur  emnt  bae  aingnlae 

xa,,  Ma,y  nUf, ....  »a^ 
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Jut  Tero  «aiiia  kaee  prodttcta  hc  mod.  saut  incaugnui;  nam  si 
kabcretur  nniveniB  xan^^OM-,  differealin  s(a« — u^-)  ergo  ««'— i««' 
per  Bod.  diviaibitia  esset,  qnoDinn  hie  »d  x  eat  prinus.  Atqui  a«, 
«_•  sunt  radices  eongruentrae  dr*^  l  atqae  incoof^ruB,  erg^o  rerera 
producta,  quae  modo  diximus,  see.  uod.  sunt  mcoDgruu.  Neque 
vero  plares  quam  J  radicca  exBlabaoti  nam  quum  mndalum  ad  x 
ease  prinam  aupponamiis,  numerus  a  ita  semper  poteat  determinari 
ut  ait  CM  ^  x'  (nad.  /^)  denotante  x'  UHmernm  eon^uentiae  propo- 
siUe  aatiafacieniem.  Hinc  seqniiar  (cm)' =  ^,  atqui  %'^A,  ergq 
b'^1,  ita  Dt  valor  u  cougruentia«  ^=1  f^)  satiafieri  debeat. 
Qnaecuoque  igitur  radix  congrueDtiae  st*^A  (p")  productorum 
alicui  SU,,  aa„  »it,, . ,  .xaj  congrua  erit,  qua  ea  re  d  aequo  plnrca 
exBiant  radices. 

f.  20,  Argnmentado  $.  12.  proeaertim  in  eo  vertebatur,  nt 
coDgmeniia  ;C<=1  (mod.  p)  dod  plurea  auam  t  radices  baberet  di- 
varsas.  Quam  jam  in  ^,  16.  17.  18,  proDstnm  ait  baec  etiant  pro 
■odulia  p",  S^",  4  locum  habere,  nihil  impedit,  quominua  etiam  pro 
hia  modulia  demonatmiio  %.  12.  adliibeaiur.  £x  quo  Bequitnr 
pro  modulis  p,  p',  S/»»,  4  deaigoante  p  numernm  priroum 
iDiparem,  sempftr  radices  exstare  primitiras,  i.  e.  niirn».  , 
roa,  qnorum  periodna  omnea  ad  modulnm  primoa  eoque 
Bon  majores  complectatur, 

Pro  reliquia  autem  modulia  radtcea  hob  exstare  pri- 
mitivas,  boc  mndo  facilHme  il  omonstratur. 

Sil  modulus  furmne  A"B''C' . ,  .  .  8iG;nificetc[oe,  ai  quidem  ex- 
slare  possit,  N  radicem  pro  tioc  modulo  primitivam,  itu  nt 
MA—HA-ii^-^iB-iiC-^c-i)...  Bit  iufima  num.  A'  UDituti  congry« 
poteataa  sf^cuqdum  modulnm  A'B''C' .  . .  Jom  vero  N  ad  mndulom 
primDs    eat    nee    minus    ad    aingnlos   potestates   A'^    B'>,  0<;   ergo 

XA^iA-n  =  I  (aod.  A«) 
A»-'(*-»=l  {mod.  B^) 
A'C-'CC-i)  =  i  (mod,   £*). 


Deaignetur  dividnus  commanis  minimna  numerorun 

A*~i(A—l),  Ä*->(j»  — 1),  (>~HC-l)... 
per  J,  eritque 

Ay=l  (m.  A«)  =  l  (mod.  Ä*)  =  l  (m.  O)  . . .       . 
adeoque 

AJsl  (mod.  A'Bief . . .). 
Quoniam  caaoa,   in  quo  modulua  eat  numeri  primi  potestas  aut  ejua 
daplnm  exceplua  est,  nomeri 

Ao-iiA—l),  Ä*-i(Ä  — 1),   0-l(^— !)••- 
tanqaaB  pares  nou  eruot  inter  ae  primi,'  ergo  homm  dividuiu  com- 
■unia  minimus  producto  est  minor  vel 

J<^»-V  — 1)  Ä*-i{Ä— 1)  o-Hc— 1)... 

^D  &cto  JV  non  csiet  radix  primitira  coutrs  hjp. 
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f.  21.  Et  arfhnc  quiden  itn  nob»  pragreu«  ntia  eat  Mt  di^ 
<]tiisitiiffl  fuerit,  num  «xbIcdI  oecoe  radice«  primitiTaei  nunc  autem 
aliud  penequamur  gcnui  determinandi  acilicet  maltitudiDCm  radicnm 
prioitivarum.    Dica  autem  in  genere 

lotnumeroaBd  exponcDten/pertinerej  quot  aintadt 

primi  ipaoque  non  majore*  et  quidem  haue  propositio- 

new  ad  taodulos^,  ^,  4  extendi  licebit,     Bruat  igi> 

tnr  tot  radico  primitivfe,  quot  snot  ad  P'^Hp  —  1)  vel 

ad  2  primi  ipsoqse  non  majoret. 

Primo    obiervamus  t  nuneroa  /'"'(/'  —  1),  2  metiri   debere 

(§.  9.  aqq.).     Qnodsi  numerus  aliquu  «  ad  expunenteu  t  pertinelv 

midua  minima  poteatatnm 

a,  a*,  a*, , .  .a' 
erunt  inkeqnalia  qaanqne  cangmaDtis  ^=1  (mod.  a«)  denotant« 
m  aliqnem  cz  hii  p",  ip",  4  plurea  qunm  t  radices  divenai  admjtterc 
nequeat  ($f.  16.  l7.  18.),  manifesto  omnes  congraentiae  illius  radi- 
cea  exbibeotar  patestatum  reaiduia  a,  a*,  a',  . .  »',  quarum  <|uaeqae 
unitati  seo,  m  fit  cuogrua.  Jam  res  eo  reducia  est,  ut  ex  puteata- 
tom  reaiduia  ea  eligantur,  quorum  nullum  ad  minorem  quam  <'"* 
exponentem  pertineat.  Dico  aatem  ai  /?.  ad  t  lit  primus,  poteatatem 
«^  aive  ejua  reaitloum  minimum  ad  exponentem  t  perttnere.  Haac 
autcm  propoaitionem  probavero,  si  demanstraverim,  poteatatei 

«*,  «",  flW,  .  .  .  «'*  ■ 
■ec.  m  eaae  incoogriiaa.  Si  vero  baberelur  oV^  ^  aV''  (m,  m)  de- 
signaate  tf,  y  aliquem  ex  bis  1,  2,  3, ...  £  euet  (f.  10.)  ifk^^k 
(mod.  f)  vel  ^k  —  ^k^=(f  —Mf)k  per  t  divisibilis  ergo  f — if>  quo- 
niam  it  ad  <  primum  esse  aupposuimns.  Alqui  f  —  V^^'i  ^''S'>  ^ 
ad  exponenteni  t  pertioet. 

(tüODdo  autem  a  et  (  divisorem  involvunt  communem  S  potestas 
jam  -^ta  ipsius  *^  nnitati  fit  congrna.     Nam  qnum  -r  sit  integer 

i.  L 

erit  quin  o'  =  1  etiam  (0')'  ^  I  i.  e.  (0^)*'  =  1.     ttnodsi  deaigna- 
uua   numerus   ad  t  primos  per   /<, ,  k^,  kt,..kft^  onuea  hae  po- 


«*i,  «*■,  a*", . . .  «*/« 
ad  expODentesi  #  pertinebuot,  reliquae  vero  numeri  a  poteitates  non 
pertinebunt,    ex    quo    aequitur    tolidem    numeros  ad  exponentem  t 

Eertinere,  qnot  sint  ud  t  primi  eoque  non  Majores,  dummodo  pro~' 
otum  füerit,  nnum  urte  numerum  a  ad  expouentem  (  pertinere. 
Designenus  per  ^'t  multitudioem  namerornm  ipso  modiUo  mi- 
norum,  qui  ad  exponentem  /  pertineant  Deinde  siot  omnes  numeri 
p^~^lp  —  I)  divisorea  t,  t\  f\  t^  ,  ,  .  Quum  jam  quisque  jiamerus 
minor  quam  modulus  m  ad  aEiqoem  divisorum  illorum  perlineat, 
erit  BiBDifesto 

y'*+  9'/'+  9'*" -V-  yV'  etc.  =;»"-i(p  —  1), 
Atqai  {}.  8.)   qaaodo   (pt  designat  multitudioem  Dumerorum   ad  t 
.  primornm  eoque  noo  majorum 

<pt-i-  <pl'-h  9*"+  9>*"  etc.  :=p^i{p  —  1) 
adflo^ue 
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»* -*- 9*' +  5*" -t- 9**  etc.  =  y"* -1- y/C -I- yV -1- f"/"  etc. 
Jra  ex  praecedentibiiB  ptttet   ■allum  hubbu   posterioris   teTHinam 
priorii  «tiquem  pou«  lupenire,   neque  niDor  esse  poterit,^  quoniaiii 
■uBMae  aint  sequalei  ergo  ^=zip't  i.  e.  tot  nunen  «d  expoDentem 
t  pertinent,  qaot  HiDt  ad  t  priaii  eaque  non  majores. 

f.  22.  Vidimua  in  %.  20.  pro  nodulo  2"  uVi  *^2  radicea  pri- 
nitivas  hud  exatare.  Etian  ex  tbeoremate  quod  sequitur  bacc  pro- 
p«iitio  pfobalur  Dewpe 

Si  potestas  «liqns  numeri  2  altior  quam  secunda  pro 
■  odulo  «Bsumitur,  nnoieri  cujusvis  inparia  potestas  ex- 
poDCDtia  2"-ri  uDitati  fit  congrua. 

Clariai.  Gauss  boc  tbeorema  ex  prap.  f.  17,  derWavit 

Sed  ({uoDium  ad  illua  denooi  trän  dam  coDsideratJonibiia  valde 
pecnliuribuH  opus  ertd  ataue  propositio  noatra  facilius  puterit  demon- 
ttrari  boc  modo  eam  prubabiBus. 

Assumamus  ibeoreoia  verum  eise  pro.  nodulo  2"~l  ita  nt  sit 
«^~*^1  (m.  2"~i},  designaDte  0  BUmernoi  quencuuque  imparem. 
P«DBwuB  iffitur  «2— •^si-t-S'-U  «ritque  «i— '  ^  (1  4- 2»-U)» 
=  1  H- 2"I-1- 2«"-i)Ä,».  Quoniam  vero  «  >  2,  2»  —  w  >  2, 
2{«— 1)>M  erit  3"Jl~|-2i<"~l>l*  =0  (mod.  2")  ex  quo  sequilnr 
^"^  =  1  (mod.  2"),  ita  ut  tbeorema  vales^  pro  modulo  2"  si  verum 
est  pro  boc  2"   >. 

Jam  vero  con^rnentiae  ^*  ^  1  (2*)  omnea  numeri  impnrcs  sa- 
tisfaciunt,  qnin  quisnue  numerus  impar  forma  exLibetnr  4a»±l  at- 
qne  Hemper  (4ir±1)*  unitati  sec  mod.  8  vel  2'  ßt  congruus.  A 
modulo  2*  ad  2*,  ab  2*  usque  ad  2*,  omnino  ad  2"  ascenUi  polerit. 

f.  23.    Sequitur,  ut  dijudicelur,  ad   qnemoam  exponeatem   nu- 
1  impar  sec.  mod.  2"  pertioeat,  deinde  qnot  numeri  infra  2*  ad 

■  forma  2"<i±I  exbi- 
bittts,  ita  at  BitM;>-l  atque  A  numerus  impar  ad  exponeu- 
tem  '21'— m  nertinet  aec.  modulnia  2",  ubi  m;>-2  assumitur. 

Etiai»  haec  propositio  ex  f.  17.  sequitur,  >ed  nt  tota  dilucidior 
Gat  res,  demonstratio nem,  quae  sequitur,  adbibenmus. 

Quoniam  numerus  prupoiitus  a  est  formae  2<*j|^l  erit  or*  for- 
mae  l+2^iA  (2— 1Ä±1)  vcl  formae  S»*-»*'-*-!,  ita  ut  *  alt 
numerus  inpar,  quin  m  ;>  1.     Binc  erit 

«♦  formae  l-f-2»«*' 
»•  formae  1+^'«*" 


«V  formae  l+2-+««>Stf') 


dcügnantibuB  h",  h"",  . . .  hW  numerus  quoscnnque  impares.   Jam  sit 
sV  BÜoima  ipsina  «  potestas  nnitali  congma  uc.  mod.  2"  eritque 

2-+i"<*W  =  0  (mod.  2"), 
Quun  vero  if^  sit  numerus  impar,  erit  2"-^  per  2*  diTisibilis,  in- 
ferior ipsius  2  potestas  non  divisibiÜs.    Itaque  babeiuu  •§+/»:=« 
adeoque  /»  =  «*  —  «>  alqin 

ai"  =  l  («,  2») 
qnsBi  ob  rem  a  ad  expoueotem  2"-*  pertinet. 

TM)  IL  2 
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,5 —  I  fam 
perÜDelHt  ll  ad  ex|OBe*leni  2^>  tsI  8.  iec.  nad.  32. 

Potestat«  tl.  II».  U'.  n*.  II*.  U*.  11'.  11'. 

Residna  11.  25.     19.     17.    27.      0.       3.       1. 

$.  24.     QnBndo   2»,  nhl  m>-Z,  pr-o    nTodulo    assninitDr, 

8«mper  t  numeri    ad    «xponentem  t    pcrtinebunt.      Ipsun 

verö  t  numcrum    2—2    metiri    deliere  es  ($.  9.  22.  intelli- 

gitur. 

Quisnoe  Dumema  ad  ex|iOnenteBi  perlinena  2"—»  forma  dehet 
exhiberi  2"^=hl  ($.  23.),  qua  re  quaeati»  lia^  rcdacta  est,  ut  de- 
termiaetiir  qaot  numeri  modulo  2*  minurpH  ff^rmis  2*'^±1  cuntj- 
neautur.     Debet  autem  A  ita  determinari  itt  sit  prima  2"A+I<t2" 

rel   A  ■<  2"—«"  —  —  ,  adeoquc    A  "^  2"^-*"  —  1 ,    aecyDcIo   ut   sit 

2"Ä  — K2"  vel  /<:2"-"-h5;^  adecMiue  >S^2*-"  — 1,  maai- 
feato  eoiai  &  lanquam  ioipar  ipsi  2"—"  aequivalerc  nequit.  Valores 
igitor  numeri  A  erant  hi 

1,  3,  5,  7,  9  ... .  2"-"  -  1 

facillime  vero  ex  inductione  Intelligilur,  multitudincni  liorum  ter- 
minurum  esse  2"—'"— '.  Itaquc  turmia  2"^±l  comürcbendantur 
2*-""'.  2  vel  2*-"  nameri  minurcs  modalu  2",  ergo  'V-"   nnmeri 

entem  2»^"  perliaebant. 

lapl.     Ad  exponentem  4  secuodDiii  nod.  16  pcrtincnt  4  na- 


sd  expenentein  2"— "■  perliaebant. 

Eseiapl.     Ad  expoi 
meri  nerape  3,  5, 11,  13. 


Putestatea  sunt  Rcsidua  minimu 

3'.    3'.    3'.    3*  3.  fl.  II.  1 

5'.    5».    5'.    5'  5.  9.  ]3.  1 

11'.  11».  11'.'  11*  II.  9.    3.  I 

13'.  13'.  13'.  13*  13.  9.    5.  1 

^.  25.  Ut  praposrtionMj  quac  seqnuntur  spectoatqne  ad  (leriit- 
dos  potestatum,  rutlices  primitivas  et  residua  qUHdratica  magis  inter  se 
cnnaexttB  sint  atque  theoremata  quid  simile  liabeunt.  aatia  iippurent, 
priusquiim  ultenus  progredimur,  notionea  quasdiini  de  residuis  qun- 
draticis  hraemitternua. 

$.  26.  Ex  congrueotiuo  iii>tiune  sequilur  quiidreta  u*,  (m — a)' 
aecuDdma  modulum  m  e»ae  cuiigraa.     4uii  re  pateatotuin 

1»,  2»,  3?,  4',  5»,  ....(««-2)',  («—!)' 

reaidaa  minima  non  omtiia  erunt  ioacqualia  quumque  quadratun  ali- 
quod,  cujus  nidix  i|itiuiii  tu  siipvrnt,  quadriito  uÜcui  cujus  radix 
<;in  congruum  debet  lieri  |ijtlcliU  numcros  exstare,  qui  qundrHto 
t  congrui  neque  miauK   numerus  revera  quadrato  alicui  con- 


gruoa.     Uli  numeri  moduli  propitsiti 
dua 


t  Tocantur  quadraticu.  Kt  primo  quideni  criterium  aliqaod  inv«- 
niendum,  atrnm  numeruH  aliquis  moduH  propositi  alt  reaiduum  un 
Don  reaiduum.  Btiaraai  in  (.  15.  Coroll.  1.  jjm  invcuiniua,  nume-  - 
rnm  sliqnem  esse  residunn  not  non-residmim  niAduli  citjuaris  prt- 


■li  pronti  iiotesteB  ji  ^  nnitati  aec.  p  coDgruns  sit  nut  incongfraug 
tameD  niinc  alind  assequamor  rutiocinaadi  genna  huic  ipsi  müteriae 
Dagis  idonenm. 

f.  27.  QuaDdo  p",  ^",.4  pro  modulia  sssumHiitiir  nt- 
^n«  A  si^Dificet  nttmerum  ad  quenque  barum  primum  d'e- 
Dique  9>fn  exprimat  imillitadiaeiii  ad  moduluin  primornM 
eoque  DUD  mujorum' numeroruai,  tun  dico 

1.  Si  0  ait  residunm  quadraticun  Btoduli.illaram  for- 
■parnin  ali(|ua  comprebeOBi,  seinper  potestatea  s)7<«  nni- 
tati   cang^man  esae. 

2.  Vice  vcran  si  aif"  naitati  coDgrua  ait,  Bein|»er  tr 
reBidnum  quadraticum  «sae  moduli  propaaiti. 

DemODstralio.  Prima  pftra.  Quia  a  mt  modnli  m  residutim 
qdadraticum  iDveniri  polerit  quadrstnm  aliquud  a*,  cui  »  sKCupd. 
m  Bit  cnDa;ruuB  vel  a*  ^  a  (mod.  m),  qua  re  {«■))?''•  solV"  i.  ei 
a9"sal'/^,  Atqui  quum  a  ad  m  primum  esse  supponamna  it'/^^l 
(mod.  m)  (§.  0.)  Bdeuqua  »IV-^l  (inod.  »). 

UaDc  proprio tatem  vulere  pro  modulo  quocuuqu^  inde  mnoat, 
quod  nihil  impedit,  quaminus  argumuutatio  oostra  ad>que«Tis  ad- 
bibealiir    moduluui.     (jonge    itro    aliter    res    aeae    halet   in  altera 

GUBU. 

Secunda  pura.     ConfrueDtia 

ai-f"  =  1  (mod.  m) 
adnittit  q>m  rnd'cea  (f.  9.)  tot  enim   exstant  numeri  ad    nodulun 
priini  eaque  mioorea;  baec  vero  altera 

(ar*)n«  =  l  (mod.  «) 

l^Mt  habet  radtccs  neque  plares  ({$.  16.  17.  18.)i  qnia  numeronin 
jyi«  et  yt»  divisor  coiuDUnis  niaxiuius  est  j<pm.  jam  veru  ar,  ut 
aioda  dixiinus,  ym  valurea  irivi>lvitiii  cnngriioa,  ergo  a:''  ifun  vulorea 
iacoDgruo«  sec.  mod.;  facile  cniin  perspicitiir,  quadrata,  quurum  ra- 
dices  Bummam  «»  coDatitUunt  esae  congmn,  quadruta  auleui,  quuruix 
radices  iy^t  noa  superant  aec.  «■  incongrua  esse.  Num  quum  t/t^p' 
Tel  ^",  erit  ^<fm=  ^-^{p  ~  l).     Qnodai    «säet  i"=ju'  ita    ut 

Bit  quum  l  turn  p'^i^tn  buberetur  (1+ju)  (1  —  ft)^<i.  ü\  uulein 
fuclorea  numerum  primum  p  nun  simul  involrunt,  quia  differeolia  uerjv 
dividi  nequit  iimboquo  parcs  sunt  quuiido  modulua  est  2p",  quoniaoi 
in  hucce  casu  et  X  et  p  est  numerus  impar,  nam  (x')'-'!"  —  1  laa- 
qaam  per  purem  ip'*  divisiliilia  ipse  erit  par  advoque  .x-  imjtiir.  Ex 
qno  patet  aut  unum  nut  alterum  l'ucturem  per  modulum  diviaibilem 
CBse.    Sed.boc  lieri  oequit  quia  et  2+|U  et  }.—/*  mndulo  minor,  est. 

Quam  igitnr  coogrueotia  (^*)r''"  =  l  (mod.  t»)  ailmittnt  jiptM 
neque  plures  rudices,  »talim  perspicitur  numerum  a  coogrueutiae 
a""^!  satisfacientem  qoudrato  aiicui  aec.  ••  congruum  njre. 

f.  28.  Licet  oiiaerTari  quiindo  furinae  p-,  ip"  pro  modulis 
aaanBantnr  poteatatem  oi?**  unitaii  aut  positive  nut  negHtivn  snnp- 
lae  cimgruam  fieri.  Nam  quum  aV™— 1  trgo  (ail^-i-l)  [a"!'' — 1) 
per  m  difisibilis  sit  (}.  9.),  aut  anum  aut  alterum  factorcm  per  m 
diTiaibilcm  eaae  opoHebit.  Kempu  amlio  factorem  m  tanquan  diff»- 
rentiam  2  conalituentea  non  simiil  invoIvuDt,  quaadoque  nodulus 
est  'iff*  nmbo  erunt  päres,  ut  ex  §.  praee.  patet,  quam   ob  rem  erit 
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ant  alT"^.l  =  0    aut    alT»  — 1=0    i.    e.    sut    al9'"  =  — 1    sut 

Si  igitur  ($.  27.) 

1)  a  est  refliduum  quadraticum  moduli  p",  2p"  senper  potesUa 
ffip^-^fi—ii  nnitnti  congrna  erif. 

2)  8i  «lp*~'[;^i)  uDJtati  conj^raa  eit,  seraper  n  «rit  residnam 
qnadraticnm. 

3)  Qunndo  a  est  noD- residuüm,  erit  aJ'""*('^i' ^  —  1. 

4)  Quandu  denique  potestas  «Ip— 'ty-D  =  —  1  aeinper  erit  a 
nonTesidaum  qiiadfaticum. 

Allan  hujua  urnpositionia  demonstrationein  dedit  celeberr.  Leg;en- 
dre  iii  apere  qaciil  iuacribitur  Essai  sur  I«  tli^orie  des  oombres, 
quae  tarnen  eo  liniitutHr  casu,  in  quo  moilulus  eqt  DuneruB  primiis. 

\.  29.  Uoc  reRiduorumvel  noD-resi»luoruin  criterium  pedeten- 
t!m  tert  ad  propasitioneB,  quae  aequuntur  demanslrandaa,' quas  ad 
■oduloB  p"^,  "äp"  extendi  licebit. 

Productum  ex  duobiis  residuis  erit  residunn,  ex  re- 
siduo  in  n  on-residuum  erit  non-r«aidauni,  productum 
Tcro  ex  dnobus  non^-reHiduis  revera  residaum  est  qua- 
draticum. 

IJ  Sint  0,  h  reaidua  quadratica  eritque  aJ'f*'^!,  ä1T"  =  1  ubi 
ym^p^—^p — 1),  erg«  («i)*''"^!  i.e.  a6  residuuia  (ex  §,2S.2). 

2)  Quando  a  est  residuuni ,  6  autem  rod  -  reRiduuin,  erit 
<ri?'>=l,  ^19"  =  — I,  ergo  M)iVi  =  _l  i.  e.  aii  nun-reaiduun 
quadraticum  ({.  '28.  4J. 

3)  QuaDd»  deaique  ambo  a.  h  sUnt  non-reBidua  erit  «(9'?= — 1, 
iW-  =  _l,  ern«  [at>^'i«=  I  i.  e.  ab  resi<luura  ($.  28.  2). 

%.  30.  Si  alii  quam  qui  in  forma  p\  Ip",  4  continentur 
noduli  aasuuiuntur  atque  al7«  unitati  aec.  m  est  coo- 
grna,  niliilominaa  a  noD-residuum  esae  polorit. 

Sit  modulua  M  =  ^'B''0: ...  atque  0)9-=  1  (m»d.  m)  ila  ut 
Sit  \fm=i^A-~\A—\)  ß^i(B  —  l)  0-i(C— 1)...,  quod  itu 
desiguemuB  productum  \aßy .  .  .  Sit  deiude  A  numema  primua  im- 
par.  AaaumainuB  a  esse  nun-residnum  moduli  A",  quod  aemper 
exatare  manifestum  est,  quo  facto  erittri«^  —  1  (mod.  ^«j  ($.  2a,) 
adeoque  «in^/'-^-i-l  {mod.  ^■')  quia  onnm  certe  borum  ß,y,... 
nnmerum  parem  esse  oportebil.  Tum  vero  a  est  Don-reaiduam 
mod.  A',  etiumsi  conrruentln  ff:9">  =  l  (m.  m)  locuni  babent.  Quam 
ob  rem  a  etiam  miiduli  A'B^C^  .■.  .  vel  a»  erit  non-residuuro; 
DUin  si  residuum  esset,  cujosque  hiirum  A',  B^,  O' .  ,  .  residuuin 
esae  opnrteret.  Pa  adimc  quidem  modulum  2"  (m^2)  excepimus, 
sed  pro  hoc  etiam  propositio  demonstratur  facillime.  Kst  enim 
«•^2",  <pai  =  2''— J,  j^M  =  2"-^  alque  si  0  designst  numeram 
queocunque  imparoni  ($.  22.)  0>*~'=1  (mod.  2").  Pntet  auteai 
non  omnea  uumern«  inipnres  moduli  2"  esse  reaidua;  uam  ooines 
forma  8>&  +  3,  5,  7  cniniireLensi  numeri  sunt  uoD-residuu,  quonlnm 
cujusque  DUDieri  impnris  tnnquiim  formae  4i(=t:l  qnadratum  aemper 
formam  I>uliet  8X:+I  upque  vero  8A  +  3,  5,  7. 

f.  31,  DnilBB  Degativc  Buuipta  semper  est  reaiduum 
qnadraticum  aut  non-rcsiduum  moduli  in  aliqna  furma- 
rum  p",  2^  exbibiti,  prouti  p  est  formae  4m +1  'tut 
formae  4m  +  3.      Ceterum  — 1  sou.reaidnnm  est  moduli  i. 

Nun  potealas  ( — l)lf*~iO>— U  unitati  positive  aut  negative  sump* 
tae   cnngrua   est,   pronli   j^"— M/f— I)   est  par  snt   impar,   ergo 
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(f.  28.)  —  1  na^.  reaidiinDi  ant  nOD-reBiduuM.  Er'it  aulem  i/**~'K^— 1)  ' 
psr  aut,iin|tttr  ptonti  {(^-r-l)  par  aot  impar  i,  e.  prouti  p  fornne 
4M+1  avt  formae  4n--t-3. 

Non-reaiduum  denique  modnli  4  est  — 1,  c|Di«  cujaiTia  Moneri 
imparia  quadratua  tanquam  formae  8jt  +  l  secuod.  mad.  4  uuitati 
pOBitive  Bumptae  tit  congruum. 

$.  32,  Priusquafli  ad  dvterDinandani  residaorDm  vel  Don-nai- 
duorum  nmltitudirieiD  progredimur,  nbnnulla  de  radicibna  congruen- 
ÜBB  secHiidi  ^rndus  ;r*  ^  1  dicenda  auW,  auippe  qiiae  in  aequenti- 
bua  naximi  Bit  mumenti.  In  UDiverania  qnidem  hoe  ai^inentun  in 
f.  16.  jam  tractafimus  aed  ratioae  mnda  babita  numen  pro  modula 
aaaunpti  primi;  nuac  veru  de  quibiiBcumjae  modulia  agatuua. 

$.  3?.  Cona^rueDtia  ^*  =  1  (mod.  m)  deiigannte  ••  nn- 
merum  alicujns  formarnm  p*,  ^"  vel  4  diias  tADlummoda 
radicBg  adaiittit  nempe  1  et  — 1  vel  tm — 1. 

1)  Quando  modnlus  a«  est  numeraa  primaa  ;>  dilfereatia  jr*— 1 
:=(.:r — 1)  (^r+l)  per  ^  debet  esse  divisibilis'ergo  aut  uoua  factor 
aut  alter  ({.  1.},  quam  Qb  rem  quaniam  oportet  eaae  ^  madulo  mi- 
Dorem,  ipse  x  erit  uut  1  »nt  p — 1. 

2)  ftnaBdo  madnluH  est  numeri  primi  iroparia  poteitaa  puta  p- 
etiani  tum  prodnctum  (ar —  1)  (:r+  1)  modalas  melietur.  Jam  vero 
ambo  factorea  DUmenim  primum  p  Don  aiinul  involvnat,  quia  differeatia 
eoruB  scilicet  2  per  p  dividi  oequit.  Eri:o  aut  ar  —  1  aut  .2: -4-1 
p«r  p^  debet  eise  diviaibilia  v«l  ^^I  aut  s  — 1  (m.  p'j^tt  quo- 
aioai  X  Modnio  est  raiaar  x=:l  aut  x^^p' — 1. 

3}  Si  Bodnlus  est  duplum  numeri  prini  potestatia  manifeato  . 
praeterquam  quod  ambo  factorps  x  —  I ,  ;r  + 1  numernin  urimunt 
p  D»a  liBiu)  iDTOIvnat,  etiam  ambo  eruot  parea,  qua  re  mudulus  aot 
UDun  Betieiur  aut  allerum  i.  e.  :r  =  1  aut  =  —  L  (m.  2P"}  ^'S^ 
«=1  aut  ^" — 1. 

4)  Radices  duas  modo  exstare  congruentiae  x*  3  1  (nod.  4) 
scilicet  1  et  3  demonalratioDe  noo  ege»t. 

^34.  Congrnenti«  ^'=1  (mod.  2)'},  in  qua  i«>2 
aenper  quattuor  ncque  plurea  adnittet  radices  nempe  1, 
2--I— 1,  2—i-t-l,  2"  — 1. 

Qnia  x* —~\  per  mod.  2a  debet  esse  diviaibilia,  x  erit  uune- 
ma  impar,  ^  +  1  par  ita  ut  poni  liceat  x-\-\^%k,  quo  facto 
habetur  (:r-l)  (^H- 1)  =  4*(A- 1),  ^^  =  ^^|;^*.  Qaedsi 
k  est  numerus  par,-  k — 1  impar  debet  ease  k  per  2*^^  divisibilis  vel 
k  formae  2"-^@,  x  formae  2'*— <@ — 1.  Si  vero  k  est  impar, 
A  — 1  par,  erit  k—  1=2»-I0',  :r=2»-iÖ'+l.  In  omnibus  caai- 
biu  X  est  modulo  minor,  ergo  bae  quuttuor  inveDiuntur  radicea 
2--l_j,  2»_l,  1,  2—1  +  1. 

f.  35.  Restat,  ut  moduloa,  qui  iu  aliqua  formarnm  p',  2p",  2" 
«OB  aint  comprehensi,  coDsideremna.  l£zliibeatur  modulus  furaia 
^B^C'  ete.  erittpie  perspicuumj  si  numerus  alinuis  sit  reaidaum  mo- 
dnli propositi  etiam  resiauum  fore  aingulonun  taclorun,  qua  re  ex 
congruentia 

X*  =  r,  (mod.  J'B^O  . . .) 
dedncnntnr  boe 

aa*  =  f*  (mod.  J«),  i»*  =  r  (mod.  B*),  9*  =  r  (m.  t^)  ete. 

r,.:c.  ..Google, 
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Poonmus 

t  =  m  (mqd.  A'),  =n{m.  Ä*)  =  7  (m.  0=)  etc. 
eritqae 

t»=r  (m.  A«)  =  r  (mod.  ß'')  =  r  (m.   (>)  etc. 

(*  =  r  (mod.  A'Bi'C'  .  .  .). 
Nolun  est,   udbb  boIuk  numcrun  t  infra  modulun  A''B''0  . .  es- 
stsre,  qiii  coDf^nientÜs 

t=in  (m.  A<')  =  n  (m.  Ä*)  =  ?  (m.  C*)  etc. 
«mal  aatiafuciat.     ftnaeitia  igitur  quat  vulorca  ndmittiitf  eo  reducta 
est,  ui  decidatur  quitt  radices  Laheant  ftinculne  concnientiae  m*  =r 
[m.A"),  n'  =  r  (m.  Ö*)    (?'  =  r  (mod.  ^)  .  . .      Sint    h!    Viilores, 
quorani  multtludo  f$.  33.  34.  dctermioatur  (ai  modo  r=l)  deinceps 

m,  af,  W,  etc.;  m,  m',  a"  etc.;  q,  7',  7"  etc. 

nantfestoqne  quaniBm  cumbinari   oportet  hos  multitudo  ipaius  t  tx- 
lonim  i.  e.  radicum  coogruentiae 

a;*  =  r  (m.  A'B^O..) 
multitudo  erit  producto  aeqiialis 

(h  +  m'  +  m*  etc.)  (»  +  »'.+  »"  etc.)  (?+?■+?"  eic.)  . . . 

Ex  tis  quae  adliuc  de  congmentia  ^*  =  t  sunt  Iradita'neqaitur, 
radicnm  mullitudiucin  semiier  majorem  ease  quam  2  dummodo  ne 
modulua  sit  fiirmae  p,  p",  ifi"  vel  4. 

$.  36.  (tuoil  Gcqueotia  cum  llicorcmate  Wilsoniano  ut  di- 
citur  arcte  cnhnereot  fncillimetjue  ex  propositionibns,  quae  ail  cod- 
grueutiam  ^*  =  1  BjiectaDt,  itlius  lliearematia  iirgumeniBtio  peti  pu- 
lerit,  liDc  ![isum  sed  a  aumniu  Gauss  in  Diaij.  Aritlim.  boc  mudo 
generalius  Rnuncialum   (irobrinua. 

Produclum  ex  nmpibus  numeris,  numero  quocunque 
dato  A  minor  ibus  aimulque  ad  ipaum|irimiB  congmum 
est  secuDdum  A  unitati  vel  negatiTe  vet  positive  Mump- 
tse.  Kt  quiJera  negative  sumenda  eat  unilns,  qunndu  A 
est  formae  p-  nut  bujuBce  2;»",  designante  p  numerum  pri- 
mum  imparem,  iosuperque  quaado  A=^\\  positive  autem 
in  Omnibus  casibus  reliquix. 

Designeotur  numeri  ad  A  primi  eiique  misorea  itc 

öl.  Q>y  e.. '<if~^y  Qf-h  e/t 

qno  loGO  statim  observandopi  est,  horum  multitadinem  sive  /»  eaae 
parem.    Jam  dico 

primd.  Producta  alicujua  illornm  in  reliquomm  quemqu«  aec 
mod.  A  incongrua  esse.  Si  enim  qn,  qe,  (je-  deaignant  trei 
((uoscunque  atque  esset  gip^'  ^q^qe-  (m.  A)  prAduclum  e*(pf — Qed 
ipie  A  metiretur  ei^o  difl'erentiam  qtf  —  ^f ■  (f.  3.).  At^nt  boc  liari 
nequit  quoniam  ^e — fit"<Ü-^. 

secundo.  Producta  de  quibus  agitnr  sive  eorum  residua  mi- 
nima ad  A  erunt  prima.  Quando  eoim  ex.  gr.  produclum  qtqif 
cum  A  baberet  cummuoem  fucturem  primum,  liic  ipse  aut  (n  tutt  ^t' 
metiri  deberet,  quo  facto  motlulua  ^  com  uno  horum  ^t,  (fe  foctorem 
cttmmuneu  iavolveret  cuBtra  ca,  quae  auppotaimuB. 
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terlib,  (tiUMbi  aiuaerurum  aliquii  ftcl  A  piimoniMi  ei.  gr.  qi, 
in  reliqnoa  «miiea  «taue  etioui  in  se  i[iaaiii  muUiJilicetiir,  reeidiutiiul^ 
genil«  miniiDB  ad  j3  eruat  {irima  qunnique  eorum  mullitudo  sit  /*, 
|ilurea  MKem  niuneri  ad  ^  jjrioii  in&a  ^  noD  exstent,  residiu  haec 


Pi.  e.)  P.>  • .  ■  «^«-^i.  e/^i,  ft" 
ordim  neglccto  aeqnivalekunt.  Jan  vero  inter  hos  repcrinr  1,  qo« 
re  senper  nnam  et  qnidem  modo  nnun  iflornm  pFodncto- 
rnn  naitati  aecundoH  A  congraum  fore  patebit.  NDme- 
roa,  qiHrum  {troductDot  hbc.  mod.  aliquem  uoltuti  fit  coDgruiim, 
Kalems  Bocios  gibi  vocavit.    Id  serie  jgitnr 

«11  e«  P».  ■  •  Pi"-I.  P/^i.  ?," 
caiqae  nnmero  in  eaden  serie  HAciaa  ali<|DiB  respoadebit,  a«o  loc« 
aHbinlelligaBdam  erit,  numeram  bornoi  aliquem  etiam  libi  ipai  to- 

quarto.  Itaij^Qe  atatim  deeidendum  eat,  qnot  nuäieri  aeriei  e»- 
■tent  {iropoaitae  aibi  ipsia  aacii.  (taanda  rero  nodulus  eat  unius 
formanim  f^,  !^  ioinperqne  qaando  eat  4  duo  taatummodo  anmeri 
isfr«  A  repcrinDtnr,  <|Horua  qaadrata  unltati  Gant  can^tma  oeaipc 
1  ti  A  —  \  (%.  33.).    Siat  hi  ^,  et  p/t.     Qno  tocto  io  aerie 

quiäque  numems  udusi  a  ae  diveranm  habebit  aociunt  neque  plnres, 
qnuiaqae  multitudo  horam  ait  par,  productuo  vero  ex  bims  teminia 
daitati  coBgiuuai  ■anifeato  odihiidi  productum  et  ipatim  unitati  fit 
tnn^naau    Atqui  ^,^^  =  1  .  (;<^ — l)s  —  1  (mod.  A)  ki%o 

9t9a9t  •  •  •  ^f^tfif-tfif  =  —  i  (mod.  p^,  2p",  4) 
quiato.  Qnendo  deniqiie  A  est  nnlliDa  formanim,  qaas  modo 
disimuB,  seqiiitur  ex  $.  35.  quattaiir  certe  Dumeroa  exstare  infrs  A 
(omoino  maltitudo  erit  potestaa  nurneri  2  altior  quam  prima  cf.  f.  35.) 
quonim  qnadreta  unitati  fiaut  congnia.  flujusmodi  numeria  rematia 
Kliqnorum  proöuctum  unitati  congniDm  est,  Priarnm  aliqae  deeig- 
■ato  per  pg  erit  etiam^  A — Qft  eadem  propriefate  affechiH;  nnm 
A  —  CS  '^^  -^  priniis  eat  nun  mioua  quam  ß^atque(.i^ — pg)*^^^' 
(■od,  j4),  qna  re  {A  —  Pi^)'  non  minus  unitati  congruns  quam  (s*. 
Bini  igitur  numeroruu  ail>i  ipaia,  aociorum  productum  conaiiluent 
unitati  negatire  aumptee  congmum.  Et  quoniaLSi  dimidia  ejusmodi 
para  aumerorum  eat  par,  producium  numerorum  aibi  ipsis  Euciorum 
ouitati  congruum  eat,  ergo  bocce  qnidem  cssu 

Ci?»ei  ■  ■  •  Qf-üS/^iQf  =  1  (>"»d.  J). 
Exempl.  1,     tjit  mudulus  18  =  2.3*  formae  S/i".     I'roductum    . 

1.5.7.11.13.17  =  —  !  (mod.  18) 
2,    Pro  modiiltt  21^3.  7  produetnm 

1 . 2  .  4  .  5  .  8  .  10  . 1 1 .  13  .  16  .  17  . 1» .  20  =  1  (a.  21) 
Corol).    Si  Diodnlus  j4  est  numerus  prijaua  p  omnes  numeri 
inde  ab  unita^  uique  ud  /'  —  1  ad  />  erunt  primi  e^o 

1.2.3.4.5 ;._l=_i  (mod.  p) 

qw  Aodo  Tnlgo  emuiciatur  theoremu  WUsoniauum. 
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§.  37.  SninniD  omnitun  Dunieroriin  kdiiiiBernm  quev- 
cnnque  Ä  primorum  eoquQ  dod  najornm  Bcmper  per  hniic 
A  divinibilis  erit 

Ruanda  numerus  qnicnnque  m^Z-A  ad  A  est  primna  etiaa 
A  —  m  ad  A  priiDUs  erit  atqne  anbo  m,  A  —  **  sunt  iater  se  di- 
versi;  nam  si  esset  f^  A  —  m  baberetur  A^^'im,  m:=J^^,  quo 
facto  \A  ad  A  oon  esset  jiriniiis,  ^«re  binwrua  sHmaa  |»er  A 
divisibilis  est  vel  potiua  ipu  A  aequalia,  ergo  HUniina  omninm  per 
A  divisibilis  erit  et  qniden  tot  vicibus  coatiaebit  A  qaut  uoitates 
habet  nuBieronini  ad  A  primorum  dimidia  pHrs.  Manifesto  ar^men- 
tatio  auppoait,  dnos  carte  nusuroa  ad  A  primos  exstare,  qua  re  excU 
pieodns  est  casus,  in  quo  ^  =  2. 

%.  38.  In  aequeatibus  ea  nndo  coasiderenua  residaa  qaadra- 
tica,  qDiie  ad  modulun  sJnt  prima,  quo  facto  solo*  ad  hunc  ipauB 
primos  numeroB  ad  quadrata  eleTari  opnrtebit,  nt  residtia  de-quibna 
agitur  liabean^ur.  I^tiaaiii  hoc  expressii  verbis  non  dicetur,  tamea 
semper  erit  EubiDtelliffendum. 

f.  39.  Muititu^o  residnorum  qaadraticoriiH  modnii 
p»,  ^^,  4  sec.  buno  incoD^raorum  aec  noa  multitudo>n«o- 
residnorum  aeqaivalebit  multitndinia  dimidiae  parti  ad 
modulum  priaioruB  eoque  miaarnm  nnmerorum. 

1.  Quando  moduluM  est  Dumerus  primus  impar /',  horam  nodo 
qnadratomm 

1',  2»,  3',...(p-3)',  Kp~^Y,  {p-\Y 

reaidoa  miaiina  considerari  oportebit.  Jäm  vero  qtiadrata,  qaoruoi, 
radices  sunatam  p  coastituunt,  erunt  congrua,  quoniam  omaiaa 
aa*  ^  (^  —  *a)*  sec.  laod.  p,     ht  vero  nmaia  haec 


1»,  2',  3«, 


-f-^) 
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revera  erunt  incong'raa  secuadan  p.  Sint  duo  qaaelibet  aa',  «'. 
Quodsi  baberetur  mi*  =  ■*  (mod.  p),  esset  (ai-t-M)  («•  —  «)  per  ^ 
diTisibilia  ergo  aut  ai  +  i«  aut  m  —  m  ($.  1.)  qaod  fieri  neqait, 
GUüniam  et  M  +  y»  et  aa  —  a<C/>-  ftua  re  exstant  -{(7«  — 1)  resi- 
s  manifestoque  totidcm  nop-residua. 
2.  Qnaadu  modulus  est  onmeri  primi  imporis  potestat  aliquu  puta 
p^.     Sint  aiiDieri  ad  p^  primi  eoque  minores 

Pi.  e..  Pn  —  e,"-i.  e/^ii  ?/« 

ita  nt  (>,  sit  lainimui  ß/t  maiiuus  reliquique  vulgari  ordine  aiot  po- 
aiii.    Tau  vero  ita  eos  «rdinari  licebit 

^i>  e^t  ?. ?^  — p. . ;'"  —  ?..;»"  —  ?. - 

Jam  quadrata,  quunim  radices  sonmam  p"  conatituont,  aec.  p"  emat 
eoDgrua,  quonian  in  aniveraum  m*  =  (^"  —  m)*  sec.  nod. />".  At 
vero  quudrata  eorum,  qui  moduli  dimidiam  partem  non  superont, 
revera  erunt  incoDgrua.  Sint  bujusDodi  numeri  duo  quilibet  «,  6. 
Quodsi  esset  a*  =  ^*,  proiluctum  (a+£)  (a  —6)  per  p"  diridi 
posset;  jatn  vero  nmbo  factores  primum  p  non  iuvolvuntj  qnia  si 
fieri  posset,  differentin  26  per  p  divisibilis  eaaet  q.  e.  a.  Ergo  ant 
linns  factor  aut  alter  per  /t"  dividi  poterit;  sed  etian  Loe  fieri  ne- 
qoit,  qnod  a  +  i,  a  —  b-^p*. 

3.  Pro  modulo  %>■  multitudinen  lesidoonim  quadraticonim  eaae 
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y>'~*(p  —  i)  siaili  nodo  probatur,  dnmiBotlu  ratio  lialtentiir  ejiM 
rei,  anod  anlia  <*+^,  a-—i  ■!>■>(  pares. 

4.  Si  modului  «at  4  duo  mada  exetaDt  nuneri  nd  4  primi  1 
ot  3.  3  vero  reaidnnm  eise  oeqnit,  qiiis  aoadraiuiii  nusieri  inpam 
exfaibctnr  forma  4i«-|-l  neque  vtn  in-i-3. 

f.  40.  Multitadn  residuorum  quadrati«orniii  moduli  2-* 
{m>2)  ad  eumqne  incongruaruat  eit  3""**. 

PriBum  dico  quadrata 

P,  3»,  5»,  7»,...(2»-ä— 1)» 
sec.  moduliiin  2"  eue  incongrua.    Nbm  duo  qnaelibet  siat  o*,  £*. 
Quodsi  haberetnr  a'=6',  praductaai  (<>+^)  (a— ^)  per  modulum  di- 
visibilia  eaaet.    Atqai  ambu  factoret  numernro  4  non  aimul  mvolvunt, 
quia  tum  differentia  earum  U  per  4dividi  tioiaet,  quod  tieri  nequit, 

SBODiaa  6  iaipar.  Ex  ^uo  aequitur  a  —  l  ^er  2,  a  +  6  per  2"—* 
maibilem  eaae  oportere,  Sed  etiam  hoc  fieri  nequit,  c|uod  summa 
ti -i- 6  ■^i^'—^.  Et  quuDi  qundque  majua  quadrnlum  rodicem  bnbeal, 
qDae  com  alicujua  aeriei  prnpositae  «juadrati  radice  sinnroam  2"— > 
Gonatitnit  aeqaitar  talia  qaadrata  revera  eaie  coagrua.  Multitudi- 
Dem  TCro  horum 

1',  3S5»,  7»,...{2— '-!> 
eaac  2"~*  facile  ex  indactione  iatetligitDr, 

Exempl.  1.  Pro  modulo  32  babentnr  2S-*:^4  reudna  bcUU 
«et  1 .  ö .  25 .  17. 

3.  Pro  modulo  64  haec  octo  roaidna 

1. 9. 25. 49. 17. 5T. 41. 33. 

f.  41.  Vidimni  in  f.  15.  congrueutiam  ;>:"  =  1  (mod.  p)  de- 
aigiiante  p  Dumeruni  primum  imparem  admittere  tot  radices,  quot 
DDitateB  baheat  divisor  Gommunis  maximus  numerorum  n  tt  p  —  I. 
JaH  quam  nnmet'oa  ad  «andern  expoDeotem  pertiaentea  examiunturi 
«inna  accnratiuaque  pentequuturi,  aliuin  etiam  liujua  propositiAnis  de- 
■«natrationem  teutemui,  ex  qna  multa  alia  attentioae  kaud  indigna 
apoDte  manabuBt, 

1.  Quicunque  nnmerua  unumquernque  olioruln  duorum 
■  etiensj  horam.  niaximnm  diTiaorem  communem  metietur. 

Siat  numeri  dati  a,  6  divU,  comm.  maximua  3  alque  x  tertius 
■umeruB  ipaoa  «r,  &  nietienB,  Ponutur  n= JA,  i=(f^  quo  facto  Xr  et 
if  ernnt  inter  se  nrimi.  Nam  ai  factorem  commuaein  &  involvereaf, 
pooi  liceret  ff=:tf0.i,  i^=d&.X'  esaenlque  a,  6  per  d&  diviai- 
bile«  q.  e.  a.  qnoniam  6  diviaur  communis  maximus  est.  Porro  quod  x 
meiitnr  a  tt  6  boa  ita  exfaiberi  oportebit  a=»y,  i=:xy',  Demon- 
strori  antepi  poterit   «p,  9/  multipln  esse   uumerorum  A,  ü.      Nsu 

ik^=x<f,  Jä'  =  »9s'  ergo  "e-=  ;  Tel  ky'^^si^f  awpie  k^  per  *' 
dmaibilia,  jam  vero  i^  aA  A  primna  eat,  qua  re  ^  ipsum  9'  metiri 
debet,  similiterque  k  ipaiira  9.  Quooiam  v  est  multiplun  numeri  k 
oportet  esse  91  foraae  km,  ergo  3is^%Am  vel  i^%m,  quam  ob 
rem  *  DUmerum  d  metitur. 

Qaando  iritur  numenu  %  diviaorem  comniinem  maximum  d  nu- 
Berorum  a,  o  non  metitur  boa  ipsoa  a,  b  simut  metiri  nequit. 

'2.  Sit  B  radix  congruentiae  :■:"=  1  (mod.  p),  ipsam  a  ad  ex- 
ponentem  pertinere  oportebit  lec  p,  qni  ■uneroa  m,  p  —  1  linnl 
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netialur  (4.  0.  sqq.),  qitn  re  hie  exponeoa  niuneram  ^  netiri  d«bet 
(1).  Uuoflai  omned  iitaias  3  divisores  unitate  et  ä  aoa  excltuia 
aamt  hi 

r,  **,«",  «-, 

oBiiica  coDgruentUe  oottrue  radJces  iiartim  pertinebuntad  ezponen- 
tem  /,  iiHrtim  nd  f,  purtiin  ad  t"  etc.     Ad   exp,  t  autem  tut  Dan>«ri 
perliDcnt,  quiit  vint  ad  /  primi  «oqne  noD   najorea  (f.  21.J  vel  ipt 
•iHÜiterque  de  rcliquU,  kt^o  nultitudo  radicum  erit 
•  5Pf-|-tp»'+ai(''+g^  etc.  . . . . 

.  vel  J  (5.8). 

Bhci!  coDsideratio  raltoneai  auppeditat  TnveDJcndi  congraentiae 
alicujtiH  rndices;  at  tota  in  co  veriitur  difficultas  nt  numerna  ad  ex- 
ponentem  proposilum  |jertineiis  rcperiulur.  Nam  nmnes  nnneruB  ad 
expoDentem  aliqupm  pprlinpnles  faciltime  iuTeoiri  pome,  ai  n»d» 
unus  cxBtet.  ex  i>raered.  intelliintur. 

Exempt.  Cong[rueDtia  ^  =  1  (mod.  19)  sex  «dmittet  radi- 
ces,  nempc 

ad  exponeDtem  1  pertinet    1 
.      .      .      .     2    .      .18 
.       .      .      .     3    .      .       7,  U 
.       .      .      .    6    .      .       8,  12. 

f.  42.  Licet  obserrari,  si  t  deiignat  numerum  impBreiD  alque 
Dunieri  ad  exponentem  t  pertinentes  aunt  0,  a',  o^,  o^  etc.  ad  ez- 
punentetn  It  pKti\M%tKp—a,p^a',p~t^',p — «"etc.,  qnn  loco abser- 
Taadum  est  od  exponenlemS^  tolidem  pertioere  quot-ud;.  Perttueat 
eoiiii  a  ad  exponenteoi  t  eritque  a'^X  (m.  p),  er§:o  quodiam  ( 
impnr  (;»  —  «)(  =  {_a)f  =  —  1  atqiie  (^  — »p^I.  ftundai /»  — « 
ad  inferinrem  pcrtineret  exponenlem  ^  ita  ut  sit  {p  —  s)'' =  1  ha. 
bcreiur  (/<— a)^'— ''=1,  Sit  primo  ^  par  critqne  (p— «)**— '^b'"~^=I, 
Atqui  a  pertinet  ad  cxp.  t,  qua  re  (§.10.)  numerum  t  ipsnoi  3f  —  f* 
ergo  t'  meiiri  opnricret.  Jtaque  qLionium  ff  est  par  eiium  f  per  2( 
divisibilia  esset  q.  e.  o.  quia  t'i^'it,  Sit  aecnndo  C  impnr  entque 
(;»  — o)2'-'- =  (—«)«-'■  =  1,  ergo  «w-^  =  — 1,  a»»-*"i  =  \  qaa 
re  /  Dum,  it'  inetiri  deberet,  ergo  f.  Erit  igitnr  t'^^ipt  ita  ut  ait  9 
iinpar;  jamvera(/'— a)'=— l,ergo(/( — a)i*:=ä^p — «)''=(— a'^= — I 
uoDtru  praecedentia. 

In  excmplo  §.  41.  ad  expoDentem  3  pertineot  7,  11  ergo  ad 
exponentem  6  bt  19  —  7,  19  —  11  vel  12,  8. 

Ad  exponentem  1  udub  modo  numerus  pertinet  nenpe  1  quam 
ob  rem  ad  expuDentem  2  pertioebit  %o\m  p  —  I. 

^.  43.  Productum  ex  omnibns  terminia  periodi  nn- 
neri  eujuivia  aecuadum  modulum  p"  vel  ^"  vel  4  nnitati 
GonDTunm  est  positive  vel  negative  aumptae.  Et  quidem 
positive  smnenda  est  nnitaa,  qaundo  tcrminorum  mnlti- 
tudo  impar,  quando  vero  par  oegative. 

Hodulum  p"  vel  2^  designemus  brevit  gratis  per  m  sitque  pe- 
riodaa  baec 

H'+\} 
Prodaetmi  J*  potwtati  m    '     Mquivelera  «z  seii«nin  doctriB«  con- 
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stat.    QuBodo  igitur  t  est  onmenis  inpar,  erit  — ^  ioleger  et  quo- 

niaH  a'^I  erit  etinm  P^a    '     =1  (mod.  ^).     Si  vero  t  est 

psr,  erit  ^f  integer  alque  o' =  1,  («*  -t-1)  («'— 1)  =  0.    Pror- 

■lu  Biaili  modo  uti  jam  »efiias  argumentati  suntts  erit  aut  «^  +1 

aut  a'  — 1   per  modnlum  diviiiliiliB.     Atqui  »*    uoitali  noo  god- 

sm«,  quin  o'  est  tofieiu  aoitati  congru«  »oieslas,  qna  re  «*  =  — 1 

adeoqne  P=a   "    =(— l)'+i  =  — l. 

,  Si  deniqne  nodiilus  est  4  argumeDtationis  prima  pars  pro  hoececasu 

Tolet;  quod  vero  attioet  ad  secunüatn  erit  («'  -Hl)  (a*  — 1)  per 
4  diviaifiilis  et  quoniam  arabo  factores  numerum  4  non  simu)  invulTtint 

tcDquan  differeatian  2  coDStitueotes,  out  a*  =1  aut  = — 1  esHe 

oportet.     Non  autem  erit  a'  =1  aec  bypotli.,  ergo  «*  =—  i, 

«tqne  a    >     =  — 1. 

Bxem|il.    Pro  modulo  35  periodiu  nuoieri  2  est  liaec 

2'. 2'. 2». 2« 2'V2'».2". 

Residna  soot 

2  .  4  .  8 .  16 . 7 .  14 . 3 . 6 .  12 .  24 .  23 .  21 .  17 .  ö .  18 .  11 .  22 .  19 .  13 . 1 

producta mque  est  ^  —  1  («od,  25). 

f.  44.  Qoando  0  est  rudix  primilivn  moduli  p"  vel  2/»",  ita  ut 
■tt  0^*~'V— 1)  inliaia  ipsius  a  potestas  unituti  congrua,  periitdus  Gui- 
nea nuaieroa  conprebendet  ad  nodulum  primos  euque  non  nmjor^ 
et  quoniaai  in  bocce  casu  t^po—^p  —  1)  seoiper  est  par,  produc- 
tDB  numeronim  ad  aliquem  primorum  eoque  minnrum  secundu« 
haac  nnitati  negative  soiaptiie  erit  coagruam.  (Q'.  f.  36.) 

Si  a  ad  exponeotem  ip'^'ip^')  perlinet,  .erit  a  reaidvoai 
qJudraticu'iB  moiatip"  vel  2^  (f.28.)  nccmiaus  residna  wuot  0*,  a', 
«*,  .  .0l^*~'O— U  et  fluiden)  osaia  liis  eiLbibeotnr  residua,  quod 
■ultitudo  eorun  ip''~^p  —  1)  tf-  ^^•)-     Sequitur  hoc 

Theorema.      Productuoi    residuorum    quadraticorum 
■  oduli  in  «liqnaformarum  /»",  Hp"  exhibiti  congraum  est  . 
nnitati  positive  vel  negative  sasptaa.     Positive  aatea 
anaienda  est  naitaa  vel  negative  pronti  ip'^^ip — l)  impar 
vel  per  i.  c.  prouti;>  estforuae  4j»-f-3  vel  formae  4«~f-l. 

Alia«  magisque  pecdiaren  demonatratioaeB  tentabimus  iu  pn- 
ragrapko  qaae  aeqnitnr. 

f.  45.  Numeri  ad  modulum  qneoi  in  universam  per  m  dcaigne- 
mui,  primi  eoque  mioores  sint 

0„  ©,,  0,,...«  — 0„  «-©„  m-&, 
auomm    multitudinem    tanquam    parem    esse  2^  snpponemus.     Quo 
Meto  rendaa' quadrntica  coagroa  erunt  potestaüfaiB 
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0.*,  0,*.  0.',  -  -  ■  0^i',  Of*. 
Quodai  * 

1.    p  est  fornae  4*+l  erit  ((,  31.)  —I  residnoBi  quam  oh 
rem  residuu  etiam  ita  esliibentur 

—  ©.»,    — 0,S    —  0,»,..— 0/4_t',    — 0;U» 

Tel  ita 

©,(«— ©,),  »,(•.— 0,)..-.0^i(*'—0/^i).  0j«(«  — 0/*). 

Binc  patet  pntdactUH  DUmerorum  ad  m  primonini  coograum  esse 
prodncto  residnoram  ipsius  m.  Jam  Vera  illnd  productum  unitati 
negative  suaiptne  cangruum  (f.  36.)  crgn  ibeorena  probatum  eit 
pro  madulo,  cujus  factor  ^  formae  4i*<t-t. 

Si  vvio  p  est  formue  4a +  3  erit  — 1   aon  residuOB  (f.  41.), 
quam  ob  rem  tion*residua  aunt  bia  congrus 

-0 ,«,  — 0  • -©«• 


©,(«.  — 0,),  0, («.-0, )...©/,(«• -0^) 

productnmque  non-residuornin  a  Googroun  erit  prodncto  numeroruot 
ad  modnlum  primorun  j.  e.  unitati  negative  sumpfae  (f.  36.).  Jam 
vero  productum  residooram  /*  in  uroductuin  non-residuorum  I"  coa- 
gruit  producta  DUiaeroruin  ad  niad.  primorum  i.  c.  PP'= — 1,  atqui 
^  =  1-1,  ergo  PJ^  =  —  P,  —P=-\  Tel  P=\. 
Exempl.  1.  Pro  modulo  25  habeatur  residua 
1.4.9.16.11.24.14.6.21.19 


1  .  7  .  13  quorum  produclutn  ^1. 

$.  46.    Pradnctn 
2"  ('■>-2)  nnitati   ae 

"    '    lemua  residua  aioduU  2"— >  per 


dum  mnititudincm  esae  1  nuando  m  =  3.    Quo  facto  residua  n 
2"  GODgrna  ernnt  bis  termiois 

?i,  ?■>  .  ■  PiU-i.  (ifi\  ?^.  dft-i  ■ . .  Pi  dt 
sec.  Biod.  2"— 1  <|DiiniBBi  multitado  reuduorum  ipsins  2"  est  2"  *  val 
dnplan  ■nltitudmis  residuorum  nod,  2"~i  atque  quodcunqae  ipsius 
2"  residunn  congmum  eaae  debet  slicui  ipsiua  2»—'  reaiduo  sac 
inod.  2*-*.  Quodai  productum  reaidnorua  nodvli  2"  deBignamiu  per 
Pk,  residnonim  bujuace  2"— *  per  P^\  babatnr  congmentia 

P„  =  Pn-x*  (mod.  2--1). 
Jan  tbeorema  verum  eaae  asaanaaiua  pro  modulo  2"~l  ita  ut  ait 

W-i=l  (mod.  2—«) 
eritqne  A_i  forMe  l-f-Ä-«-«}!,  A_i»  foraae  l-|-2»-ij»+3»'>-»'ff'. 
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Qnia  (•>2  est  2(»  — 2)^«  — 1  adeoqne  7V-i*sl  (mod.  3*-') 
cnro  ex  praeced. 

Pn  =  l  (mod.  2—1). 

Qnftndo  igifor  propositio  noHtra  valet  pro  «todalo  2>^l  etiam 
pro  bocce  2"  vnlebit. 

J«»  vero  raiet  pro  modulo  2',  manifesto  enim  unam  modo  ex- 
stat  reüiduuni  1.  Hmc  ad  moduli^m' 2*,  liiac  ad  2*,  ia  uoiverauia 
ad  2"'  asceodi  polerit. 

Exempl.  1.  Reaidua  modult  32  sunt  liaec  quattuor  1.9.25.17 
mioniDi  pritdaclnm  unitiili  secuaduiu  16  eut  cunffraum. 

2.  ResiduB  nuduli  64  liuec  auat  ocio  1 .  9 .  25 . 4» .  17 .  57 .41 .  33 
^ornm  iirodnctum  ^  1  pec.  mod.  32. 

f.  47.  Residnorum  quadraticornm  ad  moduluoi  quen- 
cunijue  af  primorum  multitodiai  aeqaivulebit  DUmerorura 
ad  Bodulum  primoruiD  diviaae  per  auinerum,  qui  tot  uni- 
tat es  habet,  quot  radicea  congruentia  ^*=r  (mod.  m). 

CoDcrraentia  haec  liabeat  &  radices  diversas.  Ex  qnaque  ba- 
rnm  radicum,  quas  omnes  ad  modulum  prinaa  esse  suppoiiuimuB, 
nauoi  ideaique  gi^toitur  residuum  minimnm,  quam  ab  rem  di«quisitio 
eo  rcdnctu  eat,  ut  determiaetur  -quotieB  &  in  multiludine  numero- 
ma  ad  m  priaMtraai  contineatur.    Ex  quo  pedetentim  sequitur  theo- 

Ceterum  obaervandum  est,  ai  modulus  factorea  modo  primoa 
iMpares  inrolvat,  residuorum  gmUItudinem  eaae  -^,  deHigoante 
ya»  malt  Und  i  Dem  nameraram  ad  m  prtmorum  et  A  muUilndiDeB 
tactnrun  ipaina  m  pnmorum. 

Ex  hoc  theorpmate  facilÜMe  deducuniur  prop,  f$.  39.  40. 

Exenpl.  Conf^ruentia  .x'^r  (mod.  105x=3.5.7)  udmittit 
2*  vel  S  rndices,  deinde  2.4.6  ==:  48  ergo  multiladu  resid.  moduli 

105  «rit  -ö-  =  6.    Sunt  vero  buec 

1  .  4  .  16 .  64  .  46  .  79. 

f.  48.  ^uivia  ouraerua  per  numerun  primnm/»  nondi' 
\iiibilis,  qui  ipaiuB  p  est  residuum  vel  non-reaiduum, 
efit  reaidnam  etiam  vel  noD-reaiduum  modali  /*■*  vel  Ip". 

Primo  perapicuum  est  quenvis  nuuierum,  qui  residuum  ait  vel 
non-residuum  ipsiua  p"  etiam  residuum  fore  vel  non-residunni  mo- 
duti  p.  Jam  vero  ($.  39.)  mullitudo  residuorum  moduli  p-  vel  2^ 
eat  ipf^^^p  —  I)  quiieriturque,  utrnm  inter  bujus  residua  omoia  6m- 
nino  reaidnn  siudnli  p  (etiam  aec.  p  congruq)  reperiaatur,  Decue. 
Secaad.  p  incoDgrua  ipaius  p  rexidua  exatant  i\p — 1),  totiden 
manirest»  inter;»  et  2^.  lotidem  iDt«r  ifi  et  3p  eic.  Qua  re  resi- 
dua moduli  p  infro  p"  inveniaDiur  p"^»  .  ^(^y  _  1)=.{^"~'{/)  —  1). 
Oridib  igilur  reaidua  moduli  p  iufra  p"  ioter  reaiduu  moduli  p"  vel 
ip'  reperiuDtur. 

Aliuni  hujus  disHimillimam  propositionis  argumeutationem  dedit 
BOmoiua  Gauss  in  üisq.  Arithm.  pug.  99  sqq. 

^  49.  Qnando  potestas  aliqua  oumeri  2  altior  quam 
secunda  pnta  2"  pro  modulo  assumitur,  omnes  nomcri 
impares  fomae  &e+l  erunt  reaidua,  reliqui  vero  noo- 
residaa. 
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Hnltllnd«  residuorum  mod^Ii  2"  est  2"— ■  (f.  40.)  quaeriturque, 
nam  omnes  namefi  iofrn  2"  fnrmue  8>t  + 1  inter  baec  reperitmtur. 

Debet  autem  k  ita  ilclerminari  ut  sit  8jt+l-<3"  vel  j&<;2"-* — -^ 
«deoque  k  Dum.  2"—*  —  1   dud  snperet.     Si  i^itur  pro  k  poBüntur 

0,  1,  2,  3,  ...2«-*— 1 
liabetur  multiludo  2*^*,  er^  (irones  nnmcri   formoe  8^+1  qui  mi- 
DUrcD    sunt    modulo    in  reaicluiii  i|>Biiiu  2"  reperiuntur.      Pro|»>  aec. 
pars  jam  ia  f.  SO.  breviter  perslrict»  eit, 

$.  50.  Pro  moiluln  tiMquo  qui  formu  />"  vel  2^  dod  eoniioetar 
residuorum  quiidrucicurum  productiim  nun  qutdem  seaiper  uaiuti 
congruum  est  sed  tainen  numero  ulicni  coogruum  erii,  qui  iu  ModHÜ 

Redi(^alur  niodulus  lub  formam  A'B'-O...  deiigtantibna  >^, 
B,  (■', .  .  numeros  primoa  difersoa  iater  ae.  üied  dqub  modo  eaaua 
brev.  gratia  corsidcremus,  quo  quidein  jt,  B,  C . .  auot  uameri  prini 
impaVes;  (|uicunque  euim  est  modulua,  djsquiaitiu  facilliue  ex 
^.  45.  46.  peii  pixerit. 

1.  Sint  omoes  aioduli  faclores  prini  formae  4m+I  Tel  omtieB 
forraae  4m +  3.  Reaidua  moduli  m  etiam  siusuliirium  poteatatun 
,4",  B*,  O,  . .  erunt  residnn.  Jam  vern  residua  wodoli  A'  iafrm 
^4"  «'VstaDt  j^'~'(j^ — 1),  residuu  moduli  m  iafra  m 

J^HJ-l)  Bi-HB-l)  C^t(C~l)... 
-jj— 

(^  47.)  deaigaanle  Jt  mullitudiDem  fticiorum  moduli  prinoniin. 

Ex  quo  scquitur  multitudinem  residuorum  noduli  m  iofrn  m 
muttiplum   esse   muliiiudinis  residuorum   moduli  jI"  infra  ^',  mani- 

Ä*-»(ff— I) f''-«(fc'— 1) etc.  ^.,  : 

fest«  enim  numerus  —  — ^^Tj est  integer;  quomam 

quiitque  borum  B — 1,  C — I,  D  —  1  etc.  quorum  multilndo  £ — I 
est  aumcrua  par.     Quodsi  bunc  numemm  its  esbibemua 

HB-  \)B^-Ki(C—\]O-i.i(B  —  l)0d-i  etc. 
perapicnuni  erit  qiiundo  omoes  B,  C,  D  etc.  sint  formae  Kn-^\ 
iiUDc  numemm  psse  parem.  impurem  rero  quatido  oranet  formae 
4<r-|-3.  Jana  produclom  residuomin  moduli  A'  infra  A'  est  =±l 
sec  A'  prouti  A  eat  formne  4ii+S  vel  f.  4/1+1  (4.  45.)  «de»que 
prvductom  residuorum  moduli  »  infra  «•  erit  coogninm  putestati 
(±  l)««-l)fl*^  ■  l(C-l)t''-'  et«. 

ergo  lemper  unitati  positive  somptae  congruum.  Iilem  valet  de  re- 
liquis  B'',  0>,  D^ .  .  .,  quin  ob  ren  pfodncto  mod.  «•  residuorum 
desigoantc  per  P  haliebimua 

P=  1  (mod.  A') 

=  1  (mod.  B^) 

=  1  (mod.  <*) 

ergo  etiam  P=l  {moi.  A'B^'O' ,  .^m).  Hine  habemua  tbeore- 
mtn  Si  modnlaa  est  onllius  forniarnm  /t",  tp*  atquc  omaes 
ejus  faetorei  primi  sunt  impares  omnesque  formae  ejai- 
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dem,  semper  prodnctwin  hujuB  noJult  reBidanruni  itnitoli 
positive  Bumptae  «rit  cougruaHi. 

2l  Si  nonnulli  factorea  sunt  foraae  4»+  I  relit^il  vero  Tormae 
4i«H-3  producfüm  rcBJduoruin  moduli  m  unitati  congniun  .est  se- 
cundiiBi  quamque  pAlentalum,  quarum  rn<ticea  fnrmac  Ajt  +  S.  Sint 
Tornae  4«+3  Iii  .7.  B,  t\. .  tormne  niirem  44+1  )ii  H,K.  L,... 
ita  ut  »t  iit^=A'B'-C^../P^K''/J  crltnue  P=\  (mud.  ^"1=1 
(üiod.  Ä*)  =  l  (mi.d.  C')  erffo  etiaoi  7*=  1  (m.-d.  J-B'-O ,  .  .). 
QunJai  HDU«  mudo  factor  //  exsrat  rnrmae  4n-^1  productuin  I* 
ei-it  coBgriuim  (1)  poteatnti  (_  l)lM-lM— ' -iiö-Dil^-' «U.  ^wo 
=  -— J  secund.  mo<luliim  //^,  niinm  oli  rem  vongrueotias  resolvi 
«porleltit  P=\  (mod.  ^"ß*«*...),  7*=— 1  (mod.  Ifi),  quo  facto 
^  nnilati  Deqne  positive -Deque  BCgative  sumptne  erit  coDgruum  sec. 
mod>  j1°B^C'..  ./f^  =  M.  Si  rero  piureb  factorea  exatenl  forma« 
4a +  1  neupe  H,  K,  l, , . .  productum  residuorum  moduli  m  est 
coogirnuiD  potcalati 

(_  l)iM-l)-<— '  ■  «fl-U»*-i . . .  \{K-nKt-t.  iil^vLi-i  rte. 

secnndum  modnlum  H^  vel  cbn^ruom  unitati  positive  snmptae,  quo- 
niam  in  hocc.e  easa  exponeua  est  par.  Iden  Tälet  de  moduiis  JO, 
U  etc.,  qua  re  habetur 

P~\  (mod.  IP)  =  \  (mod.  K>')  =  \  (mod.  U)  etc. 
er^  P=  1  (mod.  H^fO-iJ  .  ,)  adeoque 

P=  1  (mod.  AoB^C . .  JfiKtLi  ..=»). 
Ex  quo  tsiidciB  lequilur  tlieiirema; 

Si  in  moduli  factoribua  duo  vel  plnrea  reperiuutur 
fnraiae  4i»-4-l,  semper  produclum  residuorum  noduli 
ejusdem  ijuadraticorun)  unMati  positive  sumptae  secun- 
duB  baue  erit  cougrunm.  In  eu  casu,  quo  unug  modo 
Factor  ezatat  formae  4j*+L  productum  de  quo  agitur  re- 
siduo  moduli  alicui  ab  1  et  — 1  rel  «—1  divers»  con- 
grnnn  fit,  ncmpe  productuni  residuorum  et  ipsum  est 
residnum. 

Ex«mpl.  1.  Pro  moduto  33:^3  •  II ,  cujus  hctores  primi 
ejnsdem  sunt  formae  productum  reaidBÖrnm 

1  .  4  .  16  .  25  .  31 

.  13  residna  sunt  haec  duodecim 
1  .  4  .  16  .  49  .  «4  .  lU  .  61  .  94  .  IM  .  139 .  181 .  70 

quarum  prodvctnm  uuitati  coBgruum,  qaoniam  duo  13  et  5  formae 
SODt  4»-|-  1. 

3.  Pro  modulo  33  =  5.7  qui  unum  modo  faclorem  involvit 
formoe  4/(-f-l  productum  reaiduorum  • 

1.4.9.16.29.11 
congrDUm  est  29.    luvenitur  boc  residuum  aequenti  modo.    Erit 

7»=  — 1  (m.  5}=1  (m.7) 
qua  re  7*ita  exbiberi  licet  7*=:— 1  +  50,    ergo  5@  =  2  (m.  7) 
rel  50  —  2  erit  per  7  divisibilis.    Atqui  50  —  2  :=  (7  —  2)  0  —  2, 
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quoM  ob  rem  dcbet  eue  2@  +  2  rel  3  +  1  per  7  diviaibilia.    Po- 
nannB  @-f-l  =  7&'  eritqae 

y»=  — 1+5(70'—  I)  =  — 6  (mod.  35)  »el  =29  (nod.  35). 

$.  51.  Tbeorema  pura^r.  45  manifestu  ita  eliain  poterit  eonn- 
ciari: 

Quadratum  producti  omnium  nnmerDrum  ad  modalun 
m^^^p"  vel  2pM  primorum  ejuaque  dimidia  parte  minaruni 
unituti  eal  coDgruuuij  ijuando^  est  fnroiae  4a +  3. 

Hsiinns  ad  m  primai  nuiseriis  debet  esse  — ^ — •  "■'■^  — ö — 
ad  m  certe  primua.  Si  igitur  numeroB  de  quibna  agitnr  dflligna- 
nUB  per 

0.,  0„  &„..,. '^~ 
ex  praec  intelligitur  aemper  eaae 

-    (0,0,0,  . . .  ^^4^)»  S  1  (mod.  m) 
Hinc  aequilor  prodnctiin 

(0.0.0,  . .  — ]^ -i- 1)  (0,0.0.  . .  — pi- 1) 


boqne  pares  aunt,  iiut  unaa  aut  alter  per  m  dividi  poterit  i.  e. 

0,0,0,  .  .  .  ^Y^  aut  =  1  Mit  =  —  1.' 

Qnando  ModDlni  «sl  ouaierus  prinua  ioipar  haLetw 

1.2.3.4...^^  =  ±l  (■od.;') 

Nunc  vero  alativ  dijudicandtin  eat,  oIfuh  aigno  auperiore  uteDdom 
ait  an  inferiore. 

%.  52.'  ttuod  p  eat  funase  4i*-f-3  erit  —^  vel  m  —  q  naw 
reaiduuin,  si  n  est  residuuai  [4.  3l>  29.).  bi  igitur  pro  reaiduia  Üa, 
quae  BunI  majora  moduli  dimidia  [larle  ea  aubstitunatur  negativa, 
quue  illis  sunt  con^rua  quorumqua  valores  abaolute  aumpii  erunt 
minurea  moduli  dimidia  parte,  manifesto  seriea  umnium  ipsiua  m  re- 
siduorum  ttbiolule  auDiplorum  cumplectetur  omne«  numerus  ad  mo- 
dulum  primos  ejusqoe  dimidia  parte  miDorea.  El  quJa  productuui 
ipsorum  residuorun  uniluti  congniam  eat  ((.  45.)  habetur  boc  tbeo- 

Producta«    ornnmai    nnmerorum    ad    modalnm  p»   vel 
'ip"  primorum    ejuademque    dimidia    parte   minornm    nni- 
tati  coagrunm  erit  positive  nut  negative  aunptae,  prouti 
'multitudo  rBaHuorum   ipsius  m,  quae  sunt  Bodnli  dimi- 
dia parte  majora  est  numerua  pur  aut  inpar. 

Productum  igitur  1.2.3,4...  ^-= —  denotante  p  niuaeruH 
priman.formae  4m+3  nnitati  poattive  aut  negative  sumptae  co^. 
grnnm  eit  pronti  multitudo  reaiduomai  ipaioa  p,  qnae  innt  Kajors 
quam  j;*  eit  par  «ut  iMpar. 
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Exeapl.  1.    Pro  modnlo  19  tiabeatnr  resitliio 
1.4.  9.1«.  6. 17.11. 7.  5 
Tel  1.4.0.  — 3.6.  — 2.— 8.7.5 
«rgo  prodnclUB  1. 2. 3. 4. &. 6. 7. 8.9  =  —  1  (noil.  19)     ■ 

2.  Pr»  modnlo  23  vero  baec 

1 .  4  . 9 .  16  . 2 .  13 . 3 .  18  .  12  .  8  , 6 
»el  1.4.«.  — 7.2.— »9.3.-5.-11.8.6 
fiTgo  praductDnt  l .  2  .  3  .  . .  11  =  1  (m.  23).  ^ 

3.  Quandn  nodulus  est  27  eittoDt  residna  hacc  novem 

1.4.16.25.22.10.19.13.7 
prodiictniii(|Be  =  1  (mod.  27). 

$.  53.  Qnadratum  producti  ornnium  D&meroriini  imps- 
rinm  inde  ab  nnitate  niqne  ad  p'—i   deBi^nnnlc/f  nume- 
mm  prinnm  forvae  4ff-f-3  scnper  unitati  coag/uum  ejst. 
Nnmerornn 

1.3,5.7.0.../»— 2 
aalitudo  erit  {{p  —  1);  jam  vero />  —  2  =  — 2, 

adeoqo« 

I.3.5.7.9...;»-2  =  f-l)  «    .  1  .2.  3  .  4  .5. . .?— i 


y»=(1.3.5.7.e...p  — 2)»  =  (— 1)  »    .(1.2.3. 


(1.2.3...2-j^)'  =  I  erg« 
i»  =  (1 .  3  .  5  .  7  . .  .y  —  2)»  =  1  (mod.  p); 
Ex  hac  caiuidentione  manabit  etian  haec  propositio,  ,qno  loco 
o1ifierf8Ddiim  est  nnmeTam  ^— r —  esse  parem  vel  imparen  prooti  p  Sit 
fonoae  8^  +  3  vel  formae  8^  +  7.  Productum  omniDn  DDBe> 
roruH  impariuai  inde  ab  anitate  usqiie  ad^  — 2desig- 
neDte^nanernm  primnin  fornae  4m+3  producto  onmium 
DnuKrornm  inde  ab  anitale  usqne  ad  ^(^—1)  positive, ant 
ne^atire  snropto  congruafiest^prouti^  est  formae  8^+-3 
vefformae  8<t  +  7. 

Alia  hujua  theorematU  deatonstrstione  propositioaem  nancisce- 
.  mnr  in  doctrina  DUnierarDTB  attentione  baud  inaignaai. 

Prodoctum  1  .  2  .  3  .  4  .  5  . .  ,p  — 1    est  =  —  1- ( mod.  p)    sec. 
theorems  Wilsoniaaum  eivo 

p—i 
1.3.5.7.9../»  — 2. 1.2. 3,. 2— i. 2  '   =  —  1 


Dui.tizc-ctyGoOgle 


34 


p-i- 


:Ä,2^ 


,/Vs  — 1  (moil.  ;>);  at  vero  /»=(— 1)  *    .X  , 

<]iia  rc  Pa=(— 1)  *  i»=(— 1)  *  adeoque  (— IJ  '  j»=— 1  (mod.;»). 
Qnodai  p  est  formae  Sj(  +  3  erit  '  .  par,  im(>ar  vero  qunndo  p 
Tormae  8A  +  7.     Binc  erit  /i  =  —  1  atit  —  /*  =  —  1  prauti  p  lanm» 

■  ■  -  £=J 

comprebenditur  8i-f-3  aut  hacce  8i-l-7.  Est  ii(itur  2  *  ^  —  1 
(nod.  p=^%A-^-3)=l  (mod.  ;>  =  8>fc  +  7)  crso  (jropter  5,  28. 

Numeras  2  est  reviduum  ijuadruticum  modiili  priMi 
formne  8*  +  7,  aOD-refliduum  vero  forrene  8Ä  +  3. 

f.  54.     In    unh'cnun  quAdrotnoi  produi^i  oBaiun  niimcrorun 
.    imparium  inde  ab   unitate  uaque  ad  p,  —  i  dcsipnante  p  Dun.  pri- 
mum  quebcunque,   utiJtatt  pusitive   vel    negative  sunptoe  erit  con- 
grnum,  prouli  p  est  furmue  4«-t-3  vel  liujuBce  4»-|-l. 

Reaidaa  moduli  /'  exh!l)cntar  potesfalibua 

(«^Z,  (^)',  (f^)'. 

omnmo  ex  putestate  (— ^)  residuum  gignilur  quadratjcmn,  deno- 
tante  Jk  DDBerum  impareiD,  cujus  minimus  folor  I  cujasqiie  masiiiins  , 

PoDamuB  (^-^)'=r  erilqne  {p  —  X-j'sV  vel  Ä»  =  4r,  it» 
ut  pmii  lioeat  Ä'=4r— p,  quo  facto  habetur  r^ ^-7 — .  Res!- 
dua  igitnr'  ernnt  haec 

P-t-1    P  +  S*     P  +  »*  p+(p-.g)' 

4    '        *     '        4     '■  '■  4 

Prodoctum  horum  deaigDetnr  per  J'eritqae  (§.  45.)  P=±l  prouti 
^  fornae  4m  4- 3  vel  hujasce  4w-t-l,  ergo 

J».4  s  saP.S^-is-^*»-!  i.  e. 
0»  +  !)  (/»-t-3')  (p  +  V)  (;»+7»)..p  +  (^_2)>==t*^ 
adeoque  =  ±  1  (4.  0>)i  f"*  re  etiam 

(l.».».7.9...;»  — «)»=±1  (mod.  p) 

prouti  p  eit  forMae  4» +  3  re)  bujusce  A»+l. 

}.  55.  Propoailio  in  (.52.  enonciata  etiam  ex  aociomm  doctrina 
fadlliBe  petitiir  hoc  nodo. 

1q  f.  36.  ^BOutratuB  est  cuique  nnnero  sertei 

1.2.3.4.5 p  —  l 

■ociam  aliquen  in  eadcm  serie  sed  unain  modo  respondere.  Qaodai 
■lumeri  faujua  seriei  bocÜ  stbi  desiguantar  in  nDiversum  per  a,  ß 
ita  ut  sit  o^  =  1  {mod,  p)  habetur  tt(p  —  /S)  =  —  1  (m.  p).    Vocari 


liccBt  DDM«roB,  qaorvm  prodnctnn  uflilali  iiegttiTe  aoHptae  litcoii- 
^roD«,  BocioH  uppositoB,  qnn  facto  in  serie 

i.t.i.i...^ 

coiviB  namero  aocina  reBpondebit  Tel  sociiu  Vppoiiioa  io  eadem  er- 
rie  et  quiden  nnu«  modn.  Nam  cnioiie  horum  onmernriim  in  serie 
1.2. .^,4...^  —  1  BOciuB  respoDdet  ergo  in  priore  aut  aocioB 
»Qt  Bocius  oppoflitna.  Si  vero  eiaet  aß'^aß"  ita  nt  a,  ß\  ß'  noilnli 
dinidia  parte  aint  mlDorea  atqae  aß'^aß"^ — 1  haberetnr  a(p — ß^ 
=  a{p  —  ß")^l,  quo  facto  qoum  p  —  ß',  tum  p-:-ß"  ipsi  «  socIub 
eaaet  contra  f.  30.    EtisB  Dullaa  horum 

2. 3. 4. ..^9^ 

<|aoruai  maltitndo  par,  libi  ipsi  bocIub  esse  potent  ve)  iocIuh  oppoai- 
tus.  '  Nam  praeter  1  et  ^ — 1  onlliuB  quadratum  unitati  coDgruum  est 
(f.  36,)  atque  etian  nulliDB  qnadratum  unitati  negative  Enmplae 
eriC  cDKi^rnum,  quonJMii  — 1  est  non-resiilunm  tormae  4«  +  3. 
(4>  31.).     Q,na  re  productum  biuornm  terminoruia  aeriei 

i.i.i....^ 

MiMtati  aut  poBitire  aut  aegati*«  simptae  erit  congrunH,  qoadntiia- 
qne  bojna  prodacti  aenper  unitati  cobgrUDn.    Ergo 

(2.3.4.5.«...^=^)»  =  1   (nu;»  =  4<H-3) 

Nunc  vero.alind  criterinm  aese  offert  coDgraentiae 

1.2.3.4...^  =  ±1. 

Signo    enim 
proüti  mnltitado 

».3.4.5...2=i 

(|iiilinB  bogiub  oppoBitus  atiquis  reapondet,   est  par   vel 

impar. 

Exenpli  gr.  pro  modnlo  33  babentar  congnientiae 
2.11=  — 1,  3.8=1,  4.6=1,  S.ft  =  —  1,  7.10  =  1 

«rgo  prod actum 

1.2.3.4. 5. ..11  =  1. 
Dtrum  numero  alicoi  respondeat  aocins  an  «ociiiB  oppositna  facü« 

ex  fractionnm   coDtinuanini  doctrina  decidi  poterit,     nam  si  a  de- 

aignat  nnmeruBL  aliqneoi  ex  kia  2.3.4...  ^^ — ,  evolvstnr  fractio 
^  in  fractionem  continnam  eritque  si  fractio  convergeni  quae  ip- 
sam—  antecedit  designatar  per  -r-,  a^ — ip^^X  vel  a^  =  =i=l 
(mod.  p).  Quodii  g  modnli  dimidin  parte  «at  minor,  ipai  a  re- 
i^ndebit  resp.  aocina  t«!  Bociua  oppositaa.     Si  vero   g'^^  «nt 
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a{p  —  ^)  =  :^  1  (mod.  p)  ntque  tnm  a  «t  p^g  'sibi  enint  socii 
ojiposifi  vcl  socii. 

$.  56.  Sumina  rcsidaarunt  quadraticarum  ntotluli  ali- 
CUJU9  (ormaruin  /'",  ^■'  aemper  per  linnc  divisibilia  est, 
exccpto  cusu  iii  ((iia^  =  3. 

Designcotur  resiilaa  per 

JaiB  4  tunquam  quadratum  residuun  est  moduli  cajutm,  ergu 
{tl.  29!)  otian  Iiis  rasidua  nraot  coof^rua 

Aq,',  4p,,  AQi,  . .  4e 
manifest oque  omnia  sunt  incongrua,  quoniam  »i  ImLnrctur  4fi=4^], 
esset  \[Qit — ql)  per  inoduluDi  divisibÜis,  Tel  proituctuin  \{qi — qj^  divi- 
sibile.    Quodsi  modulus  tsl  p"  boc  fteri  neijuit  quia /'"  od  4  primua 

atquc  ßi— ßi^/J",  si  vero  modulas  est  ^''  erit  3^—=^^^ 
quo.fuctu  denuo  /'"  ad  2  primus  est.  .Summa  iritur  S  residuorum 
cODgrua  est  4S  vel  AS^S,  ex  qua  sequitur  3iS  =  0.  Atqui  quam 
casum  in'  quo  p^'i  exceperiiaus,  semper  modulus  ad  3  ptimua 
erit,  oDum  ob  rem  habetur  S  =  0  {m.  p*  vel  ^p"). 

Nota.  Quanüo  ;/  est  foraiac  4»+l  theorema  facilias  etiani 
probotur  hxtc  modo.  Si  r  est  rcsiduum  etiam  — r  erit  residuum, 
qua  re  in  serie 

bina  siffni  rationc  Don  babita  erant  nequalia,  ei^n  sumnia  umninm 
per  iDodulum  divisibiUs. 

¥.x.  gr.     Pro  modulo  25  residna  sunt 

1.4.9.16.11.24,14.6.21  .19 
Tel  Uaee 

1.24,  4.21,  9.16,  U.  14,  6.19 
2.     Residua  moduli  19  sunt 

1  .4.9.16.6.17.11.7.6 
Bummanne  per  19  divisibilii. 

%.  u7.      Summa    omoium    terminorum    periodi    nuneri 
cujusvis   a    est  ^0    sec.   mud.    quencuoque,    qui  ad  a  —  1 
est  numerus  primus. 
Sit  periodus  baec 

o,  fl',  »',  «•, ...  «* 

eritqne  sumna  t  ex  aerieniin  doctrina  a .  --_■  j-  adeoque  t{a  —  1) 
=:0(n'  — 1).  Atijui  a' =  \  ergo  <(a — ^1)  =  0,  ve)  «  =  Ö  quoDiam 
modulus  ad  « — 1  primus.' 

f.  j8.  Tbcorcma.  Productnm  omDinin  radicum  con- 
gruentiae  x"^!  {moA.p)  designante  p  nonerum  primnm 
nQitati  positive  aut  negative  sun^ptac  est  congruum 
prouti  dirispr  commfiuis  maximus  numeromm  n  et  p  —  I 
SBt  impar  aut  par. 

Divisor  communis  mnxtmus  numerorum  »  et  p — 1  äit  ijhttbcbit- 
que  congruentia  da  quit  Hgitur  d  radiccs  ^$.  41.).  Quarum  quaelibet 
ad  expooeotem  S  ^lertiiicna  sit  tc;  tiilia  euim  semper  exstat.   Termini 
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(»eriodam  constitnent  omDesqus  coogrnentiae  propositae  sutiafacieDt 
n«qne  pluns  rsdicea  exatant.  Ergo  prodnjtun  ruüicua  «rit  ^=!rl 
($.  43.)  prouti  ä  est  impor  vel  par. 

P—^  B  — 1 

CongrnenliB  ^  '  =  1  (m.  p)  admittiE  ^-= —  radicea,  quae  on- 
nes   residaa   ipsins  p'  anot   qaadratica   ex    quo    sequitur    tbeoren« 

f.  59,  Snnms  omDium  radicum  coogruentiae  ;r"  =  l 
(m.  p]  jieraper  per  modulum  diviaibilia  eat. 

Pertineat  ip  ad  exponetitem  3  atatimqne  propoaitio  sequitur  ex 
4.  57.  qüoniam  in  hocce  casu  lo  —  1  tBDquam  minor  quam/r  ad  p 
eat  primua. 

f.  60.  Sumna  qnadratornm  omDium  sumeroram,  qui 
congruenliae  ;r"^l  (mod,  /i)  satisfaciont  aemper  per 
modulum  p  diriaibilis  eat,  daromodo  excipietur  caana, 
iu  quo  coDgruentiu  dues  taDtummado  admittit  radices. 

1.  Sit  Ji.e.diviaor  communis  maximus  numerorum  n  etp-1  i  mpar. 
Radicea  deinde  consfruentiae  dostrae  aint  te,  rt^,  kf'',  w"  etc.  eruat< 
que  ctiam  hae  radices  «o*,  k^*,  tt>"',  k/"',  etc.  et  quidem  omars 
SDDt  incODgruae.  ^am  gi  litiberetar  w'^iip'*  esaet  (w  —  tt/)  (w+w') 
ergo  «■+-«/  per  ;7  diviaibilia  vel  te^-rte^  (mod.  p),  ito  nt  etiom 
■ — k/  eaaet  radiz,  Jam  n  erit  impar,  nam  si  easet  pur,  quia  etiam 
p — 1  par  DUmernm  J  tanquam  imparem  et  {a  et  i{p-ri)  metiri 
oporteret  quo  facto  2cf  numeroi  n  et  p — 1  meciretur  contra  bju.  quia 
S  est  masimua  ipaorum  n  et  p — 1  diviaur  communis.  Qiiia  igitur  a 
iBpar  erit  ( — w')"^  —  «e""  ^  —  1  ncque  vcro  —  ro'  satisfaciet 
cougruentiae  Dostrae  contra  prueced.  Quadratia  i^itur  w*,  «>'*, 
(p**,  k/'",  etc,  exbibentur  omoes  radices  diversae  adeoque 

»H-tr'-J-»"  etc.  ^»' +  »'•-♦- «0^*  etc. 

Atqni  (o  +  w'+K^  etc.  (f.  59.)  per  p  divisibÜis  est,  ergo  etiam 
SP»  H-  «/» -f-  »'*  etc. 

2.  SiDt  dcnuo  rsdicas  congrqeDtiae  j:"  ^  1  (mod.  p)  vel  quml 
idem  valet  birjusce  a^^l  (mod.  p)  «o,  h/,  ip",  v/"  etc.  atque  3 
par.  CoDgruentiae  (.Z'*)l(f  =  1  aatiaraciunl  id  radices  incongruae, 
quorum  summa  (f.  59.)  per  modulum  erit  divisibilia.  Hae  ladicea 
mauifeato  iuler  bat 

»',  »",  lo"*,  w***, . . . 

iBTeniuDtikr.  ttuae  quum  omnia  quadrata  cougruentiae  (;r*)t<f=  I . 
satiafaciant,  erit  perspicuam  banc  quadratorum  summam  coui^runia 
esae  duplo  radicum  coogruentiae  (.3;*)lif=l,  quae  sec.  p  aint  iii- 
coDgruae.  Hoc  vero  duplum  per  p  diviaibilia  est,  ergo  etium  auinin» 
quadratorum  radicum  coogruentiae  a^<r^l. 

Fr«  ji}=l  theorema  non  vulere  facile  perapicietur. 

}.  61.  Productum  ex  omnibus  Dumeria  ad  eundem  ex- 
pouentem  t  pertineutibna  uoitati  congruum  est  sec.  mod. 
p'  Tel  2/>",  deuoiante  jv'aumerum  ^rimum  imparem,  cx- 
cepto  caBu  in  quo  t=2.  Tum  enim  uaus  modo  cxstut 
numerus,  ab  1  diversus. 

Pertioent   a   ad   exponentem  t  eecuud.    modnhim   fr"    vel   2p', 


.oogic 


qucM  brev'.  ^at,  p6r  m  Oesi^abtinuB.  Tnm  uumecis  ai)  t  primis 
eoque  dod  ■ajoribus  desig'DatiB  per 

&„  0„  0.,...©^ 
omiies  ad  ezponeDt«m  {  pertinentea  numeri  exbibentur  poteatatibus 
(♦■  21-) 

«e.,  ««.,  aB;  ..  .aBfi 
quun  ob  rem  productam  erit  coo^rnDm  bnic  poteaUtJ 

aec  mod.  m.  Jan  tctd  0, +0, +  0, -f->.  ■ +@/<  =  0  (nod.  r) 
(%.  37.)  atque  a'=l  (mod.  w)  ergo  etUn  aBi-*-ft-+&,+  --*-f*fi=\ 
(mod.  «■). 

Coro]].  Ctuando  a  ad  eipoD«ntem  p^Kp  —  1)  pertioet  vel 
rädix  eat  primitiva  boc  tbeorema  ita  eounciari  oport^bit; 

Productum  ex  omoibas  radicibna  primitivis  uoitati 
coDffruum   eit  sec.  mud.  p^  rel  2p"  ezcopto  cuan   lo  quo 

f. 62.  Summa  omnium  Dumerorum  ad  enadem  expooen- 
tem  /  pertioentium  aec  ma<lulum;>  deaigDante  p  numerum 
primnm  est  ^0,  quaodo  /  per  qaadratum  aliquod  diviai- 
bilia  eat,  quaodo  vero  t  per  aullum  quadratnm  dividi  po- 
terit,  aumma  erit  ==tt  prouti  multitudo  factornm  pri- 

mora»  ipains  (  eat  f^^^^^. 

Demonatratio. 

Primus  cusns.  Factore  primo  aliquo  cnjua  quadratum  expo- 
aeotem  t  metiator,  per  a  ilesigDato  die«  ai  A:  ait  numerus  ad  t  pri- 

mna  etiam  A-^--^  ad  t  primnm  fore,  deaignsDte  <p  nnmerum  inte- 
gnim  'qnencunque.     Nnm  primun  numeri   t,  üi-t &cturem  a  non 

aimal  iDrolveDt,  quandoquidöm  -^  ez  byp.  per  a  diriaibilis  est  ergo 
ai  fieri  pogaet,  naner!  t,  k  factofem  eommanem  ti  inToUerent  Contra 
ea,  qnae  suppoauimua.  Quodsi  numeri  de  quiboa  agitur  alium  fuctorem 
primnm  coromnncm  0  babcrent,  tum  esset  j&4-— ^0  (mod.  0) 
adeoqu«  a^+i^  =  0,  metireturque  0  prodoc^tum  ak  ergo  i:  quia 
0  ab  DE  diveraus  est.  Tum  aulem  denuo  k  ei  t  nou  essect  primi 
inter  ae.    Ez  quo  aequitur  omnei  boa  numeroa 

i,i+-i,i+|,*+^ *+'-=^ 

ad  ipsum  (  fore  primos.  Jam  sit  a  namerua  ad  expoaeutem  t  per- 
tinena  pertioebuntque  (f.  21.)  omnes  bi  ad  eundem  expoD6utem 


o*(l  +  ««_^.„«^-«^^_. .._(.«  «  > 
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Jan  vero  omaes  hi  a",  a",  »",...  a  «  aee.  mod.  prop.  sunt 
tacopftmii  Dan  si  haberelur  a"^«"  ita  vt  aullus  nunierAtma m,  m' 
kuDC  a — 1  luperaret,  esset  «  «=1;    alqui    m  —  «'<ra, 

(s*  —  '"^y^  "^  '>  S"**  fccto  ioferior  ip'siug  a  potestas  quam  f  mi> 
tati  GODgnia  fieret  cuntra  byp.    Termini  igitur 
i.      *£      *5  [<r-i)' 


periadum  Gomiituent    Sed  uamenim  a"   ipso  p   minorem  accipere 

oporfebit.     Si  eoim  tt" -^mp  ad  expooeDtem  a  pertinet  etiam  0" 

ad  eoodem  pertinebit,   qaandognidem  si  a"    ad    a'<:ia    pertineret, 

manifesto  jam   potestas  (a"  -+-  mp)a    noitati    esset  coogrua.      Erit 

igitur  a' —  l  ^i  p  primus  ndeonoe  ($.  57.)  summa  terminortim  quos 
mftdo  diximaa  per  p  erit  diviaibilis,   ergo  etiam 

Qnia'a*  eat  divisor  espenentis  ^mnllitudo  oamerorum  ad  /  pri- 
monin*  ipsina  a  erit  uuUiplum;  qoaDdo  autem  alias  ttuveraa  ad  t 
i  sb  i" 


primus  sb  illorum 


(«  — Dt 


*,  *  +  — ,  *  +  — ,  ...Ä-+- 

qnoqne  diversaa  A'  assnmitur,  simili  modo  productum 

per  ^  divisibilis  erit.  Hoc  modo  proc^rcdi  licebit,  quoad  omnes  sd 
/  primi  sunt  exhauati,  quo  facto  omnes  liabebuetur  nuateri  ad  expo- 
Qentem  t  pertinentes,  quorumque  summa  per  ;;' divisibilis  erit. 

Secfiudus  casus.  Sit  t  pernutlum  qundratum  divisibilis  vel 
formae  ttßyS , . .,  denotuotibUB  a,  ß,  y,  3  .  .  .  aumeros  primos  toter 
SG  diversos.  Sed  pro  quattuor  modo  facturilius  demoastrataros  nog 
esse  ibeorema  observaadum  est,  quaadoqoidem  nibil  impediet,  quo- 
miaus  argumeatatio  ad  qoofcunque  eiteadatur  faclorea.  Dico  pro- 
ducta m 

(»o;»(f_l_aa(i?(f+oi<iW+.  ..+«(J'-i)ni^<f) 

(fla)'J-^«2«)'L^+o»«y<r  etc.  +  «ts-Da)-«*) 

(aßrf-i-m'ßrit~i-4iißr^  etc.  -#.oC»-ÜÄ'rf) 

jesig^aut«  a  numeram  ad  expooeutem  t  pertinentem  sammne  om- 
uian  numcrarum  ad  expoDCDtem/perlioentiuai  scc. presse  con^^ruum. 
QBeacuni^e  enlnt  bujusce  producti  termiaum  exbiberi  licet  hoc  m'xlo 
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quam  formam  balter«  facile  persuicletur.  Cujus  potestatis  «xponena 
ad  t  =  itßy3  primus  erit,  ijuoiiiam  nullus  horum'  it,  ß,  y,  d  ineliri 
eum  potest.  Omnes  igitur  producti  de  quo  agitur  ternbi  ad  eipo- 
nentem  t  perlioent  ($.  21.)  et  quidem  omoeB  sunt  iDCongnii.  fium 
si  habecetuf 

esset  ($.  10.)  ' 

aecunitum  modulum  t.  Atqui  -ex.  gr.  y/<^3,  X'^^t  V — X'*^^>  ^t 
{iti—X)''ßy  P^f  ^  •""■  divisibiliH  neque  vero  summa  de  qua  agitur,' 
adeoque  haec  summa  etiam  per  t  aividi  nequit.  Jam  vero  multu 
tudo  illiua  producti  temiinoruin,  ut  ex  cambinatioDiiin  doctrina  patet, 
erit  (a— 1)  (^  —  1)  (y  — 1)  {rf  — 1)  atque  etiam  multitudo  nume- 
rorum  ad  «  primorum  est  (it  —  I)  {ß  —  1)  {y  —  I)  (J  —  1),  qua  re 
omnes  omnino  ad  exponentem  t  pertiaeotes  numeri  producta  exbi- 
beatur. 

Quia  a  ad  ezponenfem  t  =  aßyd  pertioet,  termini 
^aßY^  ^^^  ^«Pr^    _  ^  J.<f—l)"ßr^  ] 

periodum  constituent,  et  quooiam  ut  antea  ai<ßy  —  1  ad  p  primnin 
accipi  licet,  summa  borum  per  p  divisibilis  erit,  adeoqae 

Ex  eadem  causa  reliquoruui  factorum  qnisqne  nnitati  negative 
sumplse  est  congruus.  Quiindo  igitur  multitudo  factorum  cc,  ß,  /, 
3...  est  par,  productum  i.  e,  summa  omnium  aumerorom,  qni  ad 
exponentem  f  pertioent,  unituti  positive  sumptae  congruum  Gt,  quando 
vero  impar  unitati  negative  sumptae.  In  nostro  qnidem  casn  unitaa 
positive  erit  snmenila. 

Exempl.  Ad  exponetitem  6  sec.  mod.  10  pertiDeuE  numeri  8, 
12  quorum  summa  ^  1  (mod,  19). 

Coroil.  Quandn  /rz:;>  —  I  theorcmit  ita  debebit  enuncian: 
Summa  omnium  radicum  primi tivarum  modull  urimi  est 
=  0  quando  p  —  1  per  quadratnm  aliquod  divisibilis  est, 
quando  vero  per  nullum  quadratum  divisibilis  summa 
erit  =d=l  prouti   multitudo  factorum  ipsins  /'  — 1  pri- 

mornm  est  [mna,- 

Exempl.  2  est  rudix  primitiva  mod,  19  et  18  per  quadratum 
divisibilis,  qua  re  summa  radicum  primitivarum 

2'. 2». 3'. 2'*. 2". 2" 
per  19  divisibilis. 

f.  63.  Bancco  opportuoitatem  praetermittere  Don  debeo,  quin 
tbeorema  demonstrcm,  quod  primo  quidem  aioectu  demonstratu  diffi- 
cillimum  vidctur.  Est  vero  hoc:  — 3  est  residuiim  qoadraticnm 
numeri  cujusqne  primi,  qui  forma  conti uetur  12^  +  7  vcl 
12^  +  1,  DoD-residunm  vero  formarnm  12>t-4-5,  12>&  +  1|. 
Quofacto  sequitur  ex.  $.31.,  3fore  residuDa  nnneriprini 
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forvne  12i(H-l   vel    12>t  +  ll,    DOD-residnuiiL  veri)   burun 

Prino  observanna   ad  exponentem  3  perlinere  tluDS   numerox, 

JnoDJBin  tot  Hunt '  ad  3  prini.  Debet  auten  3  ipguin  p  —  1  nietiri, 
eai^SDte  p  modnliiai  primuin,  qua  re  p  erit  formao  3A+  1,  qune 
haa  involvit  12j(-4-l,  lU-^-l.  Mumeri  ad  evpauenlem  3  [tertiaen- 
(H  lec  nod.  ;i=12«t-t-l,  1  aiot  a,  ^,eritque  (f.  62.)  u.+ß~—i 
atque  ($.61.)  a|S  =  l  sec.  ^.  Ex  qua  seqoitur  5*  +  /i  =  ~1, 
■*|S»+4(Sf^  — 4,  V  +  4^+ 1  =  — 3  i.  e.  (2^-j- 1)»  = —3. 
4tnaado  i^itiir  3  ipsum  p  —  1  metiadir  i.  e.  quando  p  est  uniiis 
foraarnin  12^-|-1,  lU-|-7  Bem|»er  — 3  erit  rasiduum  quddraticuin 
hnjnsce  nuoieri  primi. 

Ceterum  obaerran  licet,  semper  nunerits  ad  exponeDtem  3  per- 
tinentes  inveDiri  poue,  Repertia  eoim  reaiduis  mod.  p  quadraticis, 
intellig'etur ,  <)Uod  quadratum  residuo  — 3  Tel  p  —  3  respoadeat; 
liBJuB  rsdiz  sit  «<  entque  2/S+  1  =  ±  »^  (mod.  p],  quae  congrueo- 
tia  primi  gradiis  facillime  putcrit  reaolvi. 

Exempli  gr.     Ul  numeri  sd  exp.  3  sec.  31  determiaentur  per- 
tiaentea  residua  in^eniri  quadratick  mod.  31    oportebit     Üant  baec 
1 .  4 .  9  .  16  .  25  .  5  .  18 . 2 .  Id .  7  .  28 .  20  .  U .  10  ,  8.   Reüduo  2S 
jeipondebit  qnBdralum  11'  ei^o  coogrueotia  refohendit 
2/J-M.  =  ±ll  {mod.  31). 
Estvero2/?=_J«|./S^_||«l2l| 
ita  at  5  et  25  ad  ex|ioDeutem  3  sec  nod.  21  pertiaeant. 


II. 

lieber  Cauchy's  Interpolationsmethode. 


dem  Ueraasgeber. 


♦.1. 

Interpotationen  siod  für  die  Pbysik  nad  Aatronomie,  tiberbaupt 
fnr  alle  NaturmssenschafleD,  welcbe  die  Anwenduof^  der  MatheiM- 
tik  vestattenj  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dasa  jeder  Versuch,  die 
bei  deaselben  vorkommeoden  RechoungeD  kd  erleiclitern  und  iiber- 
banpt  die  Metbode  im  Allgemeinen  zu  vervoll  komraneo,  willkommen 
■ein  moBB.  Cancb^'a  von  Herrn  Moigno  in  seinen  Le{;i>ns  de 
caicul  diffrirentiel  et  de  calcnl  integral,  r^dig^es  d'»- 
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pres  les  n^thodea  et  les  ourragea  iiublj^s  ou  infdits  de 
H.  A.-L.  Caiicby.  Tome  I.  Paris.  IgiO.  p.  313  nitgetbeille 
InteqtolatioDBineiliode  scbeint  uns  in  deo  vorher  uniredeiiteteB  Be- 
Eiehnngen  ao  Vieles  zu  leislen,  Slierbtiupt  in  jeder'  Rückaicbt  so 
TortrefBicIi,  in  Dentschland  aber  noch  so  wenig  beknoat  tu  sein, 
dasa  wir  es  für  unsere  Pflicbt  lialten,  durch  eine  auaführlicha  und 
deutlicbe  Darstellung'  derselben,  die  wir  ia  diesen  Aufsätze  zu  ge- 
ben versucben  werden,  xu  ibrer  moglicbsl  allgemeinen  Verbreitung; 
nach  Kräften  beizutragen,  woDei  wir  ungleich  auch  vorläufig  be- 
merken, dass  wir  bald  in. einem  aadern  Aufsätze  eine  von  uns  ver- 
'auchte  Anwendung  dieser  sclinnen  Methode  auf  einen  pbjsikBliachei 
Gegenstand  mittheilen  cu  köDoeD  hoffen. 


Wir  geben  von  der  Voransaetzuug  aus,  dass  die  tod  der  ver- 
ilnderlichen  Grösse  x  abhängende  Function  y  aich,  indem 

»,  r,  «f,  X 

gewisse  ihrer  Foru^  nach  gegebene  Fnoctionen  von  ^,  nnd 

0,  j,  c,  (/,...  .  • 

gewisse  constante,  ihren  Werthen  nach  aber  unbekannte  Coefficien- 
-ten  bexei ebnen,  in  die  convergirende  Reib« 

y  =  ««  -H  Ä»  +  CK>  +  A  + 

entwickeln  lasse,   und  stellen  uns,,  wenn  eine  hinreichende  Anzahl 
aus  Verauchen  oder  Beobachtungen  abgeleiteter  Wertlie 

y..  y..  y.j  y. y- 

der   Function    y  gegeben    ist,    welche    den    ebenfalls    gegebenen 
Werlben 


der  veränderlicben  Grösse  a:  entsprechen,  die  Aufgabe; 

1)  zu  ermitteln,  wie  viele  Glieder  der  Reibe     , 

ow,  be,  etff,  dx, .... 
vom  Anfange  an  man  beibehalten  muss,  um  durch  deren' 
Summirung  einen  hinreichend  genäherten  Wertb  der 
Function  y  zu  erhalten,  dessen  Abweichung  von  dem 
vrahren  Werthe  dieser  Function  als  uomerkliob  betrach- 
tet werden  kann,  d.  h.  sieb  innerhalb  der  tiränzen  der 
unvermeidlicben  Beobacbtungafeb  ler  hält; 

2)  die  Werthe  der  conatonten  Cocfficiente  n 

a,  b,  c,  d,  .  . . . 
der  beibebalteBflD  Glieder  der  obigen  Reibe  in  beatim. 
neu. 

».3. 
Znörderat  wollen  wir  die  Bedeutung  einer  Bezeichnung  er- 
klären, von  welcher  wir  in  Folgeadeu  der  Kiirse  wegen  hauGg 
Gebniucb  nsefaeu  werden. 
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Wenn  Dan  Muh 


überhaupt  gewisse  gegebene  GrQigen,  in  beidea  RpÜien  in  gleicher 
Anzahl,  bezeicltfien;  si>  soll  d«B  SymbaleD  Sti„  und  Svh  immer  die 
folgende  Bedeatang  beigelegt  werden.  Diis  Sjmbol  Sua  l>Rzcich- 
net  jederzeit  die  SumAie  der  abaolntep  Wertlie  der  Grössen 


mer  auf  solche  Weise  gebil- 


jeDtcbdeM  u«  positiv  oder  negativ  lind,  mit  -f- 1  oder  mit  —I 
DQltiplicirt  und  ulle  aof,  diese  Art  erhaltenen  Prodncte  zu  einander 
addirt.'  Wenn  man  nun  aber  ferner  ganz  mit  denselben  Kwctoren, 
nit  deaen  nwn  vorher. die  GrÖuen 


■■ItipHört  bat,  dann  such  respective  die  GrÖBsen 

«,,   f,,   C,,   V«,  .  .  .  ,  Vn 

multiplictrt,  nnd  alle  auf  diese  Art  sich  eichenden  Prodncte  zu 
einander  nddirt;  so  soll  die  Summe,  welche  man  dadurch  erhält,, 
in  Folgenden  immer  durch  2v„  bezeichnet  verden,  wobei  man  also 
wob]  fest  zu  halten  hat,  daas  2vn  keinesweges  die  Summe  der  nb- 
solnten  Werthe  der  Grossen 


bezeichoet.  In  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  die  durch  Shh 
nnd  2vn  bezeichneten  GrÖuen,  sollen  im  Folgenden  auch  die  durch 
B,tiu  und  2,v„,  S^vn  nnd  ^.v»,  S,Un  und  S^v^,  <i.  s.  w.  oder 
ihnliche  Sjmbole  bezeicbueteD  Grnuen  zu  einander  stehen. 

».4. 

Indem  wir  nun  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  näher  treten, 
bemerken  wir  zuvürderaf  sogleich,  dass  die  BedioguDgeD  derselben 
wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung 

y^=:au-\-&p-\~cw~\-ä%+  .  .  .  ., 
wenn  wir  die  den  Werthen 


der  veränderlich eo  Groase  a:  entsprechenden  Werthe  der  t'unctioneu 
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bezcicLnen,  zwischen  den  constiDten  Coefficienten 

Oj  b,  c,  d,  . .  . . 
UDDtittelbur  «tie  folgenden  n  GleicUuDgeu : 

y,  ^  «w,  +  &v,  -\-  ctOi  +  (/»,  +  ...,, 
y,  ^  BW,  -t-  Äc,  +  cur,  ~\-  rf»,  +  ...., 
y,  =(»»,  H-Ätf, +  <;»,  4-(Ä,  +  .  . .  ., 

u,  s.  w. 
y„  ^  (Mb +  £fK  +  c«>„ +  (]£««-+- 

liefern ,  welche  in  Bezug  auf  a,  6,  c,  et,  ...  .  nli  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannte  lineare  Gleichungen  zu  betrach- 
ten sind. 

Vernachlässifren  wir  nun  als  eine  erste  Annähemng  Torläufifi^ 
die  sämnitlichen  CoefGcienten  6,  c.  d,..,.,  oder  rcduciren  wir.  wnit 
dasselbe  ist,  die  Reihe,  durch  welche  y  ausgedrückt  wird,  auf  ihr 
erstes  Gliedt  so  ist 


der  allgemeine  genäherte  Wertb  von  y,  und  wir  haben  daher  jetzt 
das  folgende  System  von  Gleichungen; 

y,  =:»«,,  yi  :=««„  y,  =am,,  .  .  .  y«^(«^. 
Hnltipliciren  wir  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  mit  gewissen 
willkiibrlicheo  Coefficienlen,  näulich  resiiective  mit  den  Coetlicienlen  , 

*,,  *„  *.,  A,.....A„f 
so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

0^,«,  =s^,y,, 


durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleicl 
«(*!«.  +A*'. +*,«,  +  - . 
=  *,y,+A,y,  +  A.y,  +  .. 

also 

Ullg 
■-hhtl/n 

-       *,«,-j-t,a,-f.*.«,-H.. 

.+t.i^ 

crgiebt.     Itezeichnen    wir    nnn    die    in    den    durch    Versuche 
Bcubacbtungen  gefundenen  Werlhen 

yuy»>y*,ff y- 


D.g.tizecbyGoOgle 
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TOD  y  ateckenden  Feliler  respective  durcb 

*l)    ti,    *U    «»,.••  '■) 

s«  dasB  also  die  wahren  entsprechenden  Wcrthe  von  y 

Vi  -t-fi.  ffi  +  E..  yi  +  e..  ■  ■  .y-  +  «>. 
sriid:    sa   ist    oHch   dem    Vorli  ergeben  den  der  wahre  Wertb  von  tr 
offenbar  eigentlich 

*i(y.  +  tj  -i-^(y,  +«,)  -♦-*.(y.  -t-«.>H i-fa(y«  + 1«) 

A-,tf ,  +  X-,»,  +  ^,M,  H —  .  +i:jiUi<  ' 

und  der  in  der  Bcstiromnug 

„ *iy  I  -*-  *.y»  +  t^i  +  • .  ■  +  fag" 

" — -t.K,  +  *,«,  -I-  A,«,  H +  knUH    . 

von  «  steckende  Feliler  ist  daher  aug^enacheinlich 
titi  +  *i*i  +  't',«,  +  . . .  +  k,aa 
j;,v,  +  it,», -f- A,  w, -f- •  •  •  + 'kl*'*' 
IMe  Coefficienten 

*,,  *„  jE„* *„ 

^nd  allerdings  ganz  willkühriich;  jedoch  hat  man  des  Folgenden 
wegen  za  beachten,  daas  raata  den  abaotutca  Werth  keines  dersel- 
ben nasser  als  die  Einheit  BDzunehmen  braucht,  weil  es,  nn  d!ea 
in  allen' Fällen  >u  bewirken,  blosB  nöthig  ist,  dasH  man  alle  Coef- 
ficienten dnrch  den  abSDluten  Werth  desjenigen  unter  ihnen,  wel- 
cher den  grössten  absolnten  Werth  hat,  dividirt,  wodurch  der 
Werth  von  a  und  des  iu  demselben  steckenden  Fehlers  offenbar 
gar  keine  Aenderung;  erleidet. 

Bei  der  absoluten  ünkenntaisi,  in  welcher  man  sich  rSckslcht- 
lich  der  Fehler 

'l<     *ll     ^It    ^4)   ■   •'••ff 

befindet,  kann  pan  nun,  um  die  willküh Hieben  Coefiicienten 

auf  die  To  Hb  eil  hafte  ate  Weise  zu  bestimmen,  offenbar  nichts  weiter 
thun,  als  dsss  man  dieselben  so  zu  beBtimmeD  sncht,  dass  der  ab- 
solute Werth  des  Nenners  des  Bruchs 

*1«1  -t-*»«2+*iW,  -t-  .  .  .  +  k,UH* 

dorcli  welchen  der  in  der  Bestimmung' 


von  a  steckende  Fehler  im  Allgemeinen  ausgedruckt  wird,  seinen 
grössten  Werth  erhält.  Dies  erreicht  man  aber  dadurch,  dass  man 
die  in  Rede  stehenden  Coefficienten  so  bestimmt,  dass  der  Nenner 

in  die  Somme  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 
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iiber)^eht,  i.  h.  man  muM  (är 

*.,  Jk„  *„  A«,...jfc„ 
die  GrÖBse  + 1  oder  —  1  geizen,  jeDkcbdem  die  GrttBieii 


a  Zählers 
nie  die  Summe  der  ubBoIuten  Wertbe  der  Grossen 


d.  h.  das  Hnxinuin,  vetcbes  dieser  absolute  Werth  äberhanpt  er- 
reichen kann  °),  übersteigt.  Wpodet  man  also  jetzt  die  Beseich- 
nun ff,  deren  Betieutuoff  int  vorigen  Panigraplien  ausfiihriieh  eriilKrt 
worden  ist,  an;  so  liefert  wegen  der  oben  liewieicnen  Gleichung 


offenbar  die  Formel 


die  Tflrtlieilhaftesfe  Bestimmniig  von  a,  so  weit  sieh  wenigstens  Ixti 
der  völligen  Cnkenntniss,  in  welclier  man  sich  riieksicnllich  der 
Werthe  der  Fehler 

*1J   *»)   'il   '«>•-•*■ 

befindet;  bierüber  urtbeiten  läist,  nnd  (Br  y  erbiit  man  iinn  den 
genäherten  Ausdruck 


oder,  wenn 

-■=1?- 

gesetzt  wird,  den  Ausdruck 

Wäre  überhaupt  »s:l,   also  yr=:a,   d-  b.  y  eil 
Grösse,  wenigstens  näberungsweise,  so  wäre  offenbar 
««„=•«, 

und  folglicb  «'2=—,  also 

d.  i-,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

*)  Wd  uiao  fast  zu  halMn  bat,  UaKs  nach  dem  Obigen  in  allen  Fällen  iler 
absoluie  Werth  keines  der  Coefticienten  k,,  i^,  k,,  k„  ...  (tu  grösser 
■la  die  Einheit  angenoinmen  in  werden  braucht. 
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-y«  =  y.  +  y» -♦- y.  H- y, -h- ...-*- y. 

ist, 

9,  +y>+y.  +y.  h hy» 

*  n  ' 

wodurcb' wir  aljo  in  dem  Torliegendeo^  Falte  nqBittelbaT  auf  di 
brkuntitc  PriDcip    des   arrtbmetlsenen  Mittels,    tlesHefl   mao  sich  i 
den  Nalurwisseoac büßen  so  hanfiar  bedient,  EeTiibrt  werden. 
Wir  wotleti  jetst  in  Tolliger  Genauigkeit 

mIso 

»eisen,  und  wollen  die  den  Wertben 


von  a:  enlsiireclieaden  Wertbe  Ton  ^,  die  aicb,  weil  mvta  die  deo 
in  Rede  itfebeodeo  Wertbeu  tod  ^  entaprecbeoden  Wertbe  von  y 
and  «  kennt,  mitlelst  dei  obigen  Ausdrucks  van  ^jederzeit  be- 
rechnen lassen,  respeetive  durch 

Ay..  Ay»  Ay..  Ay*»  -  -  ■  As^ 

bezeichnen. .,  Findet  man   nun,    dass  diese  Srüssen  sieb  simmllich 
innerhalb  der  Gränsen  der  unvermeidlichen  Beobacbtuagsfebler  hal> 
teo,   «o  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  CoeKcieoten  a,  6,    - 
r,  d,  . , . .,  nicht  weiter  vorzuacb reiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Anpäheniug 

y=«'^y- 

setzeD.     Halten    aicb    nber    die    in    Rede    stehenden   Grössen    nicht 
sSainttlich  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtnnga- 
fchler,  so  mnss  man  weiter  daa  foigende  Verfahren  eioacblBgen. 
Weil 

y==iMf  +  ^+c«9-f'«Ei-7H 

ist,  so  ist  ofienbar 

^jr,  — 0  JS'«rH  + j  ^r,  +  <!,.SW'a  +  </^x>i+ . . . ., 
uod  folglich,  wenn  man  > 

U.    B.    W. 

setst,  da  offeahar  jederzeit 

'2W,  =  #»„, 
alio  nach  dem  Obigen 

ist, 

Ay  =  *  Af  +  o  Aw-H"^  A*+ 


Dui.tizc-ctvGoOglc 


Die  deD  Werlfaen 

a>„  x^,  Xt,  x^ Xh 

von  X  entspreeliendeB  Wcrihe  von  ^v,  ^ie,  ^m,  . ,  welche  wir 

regpective  aurcli 

■A^i'  A"««  A*'i>  A**»'  •  •  •  A*'"i 

A*"!»  A*^»'  A*"!)  A*"*»  ■  •  ■  A**»! 
A*ij  A*»)  A»n  A»»>-'- A*«i 

U.  I.  w. 
bezeiclinen  wollen,  kann  man  mitteUt  der  Formeln 

i«p  ^  «0  —  «'— 'wj,, 
A»  =  i(  — •'^■»^ 
n.  ».  w. 
jederzeit  bereclmeii,  und  kann  ulso  uuf  die  Gleiclinng 

Ay=M»-4-''AK'H-'/Aa  +  .  ■ .  - 
jetzt  offenbar  wieder  ^unx  dasselbe  Verfuhren  anwenden,   welche* 
wir  Torlier  auf  die  Gleichung' 

p  =  am-t-6p-i-cM>+il»-t-  .... 
angewandt  haben.     Wir  werden  nämlich 

nod 

^=§^^'. 

oder,  wenn. der  Kürze  wegen 
gesetzt  wird, 

Ay=«^-,Ay»« 

also  nitfaerungawdse 

aelzen. 

In  TüUiger  GenaoigkeU  wollen  wir  nun  aber 

Ay  =  f  - 1  Ay»  +  A  *y> 

also 

A»y==Ay— «^^^lA^ 

setzen,  und  wollen  die  den  Wertben 


von  X  CD(s|ircclienden  Werthe  von  A'^i  die  sich  mittelst  des  obt- 
gen  Ausdrucks  dieser  Grösse  inmer  liereclmen  lassen,  reapeclivc 
durch 
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A'j/.>  A'y«.  A'y..  A*»..  •  ■  ■  A'»« 

beseichoAD.  Findet  -  ibdii  nun ,  dnaa  dieae  GrSHen  sich  Bänntlicli 
THoerhalb  der  GrSniea  der  unvenneidlicheB  Beob»chtun^ehIer  bal- 
len, so  brancht  nan  mit  der  BeitiaianDg  der  Coeßicienten  0,  6, 
e,  d,  ,  , . ,  nicbt  weiter  Torznichreitea ,  nnd  kenn  mit  bioreicbender 
ADDäbemng; 

also 

letien.     Halten    sieb   aber  die   in   Rede  stebenden   OröMen    nicht 
siniBtIich    innerhalb    der   unfern  eidlichen    Beohachtungsfehler,    so 
mnu  aian  femer  das  folgende  Verfahren  cimcfalageD. 
W«i! 

ist,  Ro  iat  offenbar 

£,Ay-  =  *^.A«'»  +  c^iA«'»  +  ''2.Ä«»+  ■  ■  ■  -. 
nnd  fblglicb,  wenn  aan 

aj<=!»'J,A««  +  A% 

n.  a.  w. 
actxt,  da  «ffenbar 

J,Af»=«,Af- 

alao  nach  dem  Obigen 

p'5,Ai'-  =  t/«.A«^.  =  AP      . 
ist, 

A'y,= «A'» + ''A**  +....■ 

Die  den  Werlhen 

:g,,  a>f,  X,,  x,, . .  .  .  iVn 

TOD  X  entaprecb enden  Wertbe  too  ^**Cf  A**)---*)  welche  wir  re- 
spective  durch 

A'«'n  A*«*»»  A*»"!!  A'«'4i  ■  ■  •  A**"»; 

A'»..  A'»».  A'«.>  A'**.--' A**»» 

a.  8.  w. 

bnucbReB  wQlleo,  kann  man  miltt;lst  der  Ponaeln 
A»»  =  Aw-»'^.A«'». 

A'*  =  A«-«'-,A»-, 

u.  B.  w. 
jedeneil  berechnen,  and  kann  alao  anf  die  Gleichung 
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jetzt  nieder  guuz  dussellie  VerraLren  onweideii,  wckhea  wir  oben 
auf  die  Gleichung 

y^^au+lv-hcw  +  dx-i- .  . . . 
angewandt  haben.    Wir  werden  nüwlich 
_  J,A'y 


oder,  weon  der  KUr^e  wpgen 

geselzt  wird, 

alio  näherangBweise 

■etzen: 

In  völliger  Genauigkeit  wvllen  wir  nun  aber 

A'p=w'^.A*s^.+A'y- 

also 

A'y=A'y— »'■^lA'y». 

setzen,  und  wallen  die  den  Wertiren 


von  a:  enteprecbenden  Weitbe  von  A'yi  ^'^  *'<='>  nüttelat  dea  obi- 
gen Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  nerecbnen  lauen ,  respective 
durch 

A'y..  A'y».  A'y..  A'y..  ■  •••  A'y» 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  duss  diese  Grössen  sich  sämmtlich 
ianeriitib  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungafehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coeflicienten  o,  i, 
e,  d,  .  .  .  .  nicht  weitDr  vorza schreiten ,  und  kann  mit  Mnreiehender 
Annäherung 

also 

y=  «'2'y,  +  p'I,  Ay«  +  «/J.A'yi. 
setzen.     Halten   sich   nher  die   in  Rede  stehenden  Grönen   nicbt 
sämmtlich  innerhalb  der  Granzen  der  nn  vermeid  liehen  Beohachtunga- 
fehler,  so  muss  man  weiter  auf  folireade  Art  verfuhren. 
Weil 

A'y^«A'"'+rfA'»  +  — 

ist,  so  iit  offenbar 

^,A'y-=''^»A"«^.H-'ß.A*«--t-  — .    ■ 


l^AlOt^lc 


and  folglich,  wena  nun 

aeixt,  iu  offenbar 
bIbo  nach  den  Obigen 

A'y=rfA'»+ 

Die  den  Weiihcn 

a^l,  X^,  X,,  X^ Xn 

von  X  entapracbeBden  Wertbe  von  ^*»,...,,  welche  wir  reapective 
durch   « 

A'i».,  A'*..  A'»..  A'*,.  ■  -.A'*-! 
u.  s.  w. 
beMicteen  wollen,  k«nn  man  uttelat  der  Fomeln 

A'»=A*»-«<2.A**-, 

jfldeneit  berecbnen,  und  ksnu  also  anf  die  Gleichung 

A'y  =  rfA*»-+- 

jetzt  wieder  «anz  dasselbe  Verehren  anwendenj  welche«  wir  oben 
auf  die  GleiciiDiig  ^ 

angewandt  haben.    Wir  werden  nKmlicb  ' 
,.  J.a'y» 


rf=T 


oder,  wenn  der  Kurse  wegen 

,_     d'« 

gcaetzt  wird, 

A'y=»'-.A'y-. 

alao  näh  erungB weise 

Mtiea. 

In  vSiliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

d*  J'= »'-.  A  V  +  AV. 
also 

4' 
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Hetsen,  nnd  wollen  die  den  Wetthen 

a?,,  x„  jf,,  x^,  .  .  .  .Xn 
von  x  entsprerlipoden  Wertbe  tud  ^*y,  die  sicli  nittelst  des  obi- 

Seo   Aasdruck«   dieser  Grösse  imaicr  bwechnen  lassen,    respective 
urcb 

AV..  A*yj'  A'y.j  A'?..  ■  •  •  A'?- 

bezeichneD.  Findet  mim  nun,  duss  diese  Grössen  sieb  säniBtlich 
innerhalb  der  Glänzen  der  unvermeidlicljen  BeabauhtuD^sfebler  bal> 
len.  sa  braurht  man  mit  der  UeBtiminan^  der  Coefßcienten  a,  b, 
e,  4, .  .  : .  nicbt  weiter  viir^acb reiten ,  und  kann  mit  binreicbender 
Annäherung 

A'y  =  *-.A'ffi.. 
also 

y=tf:sy,-t-f/^,Ay«-*-ii/^,A'y-+*'^.A*y»   * 

setzen.  Halten  sieb  aber  die  in  Rede  stehenden  Grünen  nicht 
sämmtlicb  ioDerbalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Baobachtunrs- 
fehler,  so  muss  man  vieder  ein  frans  ühnlicbes  Verfahren  wie  oben 
anwenden,  nnd  auf  diese  Art  überhaupt  immer  weiter  gehen,  bis 
»an  auC  eine  Reibe  von  Grössen  von  der  Form 

A"yi.  A"?..  A"y..  A"y4-  ■  ■  ■  A"y« 

kommt,. die  sich  sämmtlicb  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeid- 
lichen  Beubacbtuug'st'eliler  halten. 

«.5. 
Wir  wollen   nun  die  Hunptmomente  der  vorhergehenden  Inter- 
polationsmethode hier   nochmals   in   der  Kürze  fibersicfatlich  zusam- 
menfassen,   ohne    die    Erklärung   der    Bedeutnng    der   gebrauchten 
Symbole  zu  wiedertiolen. 

1.  Angenommea  wird .  dass  die  Function  y  sich  in  eine  eoo- 
vergirende  Keihe  von  der  Form 

y  =  ««  +  i»  +  c«p-+-fl!»+.-.  .. 
entwickeln  iasst,  nnd  dass  die  den  «  gegebenen  Wertben 

a!t,  x„  sr,,  x^, ....  xn 
der  veränderlichen  Grösse  ic,   von  welcher  die  Function  jr  nnd  die 
Functionen  w,  v,  w,  %,...,  abhängen,  entsprechenden  Werth« 

ffi-  y..  y..  y.,  —  jft. 

der  Function  p  gegeben  sind. 

2.  Dies  vorausgesetzt,  bestimme  man  zuerst  die  Grösse  s**  mit- 
telst der  Formel 

und  die  Grössen 

Ayi>  Ay»  Ay><  Ay^  --■  A$^ 

mittelst  der  Formel 
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I  in  derselben  für  ar  nach  uad  nacb 


Mtil.  Piodet  BSD  dann,  dass  diese  Grösaea  sich  säP)Dt1ich  inner- 
faaib  der  Gränzen  der  iinvermeidlicben  BeabachlaogsfeLler  balten,  . 
Bo  kaon  a»a  mit  fainreiclieiider  AnaäLeniD^ 

setzen. 

3.  Findet  vum  aber,  dan  die  in  Rede  stehenden  Grosüeu  sieb 
nicht  sSBBtlicb  innerhalb  der  Gräozen  der  unTemeid liehen  Beob- 
«chtangsfehler  balten,  so  bestimme  man  ^v  und  v'  mittelst  der 
Farmein 

und  die  Grössen 

AV..  A'y».  A*y..  A'y A*?- 

■uttelst  der  Formel 

A'y^Ay— «^-.Ay«. 

indem  man  in  derselben  für  ae  naeb  und  nach 
Xi,  x„  ^,,  x,t . .  . .  sc» 
■etsL     Findet  man  dann,   dass  diese  Grössen   sieb  sämmtlicb  inner- 
balb   der   Gränzen   der  UDvermeid liehen   Bcobachlungsfehler    halten, 
an  kann  bibb  mit  hinreichender  Annäbcmng 

setaen. 

4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stellenden  Grössen  siel 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Grunzen  der  UDvemeidlichen  Beob- 
acbtnngifefaler  halten,  so  bestimme  nun  ^ic,  l^to  and  ■o'  miltelsi 
der  Formeln 

^IO  =  1D  —  t^2Kn,  A"»  =  A«'  — »'^.A«^.  «P'  =  g^^,'^J 

nod  die  Grössen 

■  A'y..  A'ff..  A'y..  A'y.-  •  ■  •  A'y- 

mittelst  der  Formel 

A*y=A'y— "'■^.A*!'«. 

■■den  man  in  derselben  filr  a:  nach  und  nach 


setxL  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  lüranttlich  inner- 
halb der  Gränsen  der  unvermeidlicbea  Beobachtungsfebler  hnlten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 
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5.  FiDitet  nan  aber,  daM  die  in  Kede  Bteh'end«»  Grämen  «ich 
nicht  lämBtlich  innerbBlb  der  Gränsen  der  unrerneidlicheD  Beob- 
acbtnngsfehler  halten,  se  beBtimme  man  ^»,  A**>  A**  *'"<'  "'  '"''' 
teilt  der  Formeln 

A»=« — *t's»M,  A'a  =  A*  — «*'-^iA*">  A'»  =  A"»  —  «o'-2,A'»»» 

und  die  GrSuen 

A*y».  A'yi.  A*yi.  AV.^  ■  -  ■  A*y- 

mittdst  der  Pornel 

A*y=A's'— «'^.A'y-. 

indem  man  in  derselben  fdr  of  nach  und  nach 


aetxt.  Findet  man  dann,  daM  sich  dieie  GrÖMen  aäniDitlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobacbtungsfebler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

9  ^  t^2jh  -h  »'-i  Ay»  +  «^■2',  A*^  +  »'^1  A'y» 

r  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

4.6. 
Anf   die   TOrtiervehende    Weise    lehrt    Herr    Moigno    b.  «.  0. 
■    nach   Cauchy    die  Anordnang    der  Rechnung.     Hsn   kSnoIe   aber, 
wie   es   uns   scheint,    auch   auf  folgende  Art  verfahren,   wnbei  «ir 
bemerken,  dssa  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet, 

■■=#.•. 


I.    Angenommen  wird  wieder,  dsss  die  Pnnctiun  y  sich  in  eine 
conver^rende  Reihe  von  der  Form 

y=a'gM-f  ^  +  g«P  I   ^-l-.  ■  .  . 
entwickeln  läast,  nnd  daas  die  den  «  gegebenen '  Wertben 

X,,   iTt,  Xt,  IBt^  .  ...  Xn 

der  .Teränderlicben  Grösse   x,  von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  w,  v,  te,  x, . . . .  abhängen,  enlsprecbeuden  Werthe 

y.,  y»  y..  y..  —  y- 

der  Function  jr  gegeben  sind. 
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.BDil  die  GrAueD 

AVi)  A^ii  Ayi>  Ay«<  •  •  ■  Aif» 

■ittelsl  der  Forael  , 

inden  bbd  id  derselben  fnr  ^  tmcli  und  naeti 


■etxL  Findet  msn  dud,  dasa  diese  Grösaen  sicli  säniiatÜcb  inaer- ' 
halb  der  Gränzen  der  un?eränderlicheD  Beobadituagsf etiler  balten, 
B«  kauD  man  mit  hin  reiche  oder  Annäbemng 


3.  Findet  man  aber,  das*  die  in  Rede  stebenden  GrÜHsen  sich 
nicbt  aänintlicb  innerhalb  der  Gräncen  der  unvermeidlicben  Beob- 
achtanffsfebler  kalten,  lo  beatinune  tean  ^v  unil  &  mittelst  der 
~      leln 


A''=«'-sr:«.  *=s 


Formeln 

und  die  GrSuen 

A'y>.  AV"  AV..  A'y«  ■  -  •  A'y- 

■ittelit  der  Formel 

indem  man  in  dersel|}en  für  jr  nach  und  nach 

^,,   -^11   ^1,  Xt,  .  .  .  Xh 

letzt.  Findet  man  dann,  dnu  diese  Grössen  sich  aämmtlich  inaer- 
balb  der  Gränzen  der  nn  vermeid  liehen  Beabacbtnngsfebler  ballen, 
■0  lEBnn  man  mit  binreicheDder  Genauigkeit 

Mtxen. 

'  4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grösgen  sich 
niebt  aämmtlich  innerhalb  der  Grunzen  der  uDvermeidlichen  Seob- 
aobtnngsfehler  halten,  so  beitimme  man  ^«p,  ^*tii  und  c  mittelst 
der  Formeln 

and  die  Grdueu 

A'y..  A'y..  A'y..  A*y4.  ■  •  •  A'y» 

mitteilt  der  Formel 

A*y=A*s'  — «^A'»"- 
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indes  nan  in  denelbeu  für  a:  nach  und  nach 
.37,,  ^,,  ^,,  x„  ....«■ 
setzt:    Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
liatb  der  Gräozen  der  unvermeidlichen  Beobaclitungsfebler  halten, 
ao  kann  man  mit  hinreicbender  Annäherung 

y  =  «w  +  i^f  +  c^*» 
setzen.  • 

5.  Findet  man  aber,  dais  die  in  Rede  stehenden  CrSssen .  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
achruDgatehler  halten,  so  bestimme  man  ^x,  ^*s,  ^*s  und  ii  mit- 
(eist  der  Formeln 


d=% 


und  die  Grössen 

A'y.-  Ä'y»'  Ä*y..  A*y«t  •  ■  ■  A*!fi> 

mittelst  der  Formel 

4*y=A'y— «ü*». 

indem  man  in  derselhen  für  a:  nach  und  nach 

aetst.  Findet  man  dann,  dasa  diese  Grössen  sich  sämmtlich  Inner* 
halb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtung^sfebler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

setxen. 

6.  Wie  man  anf,  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann ,  liegt 
deutlich  vor  Augen. 

Die  beste  Art  der  Ausfdhrung  der  nöthigen  Bechnnagen  und 
manche  Abkürzungen  hei  denselben  werden  sich  einem  Jeden  leicht 
von  selbst  darbieten,  weshalb  wir  hier  darüber  der  Kiirse  wegen 
nichts  weifer  sagen.  Häußg  wird  msn  insbeseadere  schon  vorher 
berechnete  Grössen  bei  den  folgenden  Rechnungen  wieder  in  An- 
wendung bringen  kSnuen. 

♦■  '■ 

Bei  w^tläufigen  Rechnungen  ist  es  immer  nöthig,  weDiesteos 
im  höchsten  Grade  vortheilhuft,  im  Besitze  von  Bedingungsgleicbnn- 
gen  zu  sein,  mit  deren  Bülfe  man  die  Richtigkeit  der  g^eführten 
Rechnung  prüfen  kann.  Solche  Bedingungsgleichungen  Isaseo  sich 
aber  ans  dem  Vorhergehenden  eine  grössere  Anzahl  ohne  Schwie- 
rigkeit herleiten,  wobei  man  nur  immer  die  den  gebrauchten  Sym- 
bolen beigelegte  Bedeutung  wohl  vor  Augen  zu  behalten  hat. 

Weil  nacn  dem  Obigen  bekanntlich  snvörderst 
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ist,  so  ist  offeabsr 

-*-'.=.^. 

wi  folglicb 

*«^-  =s=  1- 

Weil  ferner  nacli  dem  Obigen 

Ai>=..-«'Ä„ 

a»=»-«'i»„ 

.  Ä»=»-.^i«.. 

u.  B.  n. 

iA<'.=^"'.— S»'»^«.. 

JA". = •J«'.  — s«'»2«. 

i4.,=l-..-J.'^»., 

Wegeo  der  GleicbuDg 

iet  «ber  offebber 

aod  folglich,  weil  augenicheinlicli  Smh  ^  4>'«ir  i*t, 
also  Bsch  dem  Vorhergehenden 
Nach  dem  Ohigen  iat  ferner 

also  offenbar 

d.  i,  oacb  dem  Vorhergehenden 
ITeil  naa 

D.   B.   W. 

is^  Bo  ist  offeobar 


D.g.tizecbyGoOgle 


68 

uDd  folglich  nach  dem  Vorhergebe  öden  offeobnr 

SA*u>,  =  0,  2A'*..=  0,  •■■• 
Ferner  ergiefat  sich  uua  den  obigen  GleicbangeD 

u.  8.  vr.. 
Wegen  der  Gleichung 

ist  aber  uSenbar 

UDd  folglich,  weil  BugeDBcbeiDÜcb  S,^Vn=sS,^iin  ist, 
alio  otich  dem  Vorhergehenden 

,  i,A'»«=o,  :s,A*»-=», 

Nach  dem  Obigen  ist  femer 

*^  — ^.i»«-»' 
alflo  offenbar 

^•^-=j;^s;'  ^■•^-=5tin;;- *'«'".=s^,' 

d.  i.  nach  dem  Vorhei^;eheDden 

Weil  nun 

o.  s.  w. 
ist,  so  ist  offenbar 

JA'«» = JA'»-  -  J<^-J,  A'«-. 

n.  8.  w.        ^ 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

JA**»  =  <»,  ••■■ 
Ferner  ergielit  sich  am  den  fthigen  Glcichangeo 

n.  •.  w. 
alio  nach  dem  VorhergeheadcD 
\  J,A'*-  =  0, .... 

Endlich  erhält  msn  auch 
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U.   8.  W,  • 

Wegen  der  Gleichmtf^ 

ist  aber  offenbar 

und  folgrlicb,  weil  augenscbeinlicb  2,:^*ht,^<S'iA*'^'>  'st< 

^.«-„  =  1, 
also  Bicb  dem  Vorb  ergebenden  , 

^,A'«-  — 0 

Nach  i/tm  Obigen  iai  ferner  . 

._      A'» 

«lio  offenbar 

s.i'««'  *•*"— *,i'«.'  "'*"  — *',i'*-.' 

*•*-  — 5^'»«' 
d.  i.  nach  den  Vorhe liebenden 

^'■  =  0,  2,x\  =  0,  ^,»'„  =  0,  *,»'.=  I. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar. 
Man  kann  aber  ancb  nocb  andere  BedingBgleicbungen  finden. 
Weil  näBlich  nach  den  Obigen  befcanntlicb 

■st,  «o  ist  uffenbar 

^Ay»  =  ■2'yi.  — -«'i.S'y«. 
und  folglicb,  weil  nacb  dem  Vnrbergehenden 

ist, 

5A?»  — 0- 

Weil  ferner  nacb  dem  Obigen 

i*y=^  — «/^liy» 
Ut,  so  ist  offenbar 

-.AV-=^.Ay«  — ^."'»^.Ay«; 

und  folgticb,  weil  nach  dem  Vorhe^ebenden 
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Auf  ähnliche  Art  ist  nach  ikm  Obigen 
und  folglich 

.     i'A'yi. = ^'A  V- — ^k/Jj,  A'y«. 
2,A'yi.=:s.AV---^,'^ÄAV- 
■^»  A'y«  ^  -^i  A'y« — ■^»«'■S,  A*jft-  i 

also  ist,  weil  nach  dem  Obigeo 

^AV-^0.  ■2,A'yi'=ö.  ^«'-=0.  ^,»'-=0,  ^,«/„=i 

iat, 

SA'y-=o.  -.A'y-=o,  J,a'y,=o. 

Ferner  ist  oBch  dem  Obigeu 

A*y=A'y— «'^.A'y- 

folglich 

2'A*3fi.  ^  ■2A' jft.  —  ■2'»'»^,  A*y<i. 
5,A*y»^-2iA'jft«— ■^i»'»^tA'y»i 
J,  AV- = ^.  A'y-  -  ^.»'^.  A'y-. 
^.A'y»=-2.A>-^.v»:?.A'y„i 

also,  weil  Dach  dem  Vorb  ergeben  den 

5a'y-=o.  ^,4'yw=o,  ;s-,A'y-=0! 

ut, 

iA*y»=o.  5,A*y»=o.  J.A'y-^o,  ■S.A*y-  =  0- 

Wie  man  anf  diese  AH  weiter  geben  kann,  ist  klar. 

Die  Vortheile,  welche  die  in  diesem  Aufsätze  entwickelte  Inter- 
polationsmethode  gewährt,  hier  noch  liesondera  am  einander  zu 
setien,  halten  wir  für  völlig  überflüssig,  da  dieselben  zd  sehr  ganz 
von  selbst  in  die  Augen  springen.  Jedenfalls  bilden  aber  die  vor- 
her bewiesenen  Bedingnngsgleichungeo  ein  nicht  in  übersehendes 
Hauptmoment  bei  dieser  scliönen  Methode,  die  wir  den  Physikern 
zu  recht  häufiger  and  fleissiger  Anwendnog  empfehlen  möchten. 
Auch  hoffen  wir,  wie  schon  im  EingaDge  erwähnt  worden  ist,  bald 
seihst  eine  Anwendung  derselben  auf  einen  wichtigen  pbysikftliscben 
Gegenstand  ioi  Archive  mittheilen  zu  können. 
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m. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  a'^y'^-\-b'^x^^a'^h'^ 

auf  einlaclie  Weise  entwickelt  aas  der  Gnind- 

eigenschf^  v  +  v'^2a.  , 

Von 
Herrn  Dr.  Fr.  Heinen, 

DirBctor  der  lUalschul«  xu  DriH«ldorf. 


Es  aeien   in  unten  atebender  Fif^nr  JH  der  MittelpUDkl   einer 


niipse;    F,  F  ibre   Breonpankte,   FP^v,  FP=tf  die   aach 
'  lem  Punkte  7*  derselben ^zogeaea  Leitstrablenj  dt  »      • 

!   grosse  Axe  =2<*  gefällte  Perpendikel    PQ^y 

Q  der  gro 
Al»dann  ist 


einem  Punkte  7*  derselben  ^zogeaea  Leitstrablenj  das  von  i*  aof 
die  grosse  Am  =2a  gefällte  Perpendikel  PQ^y,  das  Stück 
MQ  der  grossen  Äxe  =.ar,   nod  MF ^^  MF  =iV  a*  —  b* ■=  e. 


PF'  —  FQ'^PF'—FQ', 
oder  PF*  —  PF*  =  /'«'  —  FQ*, 
oder  V*  —  t/*^{e-t- a:)'  —  («  —  jb)* 
oder  (»+(/)  {v  —  t^i^ie  .  of; 
■Im,  weil  v~i-t^:ssia  ist,      (1) 

.       ■'-■=^-   m 

Aua  (I)  und  (2)  folgt  »^tr-+.^.      (3) 
Es  ist  aber  aacb-  /7»=  \/FQ*  +  <tP* 


oder  »^l/(«-*-;a;)»-i-y»     (4) 
■itbio  wegen  (3)  nod  (4) 
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*  —  A*  statt  «■  setxt  und  redntirt 


IV. 

Trigonometrische  AaflösnDg  der  in  Bd.  I.  Heft  3. 
S.  319  behandelten  Angabe;  und  über  eine  Be- 
ziehung, welclie  zwischen  vier  Punkten,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  Statt  findet 

Von     . 

Herrn  Doctor  A.  R.  Lucbterhandt  . 

Gymnuiuin  lu  Königsberg  in  der  Ncamarit. 


Triffonunietriacbe  AiifliiBnng  der  in  Bd.  I.  Beft  2.  S.  219 
behandelten  Aufgabe. 

Es  sein  A  und  D  die  beiden  der  Laf^e  nach  bekannleo  Punkte, 
and  -die  beiden  andern  B  und  C  aus  den  beobaebteten  Winkeln 
ABDT=^ß,  ABC=:zu,  BCD=ir  und  ACO=8  ihrer  Lage  nach 
'zn  beitimmen. 

Denken  wir  wte  die  Seiten  de«  Dreieeka  ABD  nacb  beiden 
Seiten  hin  TerlKngert,  oo  wird  die  Ebene  dea  Dreieeka  in  7  ge- 
trennte Räume  aerle^.  Da  min  im  AHgeneinen  der  Punkt  C —  ab- 
sesehen  daTou,  doaa  er  auf  einer  Seite  dea  Dreiecks  ADB,  oder 
deren  Verlängerung  gelegen  ist  —  in  jedem  dieser  Räume  sich  be> 
finden  kann,  so  wären  7  verschiedene  Fälle  im  Kinzeinen  zn  be- 
trachten.  Dazu  kommt  noch,  dass  der  Punkt  if  auf  der  einen  oder 
der  andern  Seite  der  Linie  AD  liegen  kann,  um  nun  zu  ein«r, 
von  der  speciellen  Lnge  der  Punkte  B  and  C  unabhängigen,  atl- 

Eemein  trigonometrischen  Losung  der  vorliegenden  Angabe  xu  se- 
ingen,  ist  es  nolhwendig,  über  die  Richtung,  nach  welcher  hin 
man  die  beobachteten  Winkel  positiv  rechnet,  «ine  einfache,  onawei- 
dentige  Bestimmnng  zu  machen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  für 
jeden  dieser  Winkel  einen  Schenkel  als  den  ersten  an  and  denken 
nna  den  Beobachter  in  die  Spitz«  deaselben,  mit  de»  Geiicbte  baoIi 
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dar  OeffniMp  gMtellt;  liegt  »lidaiiii  der  andtre  ScLenkel  zur  lin- 
kcB  H«nd,  Bo  asll  der  Winkel  positiv,  nreDtlteilx  negaliv  genon- 
meii  werden.     Es  seiea  ddd  für  die  Winkel 

ABC=a,  ^BD=ß,  BCD=r<  ACD  =  3- 
beiiehlich  AB,  AB,  BC  uod  AC  die  ersten  Sclenker. 

Man  BieLt  sogleich,  dass  Alles  darauf  hinausläuft,  eins  der 
Dreiecke  ABD  »der  ACD  m  bettinmen;  wir  wälilen  das  erstere, 
nennen  9  den  Winkel  AßB  \mA  bemerLen,  dass  derselbe  mit  ß 
stets  gleiches  Zeichen  hat 

Aus  der  Betrachtung  der  Dreiecke  Erhalt  ibiid  alsdann  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

AB na  y         BC «in  (a  +  y  — <f)     BD  __  sin  y 

SB        sin  (f+A)'   ^B  s'"  (y  — *)     '   BC         sin  («+y  — fl' 

hieraus  * 

sin  (yH|^)__      sin  y  «in  (a-t-y— J) 
■in  7>  sin  (y  —  rf)  »in  (a-i-y—ßf 

and  weiter 

Bestimmt  man  noch  den  Hiilfswinkel  f  aus  der  Gleichung 

MI  wird 

««•«  »=.17X^1 '** 

und  ans  {A)  und  (B)  lässt  sict  nun  y  ohne  nlle  Zweideutigkeit 
finden.  Die  übrigen  Stücke  der  Figur .  ergeben  sieb  dann  ohne 
Schwierigkeit. 


(Jeber  eine  Bea^^bung,  welche  swischen  4  Punkten,  die 
in  einer  Ebene  liegen,  statt  findet. 

Suclit  man  die  Bedingangsgleioliun'g  dafür,  dass  vier  Pnokte, 
det«n  Ceordinaten  a:,,  y,,  %,%  <r,,  y^,  %ti  -^iiVtiVii  ^4>  ¥4,  «* 
sind,  in  einer  Ebene  liegen,  so  gelangt  man  bekanntlich  su  dersel- 
ben, wenn  man  in  die  aTlgeiBeine  Gleichung  der  Ebene: 

^.ar  +  Äy  H- Ci( -f- /»  =:  0 
fdr  die  Coordinaten  sc,  y,  x  nach  einander  die  Coordinaten  der  4 
Punkte  setzt,  also  die  Gleicbungen 

Ax^  +  By,  ■+■  C»,-»-/»^0, 

Ax^  -I-  Äy,  -4-  C»,  +  i>  =  0, 

^^,-f-Äy, -h  Ol, +/>  =  0, 

A^^~i~By^-t-Cst-t-I}=:0 
bildet    und    aus   denselben   die  GrBaseu   A,   B,    C,   D   eliminirt. 
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Fiibrt  man  diea  aus,  lo  ^Inogt  mun  za  einer  Gleicbno^  iwiBciieB 
den  CoordinsteD  der  (regebenen  4  Punkte,  die  wir  lu  nnsereiB 
Zwecke  unter  die  Porm 

;a?.Kff*». —y.«4) +($'»»%  — y4«.)  "**(?•*» —y»*>)l 

+  x,|(y,x,— y,«,)  +  (y,»4  — y,»,)  +  {y,»,— y,».)l 

=  ^.i{y,».  —  y.*.)  +  (yi«.— y,«,)+(y,*.  —  y,».)! 

bringen.  Nehmen  wir  nun  an,  dasa  das  zum  Grunde  liegende- Ca- 
ordioDtenaTstem  ein  rechtwinkliges  ist  und  betrachten  die  Prnjectio- 
nen  der  4  Punkte  auf  die  y%  Ebene,  bezeichnen  dieselben  mit 
(1),  (2),  (S),  (4)  und  setzen  voraus,  dass  {4)  derjenige  Punkt  sei, 
welcher  iunerhtlb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks 
A(l  2  3)  liegt,  80  kann  man  nach  bekannten  Sätzen  die  obige 
«  Gleichung  anch  «o  ausdrücken:  '     ^ 


A{2  3  4)  +  A(»  3  4)  -»-  A{1  2  4)  =:  A(l  3  3) 
ist,  ancb  folgendermaoaen : 

(*,-^»)A(2  3  4)-K^.-^.)A{i  3  *)-H^.-^.)Aa  «  4)=o...(2) 

Nennen  wir  nun  den  Punkt,  welcher  innerhalb  dei  von  den 
drei  anderen  Pnnkten  gebildeten  Dreiecks  liegt,  den  inneren  Punkt, 
so  können  wir  den  in  der  Gleichung  (1)  in  analytischem  Gewände 
anige druckten  Satz  also  aussprechen: 

Wenn  man  drei  Punkte  und  einen  innern  derselben 
auf  eine  beliebige  Ebene  projtcirt,  und  sich  die  Pyrami- 
den gebildet  denkt,  welche  einen  der  gegebenen  Punkte 
nnd  die  Projectionen  der  drei  anderen  su  Eckpunkten 
haben,  so  ist  diejenige  Pyramide,  welche  den  inneren 
Pnukt  zu  einem  Eckpunkte  hat,  gleich  4er  Summe  der 
drei  anderen  Pyraniuen. 
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V. 

Ueb«r  einen  Lehrsatz  aus  der  Wahrscheialich- 
keitsreclinnng. 

Von 
Herni  Uoctoi-  A.  R.  Lucht<>rliiin<lt 

Oberlehrer  am  G7mn«Eiiim  iii  Königsberg  in  iler  Ncnniark. 


'  PoisBOD  giebt  in  seinem  Lehrbuche  der  Wahracheinlidikeitsrecfa- 
BDDg,  S.  31  nach  dec  llebersetinn§;  von  Scbnnae,  für  die  Wahr- 
■eheinlicblLeit  II,  ai»  einer  Urne,  in  der  arsprünglicb  a  weisie  und 
b  schwarze  Kugeln  enthalten  siod,  in  ju  Ziehungen  m  weisse  und 
■  schwarze  Kugeln  in  einer  beliehigen  Ordnung  zu  ziehen,  wenn 
die  jedes  Mal  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die  Urne  zurück- 
gelegt wird,  den  Ausdruck: 

„__     1.2.» /<.1.2.8 a.l.a.8....A.1.2.8 (c— j") 

~  1.2.8 m.!A3 n.l.S.3 «.1.2.3 (a—m)l.2.%..,.(b-n) 

Mß~i)(/'-2).....(m^l) 

—  1.2.3 « 

„«<a  — l)(a-2) (a-m  +  l)6(i-l)(b~2) (A-w+l) 

'^  «(c-l>(c-2) (c-/*+l) 

worin  c  =  B-|-Ä  gesetzt  ist. 

Es  heiHst  dann  ebendaselbst  ia  der  Note:  „Nach  /t  Ziehungen 
von  «)  weissen  und  m  schwarzen  Kugeln  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit,  bei  einem  neuen  Versuche  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  von 

den  Zahlen  m  und  m  abhängig  und  =— r,  wo  a'^^a — '«)  und 
tf=:±c  —  («•  +  «).  Aber  für  eine  Person,  welcbe  bloss  wüsste,  dusa 
aits  der  Urne  /*  Kugeln  gezogen  sind,  aber  nicht,  wie  viele  weisse 
und  wie  viele  schwarze,  wäre  die  WahrKcheiiitichkeit  des  ^ug^s 
einer   weissen    Kugel    bei    einem    neuen   Versuche  von  der  Wnkr- 

scheiDlichkeit  -j-  sehr  verschieden ,  und  nach  einer  uns  eben  vwn 
F.  Hondesir,  ehemaligem  Schüler  der  Ecole  Poljterhniqne ,  mitge- 
theilteu  Bemerkung  ist  die  in  Rede  stehende  Wahrsclieinlichkelt 
von  den  Zahlen  m  und  »  unabhängig  und  wie  vor  den  Ziehungen 

=—."  PoiMon  bemerkt  dann  ferner,  dasB  Hondesir  in  dem 
Jonrnal-  der  Mathematik  von  Lionville  den  allgemeinen  Beweis  filr 
diese  Behauptung  bekannt  machen  werde. 
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Da  dud  gewiss  vielen  Lesern  des  Archivs)  gleicb  nir,  das 
Journal  von  Liomillß  nicht  zu  Gebote  steht,  so  balte  ich  es  nicht 
för  uDaDgemeasen ,  hier  einen  Beneis  für  die  Richtigkeit  der  obi- 
gen BchauptoDg  mitzutfaeilen. 

iemanj,  der  überhaupt  nur  weiss,  daas  aus  einer  Crne  mit  a 
ireissen  uod  It  scbworaen  Kugeln  (i,  !^iehun^n  stattgefunden  ha- 
ben, und  dass  Iteine  der  gezogenen  Kugeln  in  die  Urne  surückge- 
legt  wurde,  liann  offenbar  nnr  folgende  /*+!  Voraussetxungen 
über  dm  Herausgekammensein  von  weissen  und  schwanen  Kugeln 
mnclien.  Es  sind  nämlich  entweder  t*  weisse  and  keine  schwarze, 
oder  i* — 1  weisse  und  l  schwarze  oder  |U — 2  weisse  und  2  schwarze 

oder  endlich   keine  weisse  und  /»  schwarte  Kugeln  gezogen 

worden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  einer  dieser  Fälle  stattge* 
funden  habe,  bestimmt  sich  nach  der  obigen  Formel,  wenn  man 
darin  für  m  und  n  die  entsprechenden  Werthe  setzt.  So  giebt  die- 
selbe für  die  IVuhrscbeinlicbkeit,  dass  in  ju  =  m  +  m  Ziehungen  d 
weisse,  und  folglich  ft  —  i  schwarxe  Kugeln  gezogen  worden  sind, 
wenn  man  m=sd  und  n  =  (t  —  i  setzt,  den  Ausimick; 

mjl_/V-i)(/'-2) fJ-M) 

"W—  i.2_j (/i-rf) 

g(«-l)(a-g)....(a-J-H)^(A-l)(A-g) (J-/.+J-t-ll 

'^  e(e-l)  (c-2) (tf-^-M) 

Wenn  das  Ereignisse  dem  diese  Wahrscheinlichkeit  entspricht, 
eingetroffen  wäre,  so  blielien  in  der  Urne  überhaupt  f* — e  luigelo, 
und  darunter  a  —  d  weisse,  uod  es  wird  folglich  die  Wahrschein- 
lichkeit, bei  einem  ueuen  Zuge  eine  weisse  Kngel  zu  erhalten, 
durch  den  Quotienten 

a — (f 
e-/x 
ausgedrückt.     Die  Wahrscheinlichkeit  Il'^i),  dass  diese  beiden  Er- 
eignisse zngleich   eintreffen ,    bestinimt  sich   bekanntlich  durch  das 
Prodnct  der  Wahrscheinlichkeiten  der'  einzelnen  Kreignisse,  oftd  ist 
demnach 

"W—  1.2.3 (/<  — <f) 

M<l-I)  (<l-V....ia-<')  Hi-I) (i-„  +  J- 


.  •  -   (^) 

Setzt  man  nun  bierin  nach  einander  S^fi,  /*— 1,  /i — 2.. ..2,  1,0 
und  nimmt  die  Summe  dieser  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich  offenbar 
der  Ausdruck  für  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  die  wir  mit  W 
bezeicbneo  wollen,  und  es  ist  also: 

W=n'{ft)~i-lT(^-l)+n'(f*-%)  + -|-Ä'{l)-|-/7'(0). 

Bevor  wir  nun  die  Wertbe  der  IT  einsetzen,  wallen  wir  noch 
bemerken,  dass  die  Formel  (^)  für  cf=^  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  und  dass  man  in  diesem  Fülle  ßir  die  beiden  darin 
Torko atmenden  Ausdrücke 

'"'":"!s:zl-^'— "»"  «(«-i)(»-2)....(»-^+j+i) 
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die  Einheit  nebmen  mues.     Mit  Hücluiciit  hiereuf  erhält  i 
unter  Absonderung  des  gemeinscbaftlicben  Foctot«' 


™— «(«-D  (<!-J)....(<:-rt' 
für  die  gesncbte  Wabrecbeinlicblceit  FF  den  AuBdrncli 
»'=*)(.-l)  («-J) (.-rt+rto^l)  («,-S)....(,t-ft+l)4 

+  <'*?fi^("-I)(«-2) («-;»  + 2)  «(«-!) 

•*-'^.'a!'r°'(°~'"»-2)--(»-|M-3)i(fr-l)(^2) 


+  «(«_I)(»-2) («  —  ,.  +  1)1. 

Bedenlft  man  nun,  dass  für  a  +  ^  =  ;'  die  beltannte,  auch  van 
foisBon  a.  a.  0.  enröbnte  Relation 

rO— 1)0—2) &•- M-l)=«(a-l)  (.-2) (»-/i-t-l) 

+;u«<o-l)  (a-2) . . . .  («-M-2)|! 
+'^¥t^  »("-D (»-(H-3)  W-1) 


+  I^W-1)  (C-2) (/!-(.H-2) 

+  W-1) (I«-|»+I) 

statt  findet,  und  dass,  wenn  man  darin  a  =  s — I,  ßr=6,  also 
}'  =  c  —  1  satst,  die  rechte  Seite  gleich  der  Grösse  ist,  womit  in 
unserem  Ausdrucke  frir  W  die  Grösse  ^  m  multipliciren  islj  so 
ergiel>t  sich 

W=ja{e~l)(c.-2) ic-ft}, 

QDil  Trenn  rnsn-fiir  Jf  geinen  Weilli  einsetzt,   . 

>F=7, 
wait  bewiesen  nerdeo  Kollte. 
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VI. 

Vom  Kapitalisiren   der  Zinsen   im  Laufe   des 
Jahres. 


Herrn  Doctör  Rudell 

lu  Berlin. 


Ist.;?  der  jährliche  Zins  eioei  Tbalers,  so  nennt  man  rT=l>4-^ 
den  Zinsfiiss,  und  ein  Kapital  K  geht  am  Ende  des  Jahres  darcli 
das  Hinzutreten  der  Zinsen  in  JCr  über,  so  dnsB  maa  den  Zinsfuss 
als  denjenlgeD  Faktur  betrachten  kann,  mit  welchem  man  ein  Ka- 
pital A  zn  mnltipliciren  hat,  um  den  durch  dag  Hinzutreten  dei 
Zinsen  Lervorffegansenen  Werth  desselben  am  Ende  eines  Jahres 
au  erhalten.  Nach  demselben  Ziusfusse  geht  das  Kapital  K  \a  m 
Jahren  in 

(I)  K^=Kr-' 
über.  Diese  Formel  gilt  zwar  zunächst  nur  für  den  fall,  wo  die 
Zinsen  am  Ende  eines  jeden  Jahres  zum  Kapitale  geschlagen  und 
für  die  fernere  Dancr  des  Geschäfts  verzinst  werden;  kano  aber 
auch  auf  die  Kapitalisirung  der  Zinsen  jedes  beliebigea  andern 
Zeitintcrvalls  angewandt  werden,,  wenn  man  unter  )m  die  Anzahl 
dieser  InterTalle  und  unter  r  den  einem  solcheo  Intervalle  zukom- 
menden Vermehrungsfaktor  versteht. 

Nimmt  man  demzufolge  an,  dass  s'  der  —  jährliche  Vermeh- 
rungsfaktor ist,  und  dass  das  Kapilalisireu  der  Zinsen  von  —  xu 
—  Jabre  geschiebt,  so  ist  der  en tspreche od e  jährliche  Vermehrungs- 
faktor 

Will  man  diesen  mit  dem  Zinafusse  r  dergestalt  vergleichen,  dass 
die  zu  Grunde  liegenden  Zinsen    beider  der  Zeit  nscn  proportional 

werden,  so  hat  man  «'=1  -| zu  setXen,  wodurch  sieb 

(3)       r'=(l+^)" 
ergiebt. 


D.q.tizecbyGoOglc 


Dieter  Auidrack  wird,  seiner  Bedeulungr  bbcI),  bffeabar  mit  m 
wacbHen,  weil  akdana  um  so  öfter  Zioa  von  Zioa  i^DommcD 'wird; 
nai  aolcbea  aber  ans  der  Formel  seibat  deotücber  faervortrcteu  zu 
laisen,  als  es  unter  ihrer  {gegenwärtigen  Gestalt  gescbieht,  und 
xagleicb  <lie  Grenze  deli  Wachttbuma  zu  findeü,  entwickele  man 
den  Ausdruck  rechtB  nacb  dem  binomiscben  Lehrsätze.  Hierdurch 
ergiebt  sieb 


i)  0-=) 


wo  offenbar  die  Suhtraheuden  — ,  — ,  —  u.  s.  w.  um  so  kleiner 
werden,  je  grösser  m  wird,  woraiiB  hervorgeht,  dass  jedes  einzelne 
Glied  der  Reihe  und  demnach  auch  r'  mit  m  zugleich  zunimmt. 

Setzt  mau  voraus,  dass  die  Zinsen  von  Augenblick  zu  Augeu- 
blick  fallif;  und  zum  Kapitale  geschlagen  werden,  so  erhSIt  man 
offenbar  den  möglich  grüssten  Werth,  den  der  jäbriiche  Vermeh- 
rongsfaktor  zu  erreichen  im  Stande  ist.  In  diesen  Falle  wird  man 
aber   das  Jahr  in  unendlich  viele  Interr&De  zerlegt  denken  müssen 

und  «i=xgo    zu   setzen,  ^   "^i   '^  ^-  ■■  ^-  sisu    als    Null    anzu- 
sehen haben,  so  dass  sich 
(4,    „.  ^=,+(,_„+EfJ!+fc^-HJ!^,  +  .... 

ergiebl.  Obgleich  man  aus  der  Analysis  weiss,  daaa  für  die  Reihe 
rechts  die  Poteaz  f—^,  wo  «  =  2,7182818...,  gesetzt  werden 
kann,  so  nag  die  Eiitwicli.elung  diifiir,  da  sie  sich  leicht  aus  dem 
vorhergehenden  ergiebt,  hier  nachfolgen. 

Kehrt  man  nänlich  xur  Gleichung  (3)  zurück  und  bringt  die- 
selbe unter  die  Form 

so  siebt  man,  dass  die  Potenz  rechts  mit  der  in  (3)  übereinstimmt, 
wenn   man  hierin   r — 1^1    und  ■•  =  — ;-|  setzt.     Da  nun  . 

mit  m  zugleich  anendlicb  wird,  so  ergieht  sich  nach  (1) 

lim.  P'r'=  2  +  J-I5  +  f-i-,  +  f-jij-j  +  .  .  .  =  ,, 
also  wie  vorher, 

(5)       lim.  r- =»'-'. 

Ist  jetzt  der  —  j&hrliche  Vermehrnngsfaktur  «^,  setzt  man  bei 

demselben  aber  voraus,  dass  zwar  auch  die  Zinsen  alle  —  iahrc 
fällig  werden,  dass  dieselben  jedoch  bis  so  Ende  des  Jahres  nur 
in  einfacher  Verzinsung  genutzt  werden  können,  so  erhält  mau  den 
jährlichen  Termehmng Faktor  auf  nachstehendem  Wege : 

Am  Ende  des  ersten  Termins  erhält  man  von  jedem  Thaler 
die  Zinsen  «" — 1;  diese  giebt,  nacb  der  Voraussetzung  der  eio- 
fucfaeo  Verzinsung  bis  zu  ICnde  des  Jahres ,  fiir  die  noch   übrigen 


.,C(iog[e 


für  deo  Iten  Termin  .  .  .  «"— 1-|-(m— 1)  («r— 1)>,  ebenso 
•       .     Htsa        -        .  .  .*"— l-+-(i.  — 2)  (»"— l)», 

-  -     3ten       -        .  .  .  »"— l  +  (i»  — 3)  (y  — 1)», 

-  -     4ten  ...  *'— H-(„  — »)  (*"  — 1)», 

u.  I,  w. 
belrageo.     Also  belaufen  sieb  am  Ende  des  Jnlires  «immtlicbe  Zin- 
sen  nad  ZwiBcbenzinsra  eines  Thalera  unter  der  genacfaten  Vor- 
ansietzuDg  auf 

«(•''-l)-l-i(«.-l)  +  (-»-»)  +  (--3)--t-...  +  l|  (*"-!)', 
4.  b.  anf 

Vügt  man  daher  zu  diesen  Zinsen  noch  1  hinzu,  so  einlebt  sich 
für  den  jährlicbeo  Vermebrnngsfaktor  r-,  die  Gleichung 

(6)     r,  =  !+«(•"- 1)  |l+<"-'y'"-"|. 

Nimmt    mau    »"^IH — — ,  A.  h.    werden    wiederum    die  — 

iäiirlichen  Zinsen  den  dem  Zinsfusse  r  entsprechenden  jährlichen 
Zinsen  der  Zeit  nach  proportional  gesetzt,  so  erhält  man  statt  der 
leliten  Gleichung  die  Formel 

(7)r"  =  r  +  i(l-^)(r-l)', 
welcher  Ansdruck  mit  m  zugleich  wKchct,  und  für  m=soo 

(8)     MBir-  =  i(»-»  +  l) 
giebt. 

Vergleicht  mau  den  Werth  von  r"  mit  der  «beo  fiir  r'  geflio* 
denen  Reihe,  so  sieht  man,  dass  jener  Werth  die  beiden  ersten 
Glieder  dieser  Reihe  bildet^  und  aiHn  beide  Vermehrungsfaktoren 
nur  wenig  von  einander  abweichen  werden,  unil  zwar  nm  so  weni- 
ger, je  kleioer  der  zu  Grunde  gelegte  Zinsfuss  r  angenommeD 
wird.  —  Für  jeden  beliebigen  Zinsfiisa  r  werden  aber  beide  Ver- 
mehrungsfaktoren   r'  und    r"  einander  gleich,    wenn    man    aa^S 

setzt,  weil  alsdann  r"=:r  +  i(r  —  l)'=(^^)»  =(l-|-^^)» 
wird.  Diese  Gleichheit  hat  darin  ihren  Grund,  dass  sieb  für  diesen 
Fall  r'  und  r"  ihrer  Bedeutung  nach  gar  nicht  ron  einander  nnter- 
scheiden,  indem  beidit  daraus  faerrorgehen,  dass  die  Zinsen  eines 
Thalers  vom  ersten  halben  Jahre  wiUirend  der  zweiten  Hälfte  des 
Jahres  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

Soll  umgekehrt  der  — -  jährliche  Vermehrungsfaktor  gefanden 
werden,  wenn  der  jährliche  gegeben  ist,  nnd  die  Zinsen  von  Ter- 
min zu  Termin  kiipitnlisirt  werden  anllen,  so  ist  die  Gleichnng  (2) 
nach  *'  unfzulösen,  wodurch  man 


D,g,t,zecbyG00g[c 


(«)    .'=l/r 
cHi&lt,  weDD  nan  r  statt  r,  ut%t.    BieranB  folgt  aber 
•'-l  =  l^l+(r-l)-l 

also,  Iwi  Jer  Kleinheit  von  r — 1,  #' — !■<;  ,  d,  U.  die  —  jäbr- 

licfaeD  Zinsen  sind  in  dieaem  Falle  kleiner  als  die  den  Zinsfoaae  r 
sngebSriRen  ZiaaeD  fiir  dieselbe  Zeit. 

Willman  aUlt  der  Formel  ($)  einen  hinlänglich  geganen  Nähe- 
magawerth  ohne  Warzelzeiehen  aetsen,  lo  nehme  man 

wo  X  eine  sehr  kleine  ftnantitäl  bezeichnet,  a  und  b  aber  derge- 
stalt bestimmt  werden  sollen,  dass  der  angenommenen  Gleichung 
ao  viel  als  möglich  Cenilge  geleistet  werden,  und  das  Zeichen  = 
andenteo  soll,  dass  nur  von  einer  Annäherung  die  Rede  ist.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

* -*- ^ = (r$^)* — <* + '^>"  (1 + *^>"" 

Bei  der  voraaigeaetsten  Kleinheit  von  a  wird  man  also  der  Wahr- 
lieit  am  nächsten  kommen,  wenn 

«(«— Ä)=i  und  2lr:5„,  _^.^_^2:!±2!i._o 

gesetzt  wird,  weil  dabei  nur  die  dritte  und  die  bSheren  Potenten 
von  X  nnberäcksichtigt  bleiben.  Statt  der  »leiten  Gleichung  .kann 
man  aber  schreifaen  -^  («  —  ä)*  —  -r-  («'  —  b*)  =  0,  d.  h.  mit  Be- 
rück sichti  gong  der  ersten  Gleichung  a* — £*:= —  oder  wenn  man 
durch  « —  *^^  dividirt,  0-t-&^l,  so  dasa  also  « ^ ■  j^— 
und  4^-^-,  folglich 

folgt 

Von  der  aogenäberten  Richtigkeit  dieser  Gleicbnog  kauo  man 
sieb  auch  a  posteriori  überi'eugeti,  wenn  man  beide  Seiten  dersel- 
ben nach  l'otenzen  von  a:  entwickelt,  wodurch  man 
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2»*-i-(OT-Hl)j: ,  _L^^i      m—l  /ic  (m  — 0(«w  — I)  ,«i, 

(M-I)(M  — 1)  (w-1)    a:  ' 

S      ^  ^m'    "*■■■■ 

also  <Iurcb  Subtraktion 

et  hält,  worauB 


folgt. 

Will  mao  dieae  Forme)  auf  die  Glelchuug  (9)  unweuden,  ho  hat 
man  ar  =  r  —  1  zu  setzen,  und  erhält 

Ml»     .,_2«'  +  (in  +  l)  (f  — 1)    „.»         M«  — 1   /■  — 1^, 


Ist  der  —  jährliche  Vermekruugsfaktur  au»  dem  gegebeaeo  jähr* 
liehen  für  den  Fall  zu  Goden,  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins 
bis  zum  Schlüsse  des  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen,  aa  hat 
man  die  Gleichuog  (6)  nach  s"  uufiultisen.  Setzt  man  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  wiederum  r  statt  r,,  so  führt  die  ebengenaunte 
Gleicfinng  vermittelst  einer  einfachen  Reduktion  auf 

-I)       ' 
-I) 
und  gieht  also 


wo  abec  in  nnserm  Falle,  wo  «";>  I,  nur  das  positive  Zeichen  ge> 
nomnen  werden  darf.    Demzufolge  erhält  man 


(12)     y-l=;^f-l  +  )/H-J(l-i)(,-l)| 

oder  mit  Anwendung;  von  (10),  wenn  m;^2  und  .r==2{l )(r — i) 

geietzt  und  redneitt  wird. 
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(«)  ••- '  ^    .-  ■ ,    ■  ■>"'■  <('V)-  (Vf. 


w»  »" —  1<  und  die  Diff,  deshalb  nit  ^-;_  ■  nultiplicirt  ist, 

weil  «" — 1  diesen  Faktor  h«t,  so  dnss  «'s«"  ist 

Man  Jtnnn  diese  Formel  auf  folgenden  könero  Wege  findeo, 
wenn  man  die  iDkünseqoeos  sulaiaen  will,  für  einen  nad  denselben 
Zeitranm  swei,  wiewolil  nur  sehr  wenig  verschiedene  Vemehnings- 
fsktoren  anznweDden : 

Ist  «"  der  —  jährliche  Temehmngsfsktor  und  r  der  entspre- 
chende Ziosfnss,  so  wird  ■  — —  wenig  verschieden  sein  von  »■ —  1, 
i'edenfslls  «Is  ein  Näbernnaswerth  des  letztern  «ngesefaen  werden 
LSnnen.     Wird  daher  die  obige  quadratische  Gleichung  Auf  die  Form 


#"-!=- 


gebracht,  so  kann  mmi  rechts statt  s" — 1  setzen,  und  erhält 

dann  für  <"  den  unter  (13)  Btebendei)  Ansdrnck. 

Will  nan  ans  dem  g^ebenen  jäbrlichea  Vermehrungsfaktor 
deo  entspTecbenden,  d.  b.  denjenigen  Zinsfass  finden,  dessen  Zin- 
sen den  Zinsen  des  gegebenen  Vermebrungsfaktors  der  Zeit  nach 
proportional  sind,  so  liat  man  für  den  Fall,  dass  der  Vermehruogs-' 
nktor  von  Termin  so  Termin  nscb  Zins  und  Zinsessinsen  genom- 
men werden  soll,  die  Gleichung  (3)  und  für  den  Fall,  dass  beim 
gegebenen  Veruehrungsfaktor  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  bis 
snn  Ende  des  Jahres  nnr  einfache  Zinsen  tragen,  die  Gleichung 
(7)  nach  r  aafzulösen. 

Aus  der  erstem  der  beiden  genannten  Gleichungeo  findet  man 

«der  mit  Anwendung  von  (10)  noch  einigen  leichten  Reduktionen 

(15)    r^ f ,  Diir.<^(l-^)(r'-l)', 

wo  för  die  Differenz  eine  ähnliche  Erinuernng  gilt  wie  bei  (13). 

Ans  beiden  Ausdrücken  sieht  man,  dsss  r  abnimmt,  wenn  m 
wächst.     I]m    die  Grenze    dieser  Abnahme    so    finden,    setse    man 

\^r'=\\-\-{y — llj""  und  entwickele  diese  Potenz  nach  dem  bi- 
nomischen Satze.     Hierdurch  findet  man 


r=H-(,'_l)-(l_^)  i 

also  für  fls^Qo 
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(16)     |l.,,=H-(,'_l)_i(r'-l).+j(r--l)'-«r--l)'+.... 
wofür  mab  bekanntlich 

lim.  r  =  i-i-i».r' 
setzen  kann.     Dieser  Werth  fnr  lioi.  r  hätte  sich  auch   uamittelhar 
ergeben ,    wenn    man    die   hierbergeLSreude  GleichoDs'  fö)  nach   r 
nnfgelÖBt  hätte.     WiH  maa  in  der  Praxis  deo  natürlicfaeD    Loga- 
rithmus mit  dem  gewöhnlichen  vertaaschen,  so  hat  man 

zu  setien  und  erhält  alio 

(17)    Hm.  r=:  1+2.  3025851  X  log  r*. 

Verlangt  man  statt  dieaea  Angdrocka  einen  bequemeren,  so  bat 
man  in  (15)  ~  =  0  ta  aetxen,  and  findet  dann  (olgeoden  hin- 
reichend genanen  Nähernngswerth 

(18)    lim.  r  =  5^,  Diff.  <i(r'-l)", 

für  TTeiche  Formel  aidi  der  ZiManraenhang  mit  (10)  sogleich  er- 

JK  — 1        ^^.S(,'_l)      ...  .  ^       ,  . 

gieht,  wenn  man     .  ^  'it'-i.'lr'"~i)  ■•^"'*'"')  "■•  **"  lotitera 

Quotienten    durch   gewShnliche  DiiriaioD    io   eine  unendliche  Reihe 
verwandelt. 

Zur  AnflSsoDg  der  Gleidinng  (7)  gebe  man  ihr  vorher  die 
Form 


^  folgt,  indem  wiederum  wegen  r>-l  uur  dai  positive  Wurzelzeichen 
genommen  werden   darf.t  statt  dea  eben  gdiindflnen  Werths  kann 


oder   mit   Binzusiehung   von    (10),    wenn    man    hier    a>=:2   und 
x=s^l  —  ~)  (r^— 1)  aetat  und  reducirt,  ' 


(«0)    r  = ^ -,  mff.  <-i-  C^)'  (r"-  !)■. 


2+(S- 

-i)(>'-l) 

»i(r.<|(?! 

~2  +  (l 

-i)(>'-l)' 

Mxt 

1  _ 

mn     ^ 

:0,  m  etbUt 

•HD  am  (19) 

(21)     lia.  r: 

=  l/V-l 

=,  Cdogle 


kad  nabernngsweise 

m    II..  re^^,  Dil.  <-!■  (. 1)", 

wie  es  der  Formel  (8)  ^emÜBs  ist. 

Endlicb  sieht  man  aus  den  Formelo  (15)  und  (20),  dsss  die 
beiden  Näbernngswerthe  von  r,  respcctive  id  r'  Und  r"  ausgedrückt, - 
niteinauder  ubereiastimineii,  so  dass  »lao  io  allen  den  FäSen ,  wo 
jene  NäbeniOftswerthe  ßir  hinreichend  'erachtet  werden,  bmdc  Ver- 
BehrDDf^BctoreD  nicht  von  einander  verschieden  sind. 

Aus  diesen  U n I ersuch nn gen  geht  berror: 

1)  Dasa  dem  Zinsüisse  r  zwei  zu  samm  cd  gesetzte  jährliche  Ver- 
mehratigsfactoren  r*  and  r^  eotapreoben,  bei  -Welchen  beiden  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die  Zinsen  schon  im  Laufe  des  Jahres  in  glei-  ' 
eben  Zwischenräumen  zum  Kapitale  geschlagen  werden  and  Zinsen 
tragen;  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termine  der  Zeit  nach  propor- 
tional den  zum  Zinsfusse  r  gehörigen  Zinsen  sind ;  dass  aber  bei 
dem  Vermebrungsfuktor  r'  von  Termin  zu  Termin  nach  Zinseszin- 
aen  gerechnet  wird,  wahrend  bei  dem  zweiten  Vermehrungsfektor 
r"  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  während  der'  übrigen  Pauer  des 
Jabres  nur  noch  einfache  Zinsen  tragen, 

3) '  DasB   der  Zinafnss  r  drei  teminlicbe  Vermehmngarsktorea 

«=xl-^' ,  /  und  #"  nnter  sich   hat,  bei  welchem   die    sug;e- 

hSrigen  terminlicbeo  Zinsen,  der  Zeit  nach  proportional  den  dem 
ZinsTUBse  r  zugehörigen  Zinsen  sind,  welche  aber  alle  drei  den 
jüfarlichen  Zina^ss  r  oervorbringeD,  und  zwar  der  erste  t  dadurch, 
dass  man  wahrend  der  ganzen  Dauer  des  Jahres  nur  nacb  eingehen 
Zinsen  rechnet;  der  zweite  «*  dadurch,  dasa  man  Ton  Termin' zu 
Termin  nacb  Zinseazinsen  rechnet,  und  endlich  der  dritte  f*  da- 
durch, .data  man  zwar  für  die  Zinsen  eiset  jeden  Termin«  wiederum 
Zinsen,  aber  fiir  Jede  Rate  während  des  noch  folgenden  Theils  des 
Jabres  nur  einfache  Zinsen  rechnet. 

Endlicb  ist  ersichtlich,  dnss  für  die  im  Laufe  eines  Jahres  fäl- 
lig werdenden  Zinsen,  noch  viele  andere  Arten  der  Benutzung  an- 
genommen, namentlich  fiir  die  Zinaeszinsen  ein  anderer  Zinsfnas 
als  fir  die  Zinsen  des  Kapitals  zu  Grunde  gelegt,  und  danach  die 
entsprechenden  Vermehrnnggfaktoren  berechnet  werden  können. 
Diese  SticbnutH^en  werden  sich  aber  ihrem  Gange  nach  nicht  we- 
MBtlieh  von  den  vorbe liebenden  unterocheiden  und  soIIbd  daher 
für  jetzt  unerörtert  gelassen  werden. 
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vn. 

Ceber  die  Theorie  der  Elimination. 

Von 
dem    Herausgeber. 


Erste  AbhandlDOg^. 

••  * 

(He  .in  neneater  Zeit  von  einigen  auBgezeicfanetea  Hathemati- 
kero,  insbesondare  von  Caucby,  Syiveater,  Richelot,  Sar- 
TUt,  Teröffeutlieliten  UnterBucliuDffeD  über  die  Theorie  dec  Elimi- 
natioD  mit  aöglichatsr  Deolliclikeit  und  VolJBtäadi^keit  danustel- 
len,  ist  der  zWeck  einiger  AbliaadluDgen  über  diesen  wichtigen 
Gegenstand,  welcbe  van  jetit  an  in  dem  Arcbive  nach  und  nacb 
erscfaeinen  werden,  and  von  denen  die  erste  hier  vorliegt.  Diese 
llntersDchuDgen  betreffen  xwar  sämmtlich  nur  die  Elimination  der 
unbekannten  firosBen  ans  Gleichungen  höherer  Grade;  die  Deutlich- 
keit und  der  ZusnmneDbang  scheinen  uns  abrr  zu  fordern,  dasa 
wir  noiere  Daritellupg  mit  einer  altem  DntcrRUcliung  Cauchy's 
über  die  Elimination  der  unbekannten  Grössen  aus  tileicbungen  des 
ersten  Gradei  oder  sogenannten  linearen  Gleichungen,  die  nicht  su 
bekannt  geworden  und  so  viel  Beachtung  gefunden  eu  haben 
scheint,  wie  sie  verdient,  beginnen,  und  wir  wollen  daher  Jetct  so- 
gleich zu  diesem  Gegenstand«  übergehen. 

«.2. 
Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehnen,   dass  zwischen  den  u  un- 
,  bekannten  Grössen 

x,  y,  »,  .  ■  .  v,  v 
die  folgenden  m  Gl«cbungen  des  ersten  Grades: 

O.iT  +  ÄoJ/ +  «»■+••■+ «*o»*  +  ^0»  ^  *•■' 

Ä,aT+Ä,y  +  c,*-f-...-»-g',w  + *,»  =  *,. 
a^ar  +  6,y+c,»  +  .  .  .+g,u  +  A,v  =  A„      , 

n.  8.'  w. 
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«DJ  ^g<  C„,  .  .  .  go,    kf,  ka  ; 
Oll  ^11   <'!)■••  8*1)   A,,   ilfi 

^ii  bfi  "■■■■■  g%i  ^i<  ^1  i 
a„  3,,  C),  .  .  .  ^,,  A„  kf  i 

U.  8.  W. 
«h-Ij  *it-l,   Ca_i,  .  .  ,  ffn-I,  Ä«_-l,  *«-! 

RäDimtirch  bekannte  GrÜBsen  bexeichnen,  gegeben  seien,  avcA  ilaas 
ans  diesen  Gleichungen  die  in  Rede  Btehenden  n  unbekftnolen 
Groaaen  bestimmt  werden  sollen,  wobei  es  zuerst  vorzüglich  auf 
den  Beweis  des  folgeudeo  I^ehrsatzes  uukammt. 

».3. 
Ijeh-tat*.    Wenn  a,  £,*«,  «^...j^,  j(  beliebige  ungleiche 
Grfissen,  deren  Anzahl  m  sein  mag,  bezeichnen,  und 
A=    {l-a) 

y{d-a){d-b)(d~c) 


y.{h-a)(h  —  d){h-<i){A-d)...{h-g) 

fesetzt  wird;  so  Sndert  das  Produet  P^  jederzeit  sein 
orxeicben  ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  andern, 
wenn  man  kwei  beliebige  der  Grössen  a,  b,  e,  .d, . . .  g,  A 
gegen  einander  vertauscht. 

Beweis.    Dbbs  dieser  Satz  fnr  «=2  gilt,   erhellet  anf  der 
Stelle  ans  einer  blossen  Ansicht  der  Gleicbang 

Ehen  so  leicht  erhellet,  dass  derselbe  für  «»  =  3  gilt,  wenn  m»n 
mit  dem  Proilncte 

P,=(S-»)(c-.)(<.-4)  , 

die  Prodacte 

(«-»)  (.c-t)  C'-'). 

(«-<.)(«-•)(*-"). 
welche  aas  jenem  durch  Vertauschung  vou  a  und  ff,  a  und  e,  b 
und  e  gegen  einander  herrorgeheD,  vergleicht.     Kanu  man  nun  be- 
weisen, dass  der  Satz  für 


X(i-«)  (•-»  (.■-<:)  li-J)...{l-g)  ((- 
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gilt,  weon  er  fgr        r 

X(c  —  ä)  (c— *) 


X(Ä-«)  (Ä-Ä)  {A-c)  {A-d)...(A-g) 
giU,   so  wirti  fleine    allgemeiae  Gültig;keit  aUHser  Zweifel   g«ietzt 
aeiD,     Dies  knnn  aber  auf  folgeade  Art  bewiesen  werden. 

TertauBcht  naD  in  JVf.i    zwei   Elemente    ge^en    einaDder,   ao 
kSonen  dies  snerst  zwei  in  der  Reibe 

a,  &,  c,  d, . . .  g,  h 
vorkommende  Elemente  aein.     Werl 

fl^=A('-«)  (•■-«)  (<-«)  (i-rf). .,((-,)  {'-!•) 
ist,  /*„  nach  der  Voraoaselzung  in  diesem  Falle  aein  Zeichen  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Wertb  zu  ändern,  und  das  Product 
(J_,)  (i-ij  ((_.)  (i_rf)...(i_8.)  (i_/) 
in  diesem  Falle  offenbar  vöHiff  nngelndert  bleibt,   so  ändert  JVh 
sein   Zeicben    ohne    seinen    Werth    zu    ändern.      Die   vertauachten 
Elemente  können  aber  ancb  irgend  eins  der  Elemente 

a,  &,  c,  d, . . .  g,  h 
nnd  das  Element  •  sein.  Nehmen  wir  nun  %.  B.  od,  daaa  man  die 
Elemente  d  und  i  ge^a  einander  vertauscht  habe,  wobei  der  All- 
gemeinheit des  Beweises  dnrchauB  kein  Eintrag  geschieht,  da  man 
sogleich  übersehen  wird,  daaa  aich  derselbe  in  jedem  andern  Falle 
eben  so  fähren  lässt;  lo  wird  ana  P,t^\  das  Product 

«=(«-•)   . 

X((-«)  (i-«)(i-c) 

x(« -•)■(« -«)(«-»)  («-•■) 

Xl/-i)  (/-»)  f/-c)  if-i)  (/-«) 


X(*-»)  (i-i)  «-«)  (^-O  W-«). ..(*-«•) 
X(i-«)  id-l)  W-«)  (d-i)  (d-t) .  ..(d-g)  id-Ä) 
eHialteD.    Db  die  Anzahl  der  Fectoren  des  Products 
(«-■■)(/-')■••(■*-■■) 
Xld-i}ld-.)(d-/)...{d-i) 
ofienbar  ungerade,  nnd  folglich 

(«-*)(/■-')■■(*-•) 

X(rf-  i}  (rf-  e)  (i-/) . . .  (rf_  i) 

=       -(i-.)  ((-/)...((-*) 

Xli—d)(e-d)i/—d)...(t  —  di 
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ist;  80  üt  Dach  den  Obigeo 
e  =  -(4-») 

X<i— )(.-«)  (i-o) 
X(«-«)  («-»)(«-«)((-«) 
■Kl/—)  (/-«)  C/-«)  (<-/)  (/-•) 

X(.i-.)  (*-«)  («-O  ((-<)  (4-„)...(«.-g-) 
X.{<l-'-)(ä-i)  (rf-c)  (i-i)  (.-rf)...(«— rf)  (i-i) 
=  -(*-.) 

X(. —)(.-*) 
X(i-«)  (i<-^«)  (<(-«) 
X(.-«)  (.-*)(.-«)  (.-,"() 
XC/-«)  (/-*)  C/-">)  C/-««)  (/-«) 


X(<-»)  (<-«)  (-1-e)  (<->')  (^-'j-'-C*-«-) 
X((-.)  ((-«)  ((-c)  ((-i)  ((-.).. .(.-y)  (*-«), 

d.  i.  Q=t:  —  Pn+i,  voraus  sieb  ergiebt,  dass  Mich  in  diesen  Falle 
Ä-f-l  MIX  Zeichen  ändert  ohne  seinen  absolnten  Werth  za  ändern. 

Hierdurch  iqt  nun  ToUatändig  bewiesen,  dass  der  Satz  für 
J*a-t4.  fp\t,  wenn  er  für  J'n  g>Ui  und  daher  jetct  seine  allgemeine 
Gültigkeit  dargethan. 

Anmerkung,  Wenn  unter  den  Grössen  a,  b,  c,  d,...g,  h 
gleiche  Torkommen,  verschwindet  das  Product  P^,  nnd  verschwin- 
aet  anch  jederzeit  dann  noch,  wenn  man  swei  beliebige  der  in  Rede 
stehenden  Grössen  gegen  einander  vertauscht.  Man  kann  daher' 
auch  in  dem  Falle ,  wenn  unter  deu  Grässen.  a,  b,  c,  d,.  .  .  g,  h 
gleiche  vorlcominen,  den  vorigen  Satx  als  gültig  betrachten,  weil 
0:^  —  0  ist. 

*.  4. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  von  Jetzt  au  bloss 
P=(4— ) 

X(«-.)  (c-i) 


X(i-«)  (i-«)(i-e)  (*-rf)...(«-ir) 
Mtsen.    Die  Glieder,  ans  deeeo  dies  Product  besteht,  wenn  nao  es 
rollstäDdig  eotwiclcelt,  haben  sSrnmllicb  die  Form 

Mtt-btiü  ...gW, 
wo  M  eipe  Rewisae  coastaote,   d.  h.  Ton  a,  b,  e, . , .  g,  h  gaoa 
MMlthtbrioe  Gröase  beaeicboet,  nnd  offenbar 
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«-H»  +  r+-+-i  +  /*=l-H2  +  5H-... +{•  —  !), 
d.  i. 

«  +  !'+?•+-      +l  +  M  =  iM*—'> 
ist,  zDfi^leich  aber  ancb  bemerkt  werden  mnas,  dasa  keiner  der  Bx- 

SoDentea  a,  ß,  y^  ,  . .  Xj  ft  fprösser  als  m  —  1  ist,  weil  in  dem  Pro- 
ucle  /"jede  der  GrSsseB  a,  6,  c,  d,  .  .  .  r,  k  offenbar  nur  («—I) 
mal  vorkommt.  Da  das  Product  P  nach  f.  3.  sein  Zcicben  ändert 
ubne  seinen  absoluten  Wertb  zu  ändern,  wenn  man  zwei  beliebiffe 
der  Gröasen  a,  b,  c,  d,.  , .  g,  h,  z.  B.  a  und  £,  g'egen  einander 
'Tertanacht;  so  musa  dem  Gliede 

Ma^lßdy  .  .  .  gW 
in  der  EDtwickelung  von  /*  noibwendig  ein  anderei  Glied  von  der 
Forn 

—  aii^tfidf . . .  gW  ■ 

entsprecben,  nnd  ^  wird  sich  also  als  ein  aus  lauter  Gliedern  ?oii 
der  Form 

jma»6ß — aß&«)cyad .  .  .  gk^ 
bestehendes  Polvaam  darstellen  lassen. 

BezeicbneC  nun  n  die  Function,  welche  aus  P  hervorgeht, 
wenn  man  in  jedeiii  Gliede  von  P  die  PotcDicxponenten  in  btofise 
unten  auf  der  rechten  Seite'  der  Elemente  denselben  bei  geschriebene 
Indices  verwandelt^  wodurch  das  Glied 


in 

Ma'^lßcV  . .  .  glJif* 

JUa„6ßCy  . . .  gii^ 

iiberrelit 
Form 

so   wird   die  Fonction  H  aus  1 

bestehen,  und  daher  ebenfalls  ihr  Zeichen  ändern  ohne  ihren  abso- 
luten Wertb  zu  ändern,' wenn  man  zwei  beliebige  der  Elemente 
a,  6,  c,  d,  .  .  .  g,h  g^gen  einander  vertauscht.  Setzt  man  aber'  in 
dem  vorstehenden  Gliede  von  II,  ohne  a  und  b  gegen  einander  zu 
vertanschen,  bloss  £  für  a,  so  wird  dasselbe 

*(Mtf  -  b^^ydi . . .  gxAfi, 
und  verschwindet  also,  woraus  sich'  eiviebt,  iasa  die  Function  11 
jederzeit  verschwindet,  wenn  mau  für  ein  beliebiges  Element  irgend 
ein  anderes  Element  setzt,  ohne  diese  beiden  Klemeutc  gegen  ein- 
ander zu  vertauschen. 

Da   nach   dem  Obigen   keiner  der  Indices  a,  ß,  y,  3, . . .  k,  /t 
giSaaer  als  « — 1  ist,  so  kann  man,  indem 

J^,  J„  A,,  A„...Jn-t 
ivisse  von  a  guiiz  UBabhängigc  Grössen  bezeichnen,  die  Function 
offenbar  jederzeit  auf  die  horm 


w 
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briDgen,  sb4  Bach  den  Vorhei^ebendeo  hat  man  nun  die  foI^nJei 
GleicItBngeii ; 

0  =  -rf,Co  +  ^,(!,+^,«,H- -</,<;,  +  ..  .+^,,_i(r^i, 

B.   ■.   W.  ^ 

Mnltiplieiit  autit  jetst  die  gegebeoen  GleiohungeB 

».^  +  *,y + c,«  +  . . .  +^,i(  +  Ä,» ^  *„ 
u.  a.  w. 

nach  der  Reihe  mit  ^„  jtf,,  ^,, . . .  ^a_i  und  addirt  sie  dann  zi 
«nander,  so  erhäJt  man  Dach  dem  Obigen  die  Gleichnn^ 

^^,*o  +^,Ä,  -1-^,*,  -4-^,*,  +  .  .  .  +-rf»_i*,^i, 
au  der  licb 


^o*.  -1-  ^,*,  +  4,*,  +  -#,*,  +  . 

.  .+^,_lfc^, 

■rfo«o-t-.^lffi  +  ''t'»,-t--<t«t+ ■  ■ 

,.+^^,«^. 

'*o*.^-.<,*.+^,*,  +  ^.*.  +  - 

..-t-A-lfe-1 

e^ebt,  wodurch  ulio  ^  gefunden  ist.  Bei  der  wirklicbeu  Ent- 
Wickelung  de«  ^  bat  nan  sich,  wie  tiieraua  Leirorgelit,  auf  fol- 
gende j&Tt  zn  verhalten: 

Man  entwickele  das  l'radnrt 

X(A-«)  {i-i){A  —  c)  (A-d)...iA-g) 
and  verwandle  in  allen  Gliedern,  welche  jedoch  dnrch  Eliiführung 
des  Exponenten  Null  jederzeit  aämmtlich  so  dargestellt  wcrtleu 
mÜBsen,  daaa  jede  der  Oräaseti  a,  6,  c,  d, .  . .  g,  A  in  ihnen  als 
Factor  Torkommt,  die  Kxponenten  in  hloase  nnten  zur  Rechten  der 
enlsprechenden  Gröasen  atehende  Indices;  so  ist  der  Ausdruck, 
welcnen  man  anf  diese  Weise  erhält,  der  Nenoer  des  Bruchs, 
dnrcb  welchen  die  unbekannte  Grösse  ^  dargestellt  wird,  auB  dem 
man  dann  femer  den  entaprech enden  Zähler  erhält,  wenn  man  für 
a  iiberall  das  Symhol  Jt  setzt. 

TkeUlL  6 


■izcc'./Coogle 


Debrirena  kann  bbii,  wi«  aich  aus  dem  QbigM  asaktelbaf  «r- 

glebt,  auch 
•  ._(i-t)x(g-*)  (e-b)x...X(ik~i)  [A~i}li-t)..(ä-g) 
"^  —  {i-aixic-a)  (c_A)x...X(A-«.)(A-*)tA-c)..tA-J-) 
seteen,  wena  man  sich  nur  erinnert,  cIbh  sowohl  im  Nenner,  als 
auch  im  Zäbler  dieses  Bruchs  »Ue  Polen leipo Deuten  wie  oben  in 
blosse  Indices  verwandelt  werden  mnasen,  wobei  naa  aber  auch 
niclit  unbeachtet  lassen  darf,  diiss  man,  bevor  iliesR  Verwandlung 
der  Poteniesponeoten  in  IndtceM  wirklich  vorgenommen  wird,  alle 
Glieder  des  Nenners  und  des  Zählers  so'darstellan  nusa,  dasi  in 
denselben  respectire  die  sämmtliclien  Grössen  a,  i,  c,  d, . . .  g,  h 
•    •     ■  •  .....  .  ^  dnrc' 


lud  k,  6,  c,  fl,  .  .  .  g,  h  als  Fnctoren  vorkommen,  wozu  man  dorch 
Einführung  des  i^xponeoten  Nnll  leicbt  gelangt. 

Leicht    erhellet    nun    aber    auch,    daaa    laaD    di«    Wertbe   der 
Bämrotlichen  unbekannten  Grössen  ^,  y,  », . .  .  k,  «  nach  der  fol- 
genden  ganz  allgemeiaen  Regel  finden  kann: 
Man  entwickele  das  Prodoct 

X(«-«)(c-*) 


stelle  mittelst  Einführung  des  Ezponenteu  Null  die 
Glieder  dieses  Products  .so  dar,  daaa  ei»  jedes  Glied  die 
sämmtlicben  Grössen  a,  h,  c,  d, . . .  g,  h  als  Factoren  ent* 
bült,  und  verwandle  in  jedem  Gliede  alle  Poteusexpo- 
nenten  in  Indices  aofdie  oben  näher  angegebene  Weise; 
so  ist  der  Aasdruck,  welchen  man  erhältj  der  gemein- 
schaftliche  Nenner  der  Grössen  x^  y^  x,  . .  .  «t,  v,  aus  dem 
man  dann  ferner  die  entsprechend  ea  Zähler  erhält, 
wenn  man  das  Synhol.  k  respective  für  die  Symbole 
«t,  b,  c,  d, . .  ,  g,  h  setzt. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Regel  kann  man  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit auf  folgende  Art  überzeugen.     Setzen  wir 

_,ik,  b,  c,  d,  .  .  .  g,  k) 


.    ■'— ,.(»,*,«,  J,. 

■  «,  «)' 

no  ninlicb  ' 

n=^.,t,c.i,. 

■■«.^\ 

^esetat  vordea  ist,  so  ist  offeobsr 

.«.« 
•»,«' 
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,         »(*,*,«.*.. 

■'•" 
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Nach   der  ans  den   ObigeD   beluumteD   Grnndei^nachAft    der 
FnnetioD 

'     ni=  9>{a,  b,c,d,... g,  h) 
oder  vielmehr  der  Fanctioii  P  iit  aber 

SK*.  «>  c,  4 . . .  g-,  A)=i  —  ^th  6,  e,  d..  ..g,  *), 
f{«,  *,  •.  a....g,  A)  =  -9K«.*,  c,*i...ff.  Ä), 

D.  1.  W. 

(K^  fyc,  d,...g,  a)  =  —  y{p,  b,  e,  d,...g,  h), 
and  uatürlich  ebenio 

9)(*,  «,  c,  i4...^,^)  =  — 9)(ff>  k,  c,  d,  ...g,  h), 
y(^,  *,  «,  <<■--«■.  A)  =  — 9>(«,  d>  A,  4  ...^,  ^), 
y  ^  p.  ■.  w. 

9<*,  Ä,  c,  rf;...ai  «)  =  — 9(«,  A  e,d,...g,  *)} 
ahu  ■         • 

Vik,h,c.d,...g,  h) 

''—f(m,i.c.j,...g,*f 

.         i,_»^^  *;  e.  4  ■  ■  ■  J.  *) 
''=9(«,  *,  Ci  *  .  .  .  ff,  *)• 

.  . :'»(«,  A.  A  «^  •  •  •  g.  *> 

*  — »C»,*,*.  J,  ...f.A)' 

U.    B.    «. 

y(a.  by  c,  d,  .  .  ,  g,  l) 

*■  —  ,(•,*,  ^,rf,...  ff,  i)* 

«oraas  die  Richtigkeit  der  obigen  Re«l  aoBittelbfif  erhellet. 

Vm  dieu  Regel   durch   eJD  Paar  Veiapiele  xu  erläutern ,   halte 
man  saent  die  xwei  Glmchnngen 

■it  den  Ewei  pobekaiiBleD  Grössen  at,  y.     In  diesen  Falle  ist 

P=*  — « 
oder  vielnehr 

Also  irt  der  geaieiDBchaftlidie  Nenner  vod  «  um)  y 

imd  die  aptaprecheitden  Zähler  sind 

Als»,  iit 

_*,*■— Mo  t^a.— t^. 


.A.OOt^lC 


setaeo,  weDD  nun  nnr  auf  gewSholichfl  Weise  alle  Potenzesponen- 
teii  in  lodices  verwaud^lt.  Man  mugg  nämlicli  die  beiden  vorlier- 
)fehendeu  Gleiebnngeii  znent  ani  folgende  Art  aclireiben: 


ganz  wie  vorher. 

Gs  aeien  ferner  die  drei  GleichimgeD  , 

a,jr  -I-  Ä,y-|-  c*  =  *, 

mit  den  drei   unbeliannteu  Grüasen  a:,  y,  »  gegeben,     in   dies« 
Falle  ist 

P={l,-a){,c~a\(c-b), 
und  folglicb,  wenn  man. dieses  Product  entwickelt, 

J*=;  de*  —  b'c  +  ab*  —  ac'  -f-  «V  —  a*b 
o'der 

J'^a'if'c'  —  a'b'c'  +a'b*c'  —  »*&"€* +a*  6"  e^  — a^b'c". 
Also  ist  der  'gemeinscbaftliclifl  Nenner  von  x,  y,  "x 

«0*1*'»  """o*»"!  +  "ibjC,  —  0,^0«,  +  A,^,C, 0,6, £o-. 

Die  Zäbler  von  O!,  y,  x  sind  aber  respective: 
und  es  ist  folglicb 


^       t.hc. 

- 1.*.«,  ^- *.».=.  - *.».».  +  M.«,  - M.C. 

•'— «.v. 

— OoA.Ci  +ai*,Co  — «,*o'',+«,*o''.  — «.AiCb' 

„       i.",«, 

—  *.«lC.  +  *iOoCj  —  *1  ".«B -f-*.«lCo  ~  *»««^l 

"-".*.=, 

—  o.ÄjC,  -)-a,*,eo  — «,Aorj  +  «j*o*i  — «»*.*o' 

i.",«. 

-i.o,i,+i,.,4._i,.A  +  ',«.». -*.-,». 

Debrigeas  ksDii  mall  die  GröBBen  x,  y,  »  wich  nnter  der  Fora 
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(t-ä)  je-a)  (e-k) 
y—iA-a}ic~a)ic-6y 

darstellen,   wcoii   man   uur  oaclt  *ler  EntwickeluDg  der  Zähler  uüd 
d«a  geineinscliiifiliclieii  ^cDD«^s  alle  PotenzexpuDeDteD  auf  bekannte 
Weise  in  Indices  verwandek. 
Sind  die  vier  GlelchuDgen 

xniKbeD  den   vier  nnbekanoten   Grüssen   ^,   y,  x,   «  g«^ben,   so 
ist  anr  ffsns  äbnlicbe  Art 

__(*-*)  (c-*)(c-A)(rf-*>frf-A)  (rf-c) 

■*  — (6-«)  (c-«)  C«-*)  (rf-flj  (rf-*)  (rf-c)' 

_(ib-*)  (c-*)<c-*)  W-#)  (rf-t)  (d~c) 

y —  (!,-«)  (c-m)  (C-b)  {ä~m)(d~i)  (d~e)' 

(A  — g)  (k  —  dj  jt—b)  {d—a)  jd—b)  (rf— t) 

=*— l4-a)(c-<.)(e-A)(rf-o)(rf— *)  (</~e)' 

_{b-a)  [c-m)  je-b)  (k~a)  (k~b)  {k-e) 
«  — (4_tf)  {c-a){c-b)  (d-i.)  (d~b)  (ä-cV 
wenn  man  nur  nack  Jetzt  wieder  alle  Zähler  und  den  gemeinachaft- 
lidea  Nenner  gehörig   entwickelt,   und   in   den   einzelnen   Gliederir 
alle    PotCBiexponenten    auf   gewähnliche    Weise     in    Indloea    ver- 
wandelt. 

Wie  Bwn  sich  in  andern  Fällen  im  verhalten  hat  und  die 
Wertke  der  uDbekanbtcD  Griuseii  immer  leicLt  nack  der  obigen 
Regel  *)  finden  kann,  erbellet  bieraiu  dentlich  genug. 

»■  5. 

Bevor  wir  hud  ferner  zur  Elimination  der  unbekannten  Gröiaen 
«üi  Gleiefannfteo  hökerer  Grade  selbst  übergehen,  wallen  wir  zu- 
vörderst den  folgenden  für  die  ganze  Theorie  der  Elimination  der 
nnbekanntCD  Grössen  aus  Gleichungen  b Oberer 'Grade  höchst  wich- 
tigen liehrsatz  beweisen. 

I^Artat».  Wenn  zwischen  zwei  unbekannten  Gr aasen 
zwei  Gleicbuneen  des  Mteo  und  Mten  Gra.des  gegeben 
sind:  so  kann  aie  Gleichung,  welche  durch  Elimination 
der  einen  der  beiden  unbekannten  Gröisen  aus  den  bei- 
den gegebenen  Gleiebungen  erhalten  wird,  den  Grad  au» 
niemals  übersteigen. 

Beweis.  Zwischen  den  beiden  nohekannten  Grössen  x  und  y 
seien  die  beiden  nach  x  geordneten  Gleichungen 


')  Dass  Beiout  und  Cra^ 
BesliiiiuiuDg  der  Unbekan 
geben  haben,  aeizeu  wir 
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^Ä- +  Ä*^i -I- Gp«^  + f-Äir+A'=bO. 

jä'x' +  B'^e*-' +  Ca)*-«+  ...-t-jrir  +  /,'  =  0, 
wo  die  CoefScienteo  der  Poteosen  tob  ar  BäBtatlich  ^nse  rationsle 
«Iffebnische  FnnctioDen  roo  y  aind,  gegeben.  Weit  dieie  beiden 
GteicbungeD  nacb  der  Vorauaaetznng  von  Mten  und  «ten  Qrade 
lind,  nod  folglich  die  nnbeksanteii  GrögseD  in  Jceiner  die  aate 
und  «te  übenteigenden  Diaension  enthalten  können,  io  lind  die 
FoBctionen 

A,B,C,D,...M,N 
von  keinem  höhern  Grade  als  vom 

Ot«D,  lateo,  2teD,'  Sten, . . .  {m  —  l)iteD,  Mten; 
die  Fanctionen 

j¥,  B;  C,  Zf,...  K',  L' 
von  keinem  faShern  Grade  bIb  vom 

Oten,  laten,  3tea,  3ten, .  .  .  («  —  I)iteD,  «ten. 
Dies  TorsusgeBitxt,  wollen  wir  nun  tu  beweisen  venmchen,  dui 
der  Grad  der  Gleichnng,  welche  man  durch  Elimination  von  x  ans 
den  beiden,  obigen  Gleichungen  eifwlt,  das  Product  mn  nicht  über, 
steigen  kann.  Weil  ^  und  jf  Functionen  des  Oten  Grades  von  if, 
und  folglich  constante  Gröisen  lind}  so  kann  man  die  beiden  obi- 
gen Gleichungen  auch  unter  der  Form 

wo  >*,  Q S,  T  und  P",  «',...  P,   W  lauter  game  rationale 

algebraiiche  Functionen  von  y  sind,  darstdlen.  Hon  denke  sieb 
nun  lieide  Gleichnogen  nach  x  aufgelöst,  und  bezeichne  die  Wur- 
zeln der  ersten,  welche  aämmilich  Functionen  von  y  md  an  der 
Zahl  M  lind ,  dnrch  p,  g,  .  .  .r,  a,  t,  die  Wnrseln  der  zweitea, 
welche  cben&lls  aämmtlich  FnnctioneD  von  y  nnd  au  der  ZabI  m 
Bind,  durch  pf,  ^j  , . «/,  v*,  ttf.    Setzt  man  jetzt 


y-ir-pf)  {r-,f)...(r-mf){r-i^){r~i^) 
y.{,-pf)  i,-4t)...{,-^{,~^)  (•-«/) 

so  ist  klar,  daas,  wenn  die  beiden  s^febenen  Gleichungen,  wie  er- 
fordert wird)  sollen  zasammen  azistiren  kännen,  f/=:0  sein  mnss, 
wul,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  keine  der  Wurzeln  p,  f,  .. . 
r,  f,  t  einer  der  Wnneln  ^,  ^, . .  ,  tf*,  t/^  «/  gleich  sein  könnte, 
welches  doch  nolhwendiv  eiÄirderl  wird,  wenn  die  beiden  gege- 
benen Gleichnngen  zugHiich  Statt  finden  sollen.  Die  Oleiänng 
C=vO  ist  also  die  Bedtogung^eicbnog,  welche  Statt  finden  mnss, 
wenn  die  beiden  §webenen  GleiehnngeB  zusammen  ezistiren  sollen,  ' 
d.  b.  eben  die  Gleictaang,  welche  durch  die  Elimination  von  x  ans 


tvGoOQlc 


den  heiden  geseliraeii  Glticliuiigeii  entopriDgt,  mid  ea  kornnt  puu 
ledi^icb  darMiran,  deo  Grad  *a  bvstinHea,  bis  in  welchem  diese 
GleichDDg  hSchsieaa  iteigcD  koiiD. 

V«r  Men  Diigen  müsBe*  wir  «eij^en,  dasa  die  FanctioD  O 
jedeneit  eine  -nnse  radoBsle  nlmbraHcbe  FuDCtlon  von  y  int. 
Weil  nacli  der  VorauHetxung  ;r',  f?,  .  .  .  m*,  (/,  w'  die  fVunelo  der 
Glrichnng' 

a:«  +  i»'ir--"-f-42'ii--»H-  .  ..+V'ar'i-W'  =  0 
tiad,    ao  ist    nacb    der    alli^eaieiBeti  Tbeorle    der  Gleichungen    für 
jedes  ;r 

=  (;r-;/)  (;r-70  ■  ■  •  C*-«")  (^-•')  (^-«'), 
und  folglich 

;i"  +  P>—i+  «)>-•+  .  . .  +  F>+  H" 

=(?-?■)  O'.-f')... (?-•')&'-<')  ()>^«'), 

r+fr-'+Vr^-f —  +  rv+ i»" 
=(?-;')  (!•-?■)•■..(«—•')  (?-■')  (?-«'l, 

U.  0.  w. 
=  (r_,')  (r_^)...(,_^)  (r-,/)  (r-»^, 

«" + ^*--i + c*»-! + . . . -f- r*  +  B" 

=(»-p')  (•-«■■■(•-"')(—■')  ('-«'). 
*«+i»'j(»-i-i-e'ft-3-i-..,-i-  F'«+  »^ 

=  ('-rt  C-fl  ■  •  •  ('-"■)  ('-•■)  C-V). 

Also  ist 


X  (r- +  7*»*-i  + Cr— »+...+ FV+  H") 
X  (*-  +P'«^>  4-  «■*«-«  +  .  . .  +  r*  +  H")  ' 
X(*"  +  /"*»->  +  e'»-^'  +  ...+  F'/+  H"). 

_  Dn  £/'  aein^  Wertii  nicht  ändert,  wenn  bbu  zwei  beliebige 
der  Grössen  p,  ^,  .,  .r,  »,  t  gegen  einander  rertnuacbt,  und  offen- 
bar eine  ^anse  r&liooale  Function  dieser  Grössen  ist,  so  lat  U  eine 
nnse  rationale  aymme Irische  Fnnction  von  p,  9,...r,  ;  f.  Ans 
der  ellgeneinen  Theorie  der  Gteicbnngen  kann  aber  bier  füglich 
«Is  bekannt  Toransgesetxt  werden,  dais  sich  jede  ganxe  rationale 
syminetriBche  Function  der  Wurzele  einer  Gleichung  als  pine  ganze 
ralioonle  Fnnction  der  Coefficienten  dieser  Gleicbnng  darstt'llen 
läast.     Weil  nun  p,  (r,  ,  .  .  r,  t,  t  die  Wurzeln  der  Gleichung 

aind,    ao   ist  f  eine  ganze  rationale  Fnnction  von  P,  Q,  . . .  S,  T. 
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Alle  dieie  Grösaea  aind  aber',  so  wie  andi  di«  GrUweB  f,  9,- .. 
V,  W,  nach  der  VorauM«tziipg  ganze  rationale  «Igebrüfche  Fnoe- 
tioDCD    von  ff.     AUo   ist  naeb  Atm  Obigen   offenbar  auch    U  eine 

Kinxe  rationale  algebraische  Fnnction  von  y,  wie  bebanptet  wnciie. 
er  Grail,  bis  lii  welcbeM  dieae  Function  höchstens  steigen  kann, 
lasst  sich  nun  aber  anf  folgende  Art  bestinnen. 

Nach  dein  Obigen  sind  die  von  der  Grösse  y  abhÜngendeB 
ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen  J*,  Q,. , .  S,  T  nnd 
jt",  Q",  • .,.  V,  W  von  keiDBin  höbern  als  vom  taten,  2ten,  .  .  . 
(m  —  l)sten,  flsten  und  Isten,  Sten,  . .  .  (■  — l)Bten,  «ten  Grade. 
Daher  bleiben  die  Grössen 

P      «  _S_      T_ 

r   «;        V    IT 

Sf*   y"  ■■•y-i>    yn 
endlich  für   unendlicb   grosse  Wertbe  von  y,  welches  also  offenbar 
auch  von  den  Werthen  von  »  gilt,  die  dui  Gleidiungen 

geniig^o.    Da  sich  aber  diese  Gleichnngen  anf  die  Form 
(ay)-  •+■  ^»y)— '  +  e(«y)--»  + . .  ■  +  «(*y)  -H  T=  o, 
(»y)-  +  -P'(*y)^i  4-  «'(«y)—»  -H  . . .  -H  Vi^jf)  +  W"  =  0 

bringen  lassen^  so  erbellet,   wenn  man  diese  Gleichnngen  alt  den 

Gleichungen 

veigleicht,  anf  der  Stelle,  doss  die  Werthe  von  x,  welche  den  bei- 
den obigen  Gleichungen  genügen, 


P_      «  ü    JI.    ^ 

y'  y' '"  r'  y'  y 

sind,  woraus  sich  ei^eht,  das«  auch  diese  Briche  fiir  nneodlich 
grosse  y  nicht  unendlich  werden. 
Daner  wird  auch  das  Prodnct 

(Z  _£)  (Z  _./,...  (ü.  _£)(£.  „  jL)\z  _ !?:, , 

^y       y     y       y'      ^y       y     y       y     y       y 
^*y  ~  F*  *y  ~  7^*"*y  ~  7^  ^y  ~  V^  ^r  ~  7* 

*y        y'v        y'^    ^^y        »'^ir        »'^»        v' 
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x(J-  -  ^)  (i.  _  iV      r-  -  -W-^  -  -)  (-  -  -1 
»        9     9       »  if       y     V       y     y       v" 

mlcbei  offBDbar  ^^-z^Si  '"^  ^'  tmendlich  groaae  y nickt  nnendticb, 
worai»  niKii  nun  auf  der  Stelle  scbiieut,  dast  der  Grad  von  ü 
oder  der  GleicliHng,  weklte  man  «rii£lt,  veno  bid  die  Ontase  x 
«DB  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  eliminirt.  da«  Prodnct  m» 
nicht  übersteigen  kann,  wie  bewiesen  werden  sollte  *). 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dua  die  beiden  Gleichungen 

wel^e  in  Beng  »vf  die  nohelunnt«  OrSue  sc  beide  tom  «ten 
Grade,  Bod  deren  Coef&cienten 

J^i  -^11  -^«i .  •  ■  -^«-ii  -4«( 
Ä„  Ä,,  Ä„...Ä»_i,  Bn 

conatante  Gröuen  oder  beliebige  gmn»  rationale  sigehraiache 
Functionen  anderer  unbekannter  6 rösaen ,  nnr  nicht  von  je,  sind, 
gra;eben  >eien,  nnd  wollen  zeigen,  wie  aich  aaa  deoaelben  die  nn- 
nekannte  Gröase  je  jedeneit  darcb  ein  auf  aehr  einfMhen  Princi- 
pien  beruhendes  Veitahrtn  eliaiuiren  läaat. 

Hnitiplicirt  nan  nämlicb  die  erate  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen mit  —  B„  die  tweite  nit  jM^^  und  addirt  die  Gleichungen 
dann  in  einander^  bo  erhält  ann,  w«>n  der  Kflne  wegen 
A„B,—A^  B^xsC, 

^,*,-^,  *,a=r„ 

jt,B,~A,  B„=sC„ 

*  n.  s.  w. 

^•«M-l  —  A^l  B,  s=  ft_* 

gflsetxt  wird,  die  Gleichung 

Ca;»!*-i4-r,*"-«-|-C;j:--«-f-.  ..-i-<i_*rH-<V-i  =  0. 
Hnlftplicirt  man  femer  die  errte  der  beiden  gegebenen  Gleicbnngen 
Mt  B»,  ^  iweite  mit  ~^a,  und  addirt  die  Gleidtnngen  dann 
wieder  tu  eiaander;  ao  erhklt  unn,  wenn  der  Käme  wegw 

d^B^  —  A,B,^D„ 

A,B,  —  JlnB^=D„ 

*)  IKcMu  Beweis  dea  obigen  wiobtiffen  Suies  AndM  man  dem  Weaent^' 
liehen  nadh  in  den  EzacEicea  da  Uathjmatiquea  par  Caucby.  T.  IV. 
p.  124.     Andere  Beweise   deuelben,   namentlicb   dar  Tpn  Poiaiou,  ' 
aind  allgemeb  genug  bekannt. 
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J,B^  —  J,  B^=iD„ 

wob«  mma  benerkcD  Icsdb,  dMs  />,  =  C!m_i  ii^  gesetst  wirdj  die 
Gleichung 
/*»«■-+-  /*i<»— 1-1- />,«•-« -4-  . . .  -t-  /V-»Jf»  -«-  /»■_iÄr;=0, 

oder,  wenii  »bd  diese  Gleicbung  durcb  a:  d'ividirt,  die  Gleichnag 
D^as^i  -H  /»,  ar— « -4-  D^af*-*  +  . , .  -4-  />,.-sAr  +  Ä,^,  =:  0, 

nnd  hat  «Iso  jetxt  die  beiden  folgeiden  GldcfanDgen  de«  («—  l)(tea 

Grade«: 

Ci,jB-?-"+  C,«*-»+  C;«—»-«- . . .  -+:  G,-*»-4-  <i-i=:0, 
/»„*»^ -t- /*,«--« -l- /»,iF*-* -t- ... -H  Z>»_«r -t- iV^  =  0. 

Ana  dieaen    beiden  Gleidtnngea  leitet  bu  auf  g*>>  Ualicbe  Art 

wie  TOrber,  wenn  der  Kurse  wegen 

<?,/>,  — C,/>,=£„ 

n,  ■■  w. 

D.  S.  W. 

£V-|/^.-i— <V-iiV-t  =  /V-i, 


^o^*'*^  +  fi,«*^ -I- ^.^e*^  +  .       -I- ^W-*ar -I- ^-e — <^ 

und  wird,  w«n  man  diei«  Verfahren  iHoier  weit«r  fortsetet,  je- 
'  derzeit  endlich  einmal  auf  vwei  Gleichungen  dei  ersle»  Cradee  von 
der  Form 

kommen ,  aus  denen  man  dann  aegleich  durch  Uiiminatlon  voe  x 
die  ilieac  uobekannle  CürSue  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung 


..Codgte 


crkätt,  nnd  alio  jetxt  an  dem  Ziele,  mlcbes  »in  zu  erreicbao  lie- 
Bksicbtigle,  aogeUngt  iit. 

Dieies  Venahren,  obgteicb  so  aicb  «br  «iofaeb  nod  iibenlies 
völlig  »llfreHeiD,  hst  den  aehr  bedeatenden  Fehler,  dass  es  die 
End^eichoD^,  all  Faire  der  Binflibning  fremdartiger  Factoreo, 
bäul^  von  einem  xn  boben  Graile  liefert.  Dm  nna  biervoD  an  über- 
xenges,  wollen  wir  jetit  eional  aonehmeii,  dasi  die  CoeffidenteD 
^„  J„  -rf„  . . .  -*,; 

der  beiden  ^gebeneti  Gleicbangen,  die  is  Besug  auf  x  tob  «rien 
Grade  sind,  in  Bezug  anf  die  in  ihnen' eatbtillene  unbekannte 
GrAaae  y  reapective  Toa 

Oten,  latan,  aten, .  ..«tea; 
Otm,  lalen,  Stsn, . . .  «ten 
Grade  adeii;  so  aind  die  CoefGcienten 

C^=:A^B,—J,B,.  Ä.  =  ^,A-^»Ä.; 

C,=iA,B,—A,B^,  D^  =  A^Bn—AnB^i 

C,  =  J^B,  -  J^B„  />,  =  J,Bn  —  JnB, ; 

D.  f.  w.  «.  a.  w. 

C^I  =  J,Bn~AnB,,  D»~.i=^Jn-%B,  —  A,Bn^ 

der  beid«!  sna  den  vorigen  Gleiebangeo  abgeleiteten  Gleichtingea, 

welebe  in  Bezug  aaf  X  tobi  (m— l)Hen  Grade  lind,  offenbar  in 

Bezug  auf  y  reipective  von 

latea,  Sten,  Sten, .  . .  taten ; 
wten,  («+l)aien,  (M  +  2)tea, . .-.  (2ia— Ijaten 
(■'rede.    Femer  aind  die  Coeffiei^ten 

Ä,  =  r,/>,-F,/».,  /',  =  C',llw_i— G^l»„; 

B,  =  C,/>,  -  <7,i>„  F^  =  C,  Bn^  —  C^iD^ ; 

E^^C,B^-C^B„  F,^b^D^x~C^\Dti 

u.  a.  w,  n,  B.  w. 

£V-4  =  C,/>»_,-C;_lÄ„  Fn^^C^.^,^-Ji^lB,^ 

der  beiden  ans  den  rorberirebenden  abgeleiteten  Gleichnngen,  die 

in  Bezug  Kuf  x  vom  (m  —  2)ten  Grade  alnd,  in  Bezug  auf  y  olFan- 

bar  reapective  vom 

(«+2)ten,  (N  +  3)teii.  (s  +  4)toB. .  ..2«teB; 
2Mten,  (2MH-l)Bten,  (In  +  %)ten, . . .  (3«|i  —  3)ten 
Grade.    Anf  äbnliche  Art  sind  die  Coefficienteo 

ß,:=:E,F,—E,F„  ff,  =  Ä./V-s —  *—»'', ; 

ß,  =  B^,  —  B^F„  Hy  =  ä./Vj  —  .ß;.-aF, ; 

ff,  =  E„F^  -E,F„,  B,  =  E,F,^^  E„-iF,s 

n.  ■.  w.  n.  B.  w. 

Gn-t=iE,F^~E,.^„  B;^=iR^F»^-En~tFn~a 
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der  beiden  ans  den  vorhergehenden  CleicIinDgen  abgeleiteten  Glei- 
chungen, welche  in  Bexng  mn{  x  vom  (a  —  3)ten  Grade  siad,  in 
Bezog  uuf  y  offenbar  respedire  von 

(3M  +  3)teii,  (3j»-|-4)ten,  (3s  +  5)teD, .  ..4Mten;  . 

4j«teD,'('l*+l)Bten,  (4M  +  3)ten, .  .  .  (S«  — 3)ten     ' 
Grade.-   Die  CoefBcienteD 

.     J,  =  0„»,  —  G^ff^,  K,  =  G,  B^,  —  G»-iH, ! 

/, = ©„ä;  -  o^ff,,  K, = G,ff^ — e^ff,  i 

n.  s.  w.  o.  s.  w. 

y^ = G,ffn-,  -  «— »*„  Ä-i = e-^Ä-8  -  o.u«^ 

der  beiden  a»  den  vorhergehenden  atweleitetea  Gleichnngen,  welclie 
in  Besng  nnf  ;r  vam  (» —  4)ten  Grade  sind,  rä)d  ofiiBDbar  in  Be- 
zog auf  g  jederzeit  reapective  vom 

(7«  -1-  4)ten,  (7»  +  5)ten,  (7»  +  6)teD, . . .  8«ten , 

Soten,  (Si»  +  l)BteD,  ($<* -4- 2}ieD, . . .  (9>*  — 4)(ea 

Grade.    Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  geben  itaDO,  erbellet 

bieraiu  schon  mit  biBraicbender  Deutlichkeit,  uad  überzeugen  wird 

man  sich  nan  auch  sebr  leiiiht,  daaa  die  Coefficienten 

J/.,  Jf.  und  Jf,,  JV, 
der  beideo  Gluchnagen 

X,ie  +  ^,  =0 

des  ersten  «der  \m  —  (w — l){tea  Grades,  zu  denen  mau  dureh 
fortgesetzte  Anwendung  des  obigen  Vertabrens  immer  endlicb  ge- 
langt, in  Bezog  auf  y  jederzeit  respective  vom 
(2»->.»— l)ten,  (2»-a,js)teB  nnd  (2"-a  .  «)teB,  (2--a  .  *+ l)teB 
Grade  sind,  woraus  sich  dann  ferner  unmittelbar  ergiebt,  das«  die 
^  gar  nicht  mehr  enthaltende  Badgleichuog 

in  Beug  auf  y  jederzeit  vom  (2"— < .  »)ten  Grnde  ist.  Nach  dem 
in  ^  5.  bewieseaea  Satze  kann  aber  unter  den  gemachten  Voraus-  , 
Setzungen  die  Bndgleichung  in  Bezug  auf  y  den  Grad  nii  =  »* 
niemals  übersteigen,  und  wenn  man  also  nnterBuchen  will)  ob  die 
obige  Biiminationsmethode  die  Bodrleicbnng  von  einem  zu  Lohen 
Grade  liefert,  so  kommt  es  darauf  an,  -die  Fälle  au  ermitteln,  in 
denen 

2»->  .•  — »»»>0 
oder 

a^i  —  <•>•  0  oder  2«-"  >  « 
ist.     Für  M  =  l  nod  «^2  ist,   wie  man  leicht  findet,  2h->  =: «. 
Ffir  «  =  3,  ■•  =  4,  »^5,  »^6  iat  dagegen,   wie  man  ebenfalls 
leicht  findet,  immer  S"-]^»,  woraus  man  scfaliesst,  dasa  fd%»^3 


..Codgle  ■ 


je4eneit  2>^i^«  ist.  Vm  die  all^veine  fÜiltif^keit  dieiM  Hat- 
MB  «o  bsweUen,  wollea  wir  «DDeluneii,  dau  derselbe  f3r  «;>2 
gik,  aa  dass  if^^  ^  h  irt,  und  wollen  dsraus  abxuleiten  Bucben, 
ius  er  dsan  ^edeneit  ancii  (tu  *)+!  gclteo  nasa,  wodurch  Beior  . 
■llgCKcine  Dichtigkeit  fcewieun  mik  wird.  Weil  dud  eher  nach 
der  Voruuaetsang  2**-i^»  iit,  so  ist,  weno  man  alf  beidea  Sei- 
len ait  2  moltipticirt,  »och  2">-2«  oder  2">-m-h«,  nnd  fol||r- 
lich,  weil  »>2  iat>  offenbar  2">m  +  1  oder  2(>^U-i>«+l, 
ae  daas  also  der  Sttx  in  der  That  ancb  fdr  m+I  gilt,  and  daher 
allgevein  iit  Aus  dem  Vorbdi^eb enden  sieht  man,  da»  die  obige 
EluninatioDsmethode  die  Eadaleidiung,  weno  «i>-2  itt,  inner  vob 
eJacm  su  Loben  Grade  lie&t,  nna  der  Grad  dea  «ngeführteo . 
frcMdartigeti  Factora  iat  im  AllgeMeioen 

2--> .  •  —  «i«  =  «(2*-i  —  <•). 
Für  M  =  Z,  »=4,  «:=5,  i»:=6,  »  =  7,  m  =  8,  «  =  9,  m=10 
imt  alio  dieser  frendartige  Factor  respeclive  vom  3ten,  16teD, 
SSsteo,  156sUn,  SMsten,  960sten,  2223steD,  5020steii  Grade,  und 
aleigt  demnach  sehr  bald  au  einem  sehr  hohen  Grade,  woraus  die 
Dnaweckmassigiieit  der  obigen  Elimination smeüiode  deutlich  genng 
erb  eilen  wird  ^. 

Im  Vorhergehenden  ist  sngeDommen  worden,  dass  die  beiden 
gegtbenea  Gleichunffen  in  Bexug  auf  ar  von  demielbeo  Grade  sind. 
Ist  dies  ober  nicht  der  Fall,  so  kann  man  immer  die  beiden  Glei- 
chnogen  leicht  auf  denselben  Grad  bringen,  wenn  man  der  Gleichung 
von  dem  niedrigem  Grade  am  Anfaege  ho  viele  Glieder  mit  dem 
Coefficienten  Null  beifügt,  als  erforderficli  sind,  um  diese  Gleichung 
auf  denselben  Grad  wie  die  höhere  Gleichung  au  bringen.  Hier- 
■ach  kann  man  dann  auf  die  beiden  Gleichungeu  die  obige  Klimi- 
aatiansmethode  offenbar  wieder  gaoi  auf  dieselbe  Weise,  wie  im 
Torhergeh enden  «dehrt  worden  ist,  anwenden. 

Sehr  leicht  kann  nun  aber  auch  geteigt  werden,  dass  durch 
die  im  Vorhergehenden  behandelte  Aufgabe  das  Elimination sproblem 
(ur  Gleiehnngen  höherer  Grade  überhaupt  im  Allgemeinen  gelöst  ist 
Hat  «an  nämlicb  m  Gleichungen  mit  den  m  uabekannteu  Grössen 
^>  yi  '>•--*>  v;  Bo  ordne  man  dieae  wImmtlich  nach  der  -  einen 
dieser  unbekannten  Grössen,  etwa  nach  der  Grösse  ar,  und  elimi- 
nire  dann  nacb  der  im  Obigen  gelehrten  Methode  a:  aus  der'lsten 
«id  Sten,  2tea  und  3(en,  3ten  und  4teo,  n.  s.  w.  (m — l)aten  und 
Mlcn  Gleicbnng,  so  erhält  man  a«  —  1  offenbar  die  Grösse  x  gar 
nicht  mehr  enthaltende  Gleicbungen,  welche  man  nun  sämmtüch 
nach  y  ordnet,  und  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  y 
eliminirt,   wodurch  man  m  —  2  die  Gröasen   a:,  y  gar  nicht  mehr 


*)  Will  mau  sich  noch  deutlicher  übeneugen,  dsss  bei  der  Anwendung  der 
obigtn  Eliminationsmelliode  fremdartige  Factoren  eingeführt  -werden, 
so  ■.  m.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Tbeoria  der  alge- 
braischen Gleiehungen  von  M.  Hirsch.  Erster  Theil.  Ber- 
,lin  1809.  S.  109  fr.,  wo  die'  vier  ersten  Grade  besonders  betnchtec 
sind.  Anch  kann  man  den  Artikel  Elimination  in  dem  zweiten 
Tbeile  meiner  Supplemente  tum  Klügel'schen  Wörterbuche 
und  eine  Abhandlung  von  Gergunne  in  drn  Annalea  de  Mathema- 
tiques.  T.  XXLip.  41.,  wo  auch  zugleich  Hitlrl  aDsegcben  sind,  durch 
die  man  sich  von  den  frrmdartigen  Fsctoren  möglishit  frei  halten  kaiuu 


■oogrc  ■ 


entbaJtende  6|«icl»iDB«a  bekoaimt,  nsf  die  nsn  bdd  wieder  eio 
gnat  äknlickei  Verftibrea  «nirMidem  kans.  Eidlich  wird  n«D  tmt 
diew  Weise  id  m  —  (a> — 1)  die  m  —  1  UDbeliennten  Griimtn,at, 
ff,  «,...«  rar  Dicht  Mchr,  d,  h,  sn  aiaer  bloii  aoch  die  eiae 
nnbekiiBiite  «rösH  «  eathaltendeo  OieichHogf  ^laageD,  aa4  «lio 
.  den  Zweck  des  Ver&hreDi,  welcliei  bmd  im  Allgemeinen  »it  dea 
Nsnes  der  EliminotioD  -der  anbekanDien  GrösseD  xv  belehn  pflegt, 
TollstMndig  erreicht  haben. 

Die  in  Obigen  entwickelte  BlimiDationamethode  igt  von  Bnler 
in  den  zweiten  Theile  der  Introdoetio  in  Anaijsin  Inflni- 
taruM.  Cap.  XIX.  p.  3Ki  gegeben  worden.  In  den  M^sioireB 
de  l'Acad^mie  des  aciencea  de  Berlin.  1764  scheint  aber 
Buler  selbst  die  erste  Effiodnng  dieser  Methode  Newton  beixn- 
legen.  In  ihren  Principien  in  höcbsteo  Grade  einfach,  fuhrt  die- 
selbe iedocb,  wie  obeu  ausführlich  aus  einander  gesetst  worden 
ist,  hilufiK  2U  Gleicfanngen  sehr  hoher  ßrsde,  die  vnn  denen  in 
ihnen  enthaltenen  fremdartigen  Factoren  gewöhnlich  nur  mit  nicht 
leicht  in  fiberwindenden  Schwierigkeiten  hefrei't  werden  können. 

♦■7. 

Eine  zweite  merkwürdige  Eliminationamethode  wollen  wir  jetzt, 
um  nicht  %a  weitläufig  zu  werden,  zwar  nur  an  einem  beaondern 
Falle,  aber  dach  ao  erlXntero,  dnss  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Regeln,  welche  wir  ans  unserer  Entwickelung  ableiten  werden,  auf 
der  Stelle  und  ganz  von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird. 

Wir  wollen  nämlich  aooebnen,  daas  aus  den  beiden  Gleichungen 

/(jt)  =  «r« -I- Aar*  +  cjf ' -I- (te« -4- tfjT -4-/=  0 

Md 

I\a:)ssMf*  +  Bas*  -{-  Cx  +  jPiszO, 

welche   in  Besur  auf  af  respective  von  fünften  nnd  rom  dritten  . 
Grade  aind,  die  GrSsse  xe  elininirt  werden  soll.    Zn  dem  Bnde  sü 
«ff  ein  diesen  beiden  Gleichungen  genügender  Werth  von  f ,  io  ist 
ueh  der  allgeBtunen  Theorie  der  Gleichungen  für  jedes  a: 

woyi(i«)  und  ^,(jc)  ganze  rationale  alrebraiacbe  Functionen  den 
I  Yierten  nnd  swaitan  Crrades  von  a:  bazeichnea.    Alsoiat  fürjedai  jv 

A^)  F,(jr)  =  lx  —  w)fM)f,('^), 

nnd  folglich,  t&r  jedefta; 

oder 

Setien  irir  «ho 

y,  (jr)  =7—  pof*  —  f jt'  —  r«  •  —  4x — t, 
F,(xlss:J»x*  +  aar  +  Ü;, 
so  ist  für  jedes  a: 
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0  =3  <«r* -4- fcr<  •«- or*  +  ^*  +  AT -t-/l  </%r*  +  «» •+<  ^ 
-|-(^ar»  +  Bai'  -t-Car+ß)  (/»ar'  +  yir'H-*-«»  +  »«+/), 
bIm-  uicli  gebtiri^r  Entwickelang  für  jedes  a^ 

-\-cP      -f-rÖ      -l-cÄ^' 

-|-«JP      -MÖ      -|-eA;r 

+^^      +.^       -^-^fr      -f--^  +-^ 

+^;»      -*-Ä?     +*»•  +Ä#      -l-Ä* 

+(>      +<^  +«-       4-G»       -t-Cir 

+/))>  +/??      +A-     +Ar  +Ar 
und  fnlf^ch 

aP  -t-Jp  =0, 

«i»  +»«  -l-Ä^  -*-^y  =0, 

dF-t-c(t-i-iit  +Ifp  -t^Cif  -i-Br  -t-As  =0, 

fP -^eQ -^OR        s  ^Br-^Ct-^-Btssd^ 

■+-/Q  +«A  -|-/fo  +  Cf:=<>, 

Diei  lind  acht  Gleicbuogen  xwiiclieii  den  acht  GrSuen  P,  Q, 
A}  pt  ?t  f"!  'i  '•  Hat  man  BDn  aber  ^irndwn  d«a  »  Gröaien 
tf,  y,  X, .  . .  w,  p  überhsapt  m  GleichuDgen  des  enteo  Gradei  oder 
»  Bogenannle  lioeore  Gleicbungen  von  der  Form 

«,ar  +  *„jf+ c,» +....+ y.«i -I- ^,r  =  0, 

n.  s.  w.    ■ 

so  folgt  aas  deoielben,  wie  aai  f.  4.  erbellet,  wenn  mm  ^ie  dort 
trebranchten  BeielcbDungeo  aacb  jebtt  beibehält,  da  dte  in  des  1d       *  ; 
ftede  BtehendeD  Parag^raphea  dnrcb 

f(«.  *.«.<*.■.«•.  ^), 

fi»,  6,  k,  d^ . . .  g,  Ä), 

a.  s.  «r. 

iK«,  j,  e,  <^ . . .  ^,  A) 

■    .'     '  r,;  ■:,;...  Google 


yp{m,  b,c,d,...g,h)  —  Q, 

>  «gp(a,  6,  e,  d,.,.g,  j()^0, 

u.  s.  w. 

*i¥{a,  A,  c,  d, . ,  .  j^,  A)  :=0, 

trg>{a,  d,  c,  d, , . ,  g,  Ä)  =  0. 

Weiss  »AD  alio  ans  apdeni  Gründen,  daas  die  Grösgen  x,  y,x,... 

w,  V  nicht  südiiBtIicfa  verscliwioden ,  dass  folglich  weniftatetiB  eine 

dcraelbcD  nicht  venuskwindet,  so  iat  maa  immer  berechtif^  cu  achlie»- 

Hil,  dasa 

^m,  6,  e,  d, . . .  g,  A):^0 
iat.    Kehren  wir  jetat  wieder  lu  unaern  obifj^n  acht  Gleichnngen 
zwischen  den  acht  GrÖaaen  P,  Q,  R,  p,  q,  r,  t,  t  xnri^clL,  ao  ist 
man  offenbar  immer  zn  der  Aonabme  berechtig,  daas  diese  acht 
Grossen  nicht  aämmtlicb  rerachwiaden,  yrvA,  wenn   dies  der  Fall 
wäre,  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichnngeo 
/(«)  =  (:r -»)/,(«). /X»)  =  («- «.)?,(»), 
i  i. 

/(x)  ^  —  {x  —  Mt)  {px*  -\-^x*  +  rx*  -^»x-\-  (),- 
F{x1^i,x  —  <iiSffx'+(lx-*-Rt, 
für  jmim  x 

f(x)  =  0,  ««)=0, 
d.  i.  für  jedes  äc 

aic*-^6af*-i-caT*  +  da!*+eiV'^/'^0, 
^x*  +  Bic*  +  CiT-i-  />  =  0, 
und  fo)glicb 

«^*=:<;  =  rf=«^/=0, 

sein  wKrde,  welches  offenbar  ungereimt  ist.  Da  also  die  Gröiaen 
P,  Q,  /t,  p,  g,  r,  t,  t  nicht  aämmtlicb  verscbwinden ,  so  ist  man 
das  vorher  nberbanpt  von  n  linearea  Gleichungen  xwischeo  den  » 
Grössen  x,  jf,  »,...»,  p  itewiesene  Verfahren  auf  nnsere  obi< 
gen  acht  Gleichungen  d^  ersten  Grades  iwiacben  den  acht  Grö- 
ssen P,  Q,  Jt,  p,  q,  r,  4,  t  anzuwenden  berechtigt,  und  swar  auf 
folgende  Art. 

Die  in  Rede  stehenden  acht  Gleichungen    können  auf  folgende 
Art  geschrieben  werden: 
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«/'+0ä  +  0Ä-*--^;»-+-Oy  +  0*-  +  «*  +  0«  :^0, 
&J*+aii-+-Qit't-  Bp-i-  J9+  Or  +  0<  +  Of  =0, 

«Ö'+<?e  +  *Ä+/';»+ «?•+*'■+ ^«+  0*=0, 

Oi*+OÖ+/Ä+Op  -f- O7 -I- Or  +  6#  +/to=:=0; 
uihI  die  CvefllcienteD  dieKf  acbt  GleicIiUD^en  sind  alno 
a,  0,  0,  ^,  0,  0,  0,  0 
6,  «,  0,  B,  J,  0,  0,  0 
e,  h,  «,  C,  B,  ^,  0,  0 
<^  e,  *,  /»,  C,  *,  ^,  0 
«,  (^  e,  0,  i»,  C,  B,  A 
/,  e,  ä,  0,  0,  D,  C,  B 
0,  /,  e,  0,  0,  0,  D,  C 
0,  0,  /,   0,   0,   0,   0,  D 

Bildet  DUD  nun  ans  diesen  CoefRcienten  die  va  f.  4.  durcb  91  be- 
zacbnete  PnDCtion  ^anz  anf  die  dort  gelehrte  Weise,  and  setzt 
dieselbe,  wie  dies  nach  dem  Torbergehendea  reratattet  ist,  der  Null 
gleieb,  so  erhält  man  eine  die  Grösse  ^  gar  aicbt  mebr  CDthalteade 
Gleiebimg,  welche  «Ibo  das  gesuchte  Resultat  der  EiiniMtion  die- 
ser Grössen  ans  den  beiden  gegebeaea  GleichuDgen 

»X*  -\-  bx*  4-  cje*  +  rfiT*  +  ex  -^/^  0, 

^^' +  Ä:»' +  Cr -4- />  =  0 

ist,  und  die  Elisa inatioti  IKast  stcb  daher  nach  dieser  Methode  m- 
laer  ohne  grosse  Schwierigkeit  and  ohne  weitlüafige  Rechnungen 
ausführen.  Nötbig  ist  nur  noch,  dass  wir  seigen,  wie  das  obige 
Schema  der  Coefficienten  imner  leicht  entworfen  werden  kaoB. 
Die  eiDhchale  Art  scheint  uns  folgende  sn  sein.  Man  bilde  laerM 
ana  den  CoefGcienten 

«,  6,  c,  rf,  e,  f 
und 

A,  B,  C,  D 

eeirebenen  Gh 

ergebfinden 


der  beiden  gegebenen  Gleichungen  nach  einer  siel 
höchst  einfachen  Regel  das  folgende  f 
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B,  4, 

', «, », 

C,  B,  J, 

rf,  c,  i. 

D,  C,  B,  A, 

e,  d,  c, 

O,  C,  B,  .4 

j; «,  * 

D,  C,B 

/, «, 

D,  C 

/> 

-     .       D 

and  fiille  hiemnf  alle  fehlendcD  Stellen  dnrcb  Nullen  «pi,  .M  er- 
hält man  unmittelbar  daa  gesuchte  Scbema 

«,  0,  0,    A,    0,    0,    0,    0 

*,  «,  0,  Ä,  Ä,   0,    0,   0 

c,  b,  ff,   C,  B,  ^,    0,   0 

d,  c,  6,  D,  C,  R;  A,  0 
*,  rf,  c,  0,  B,  C,  B,  j 
/,  e,  d,  0,  0,  D,  C,  B 
0,  /,  e,  0,  0,  0,  D,  C 
0,  0,  /,    0,  0,   0,   0.  B 

der  Coefßci enteil,  ans  deneu  die  der  Null  gleich  zu  setzende  Function 
<fi  nacb  iea  id  f.  4.  gegebenen  Reget«  gebHdet  werden  maas. 

Itlnn    biinn   nucb   auf  eine  nndete  sehr  einfacbe  Weise  zD  der 
dnrcb  EliniDatinn  von  ar  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

aa:'  +  la:*  +  ea^'  +  «tr*  +  tx  +y=  0 
und 

Ax*  ~\-Bx* -^  Cx^-\-D^Q 

entspringenden  Gleichung  gelungen.  Ans  diesen  beiden  tileiefann* 
gen  ergeben  licb  näHlicb  unmittelbar  die  acht  falgenden  Glei. 
chungcn ; 

■Qx'  +  aa:*  ~\-  i-^'  +  ex*  +  daa'  +  ex*  -H  fx'  -{-  Oa?»  =0, 
0^'  +  0^»  -\~  ax'  +  &x*  +  ex*  -h  (te*  -f-  ex'  -t-fx'  ^0, 
-4ar'-h-Äiir"-+-Cr'  -i-ö^*-|-  0^'  +  Oa?" -f- 0^'  -♦-0^*.=0, 
OiT'  -i-Ax'-t-Bx^-i-  Cx*  -^Dx'+  fix*  +  0;r'  -+■  fix"  =:0, 
(tr'  +  Üx*  -\-Ax*-^Bx*-\-  Cx*  -t-/?ir'-|-  0^'  -f-  «jr"  =0, 
Oar'+  Qx*  +  Oa;'  M-^^' +Ä;r'H- Cr"  H-/>^' +  0^'  =0, 
<te'  +  O^r*  +  0^'  +  Qx*  +^.ar'+Äa:»-HCir'+/>a?»=0; 
deren  CoefScieuten 
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«f,    *,    e,     d,     e,    /,    0,    0 

0,    a,    6,     c,    d,    e,  /,    0 

0,  0,  «,  *,  c,  d,  e,  f 
.4,  B,  C,  D,  0,  0,  0,  0 
.   Ö,  A,  B,   C,  D,   0,    0,    0 

0,   0,  A,  B,  C,  D,    0,   0 

0,   0,    0,  A>  Ä,  C,  J»,   0 

0,   0,    0,    0,  A,  B,   C,  D 
81111),    ans    denen    nmn    nach    ileD    in    $.  4.    ve^beDen  Regeln    die 
PuDctioD  <f  hilden,  diegelbe  der  Nnll  gl«icb  setzen,  und  dadurch 
eine  die  (iräsae  x  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung,  d,  h,  das 
gesuchte  Reinltnc  der  EHminatioB  der  Grüfse  3e  aus  den  beiden  ge- 

f  ebenen  Gleichungen  erbalten  kann.     Das  obige  Schema  der  Caef- 
cienten  bildet  man  am  leichtesten  auf  fulgeni^  Art.     Mao  schreibt 
zoerat 

Uy    b,    c,    d,    et_  f 
m,  i,   e,  d,    *,   /" , 
O,    b,   c,     d,    e,    f 
A,  B,  C,  O 
A,  B,  C,  O 
A,  B,  C  D 
A,  B,  C,  D 
A,  B,  C,  B 
und  filllt  hierauf  alle  fehlende  Stellen  dnrcb  Nillen  aoi,  vrodnrch 
sielt  ergiebt 

a,  *,  c,  d,  e,  f,  0,  0 
0,  «,  b,  e,  rf,  e,  /,  0 
0,  0,  a,  b,  c,  d,  Cy  f 
A,  B,  c;  D,  0,  0,  0,  0 
0,  A,  B,  C,  0,  0,  0,  0 
0,  0,  A,  B,  C,  D,  Q,  0 
0,  0,  0,  A,  B,  C,  D,  0 
0,  0,  0,  0,  A,  B,  C,  D 
ganz  wie  oben. 

Cm    nur   ein    ganz    einfaches  Beispiel    zu  den  beiden  vorber- 
geheaden  Regeln  au  geben,  so  habe  man  die  beiden  Gleichnngen 

ax* '\-ba!'\-c-=s.%  Aa:-k~B^Q. 

Bei  der  Anwendung  der  ersten  Regel  bildet  nun  du  Schema 

a,  A,  0 

*,  B,  A 

c.  0,    Ä 
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Bei  der  Anwendunfr  der  xweiten  Regel  aus«  inaa  dos  Schena 
a,    b,    c 

0,    A,  B 

tiilden.     Betrachtet  man  iinn  überhaupt  die  drei  Gleicbangen 

BO  ist  nach  %.  4. 

i»=  {*  —  «)  (e —  »)(<;  — Ä), 
nnd  folglich,  wenn  nan  dieses  Product  gehörig  entwickelt, 

P^  bc*  —  b'c  +  ab''  —  ae'  -+■  (*'c  —  a*b 
flder  vielmehr 

P^ir^ia'b'c*  —  «"4*0"  +«*Ä»c''  — «'^"e'+ ■'*"(!'  —  «■*'«', 
uiid  folglich  darch  VenroodluDg  der  Potensexponeaten  in  Indices 
die  FuDcUon  9  in  diesen  Falle 

aob,Ci  —  «ab^c,  -t-<»i^i«o  — "ib^Cf  +a,bgCi  — »yb^Co- 
Wendet  nan  non  die  erste  der  beiden  obigen  Regeln  an,   so  burs 
^ao 

«„  =  «,  b,  =  J,  Ca^O 
«,  =*,  b,=S:B,  <:,=A 
.»,  =  (;,  Ä,^0,    et  =  B 

sctsen,  und  erhSlt  hierdurch  die  gesuchte,  a:  nicht  »ehr  enthaltende 
Gleichudg 

«Ä»  —  bAB  +  cA*  =  0. 

Wendet  nan  die  zreite  der  beiden   obigen   Regeln    an,    m   aniss 
man 

«a  =  a,    b^^b,    e^^c 

m,  ^A,  bjS=B,  c,  ^0 

setzen,  nnd   erhält  hierdarch  wieder  die  gesuchte,  ar  nicht  mehr 
enthalteDde  Gleichuqg 

tiB'-i-cA'—6AB  =  0 
oder 

aB*—bAB-t-cA*=0, 
ganz  äbereinsliaunend  mit  dem  vorbfer  gefundenen  Resultate. 

Dieselbe  Gleichung  erbalt  man  auch  durch  das  gewöhnliche 
EliminatiouBTerfahren  in  einem  solchen  Falle  wie  der  vorliegende 
anf  folgende  Art.  BeHtimmt  nan  ^  aus  der  cweiten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen,  so  erhfllt  «an 
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uad  dieier  Wcrlh  vou  ^r,'  in  <tie  erste  Gleicliung  i^setst,  g^iebt 


aB*  —  bAB  -f-  cA*  =  0, 

gut  wie  vorlier. 

Zur  Berechaung  weitläufigerer  Beispiele  fehlt,  hier  lier  Roun; 
daa  vorhergehende  wird  aber  auch  sur  Erläateruog  der  Anwendung 
der  beiden  im  Obigen  entwickelten  Regeln  schon  hinreichend  sein. 

XIb  uns  einigerowwen  ein  ürtheil  über  die  Anwendbarkeit  der 
vorhergehen  den  Methode  bei  der  wirklichen  Ausführung  ron  Bli* 
■inaliooen  zu  bilden,  wollen  wir  in  der  Kärze  untersuchen,  wie 
groH  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Glieder  ist,  ans  denen  die 
SB  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung  besteht,  zu  welcher  die  obige 
Methode  führt.  Wenn  zwischen  »  nnbekannten  Grössen  n  lineare 
Gleichungen  gegeben  sind,  so  iat  in  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
Criieder  ^er  Zähler  nnd  Neuner  der  Werthe  der  unbekannten 
.GrSMen  die  Permutationszahl  fiir  m  verschiedene  Elemente,  oSn- 
lieb  1.2.3...»,  welches  ganz  uumittelbar  und  von  selbst  aus 
Beiont's  und  Cromer's  Regeln  für  die  Elimination  der  nnbe- 
kanbten  Grössen  aiiH  Gleicbnngen  des  ersten  Grades,  die  wir  bier, 
wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  als  bekannt  voraussetzen,  er- 
bellet  Sind  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  aus  denen  a: 
eliminirt  werden  soll,  in  Bezug  auf  diese  Grösse  überhaupt  vom 
asten  und  vom  «teo  Grude,  so  hat  man  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationimethode,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 
eigentlich  as  +  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  eben  sa 
vielen  unbekannten  Grösiten  aul^ulösen ,  und  der  gemeinschaftliche 
Nenner  der  Wertbe  dieser  unbekannten  Grössen  ist  die  Function 
der  X  Dicht  mehr  enthaltenden  Gleichung,  zu  welcher  die  obige 
Sliminationsmethode  führt,  so  data  also  die  Anzahl  der  Glieder 
dieser  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  im  Allgemeinen 
1  . 2  .  3  .  .  .  (a*  -|~  *•)  i"t,  wenn  auch  allerdings  wegen  der  vorkom- 
menden verschwindenden  Coefficienten  mehrere  dieser  Glieder  weg- 
fallen, nnd  die  Anzahl  der  Glieder  im  Ganien  sich  daher 
'  etwas  verringert.  Weil  aber  i.  B.  für  m  +  *  =  10  schon 
1  .  2  .  3  .  .  .  (at  +  »)  =  3638800  ist,  so  sieht  man ,  dnss  die  Anzahl 
der  Glieder  der  a:  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung  doch  sebr 
bald  nngehener  gross  werden,  nnd  die  Elimination  von  x  nach 
der  obigen  Methode  in  der  Praxis  dann  so  gut  wie  nnnnsfnhrbar 
sein  wird. 

Aach  diese  zweite  Elimintriionsmethode  lehrt  dem  Wesentüdien 
nach  Buler  in  der  Introductio  in  Analygin  lofinitornm. 
Cap,  XIX.  p.  265.  In  neuester  Zeit  ist  dieselbe  von  Sylvester 
ia  dem  Pbilosopbical  HAgasine.  Febrnurj'.  1S40  und  von 
Ricbelot  in  Crelle's  Journal  mit  mehreren  guten,  in  das 
Obi^  dem  Wesentlichen  nach  mit  itutgeuummeDeu  Bemerkungen 
bereichert  worden. 
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».8. 
Ld  den  Henoireg    de    l'Acad^nie  du  sciences  de. Paris.  1764 
liat  Bezoat  eioe  GliniDationsmethode  sng'egeben,  die'im  Allremei- 
oen  Duf  FolgGDdes  hinaus  kummt.     Die  bcideo  gegebenen  Gleichan- 
gen  seien  jetit 

aa.x^-i-a,.x'>-^-i-a,x--''-i-  . .  .  -|- «„_iir  +  »■  =  0, 

i„a7"-l-Ä,a:»-i-fvÄ,ir'^-*-|- . . . -|-iB-i^  +  *i.  =  0. 

'wobei  wir  bemerken,   dsis  in  den  Fällen,  wo  diA  büden  Gleicbnn- 

S;eii  nicht  tod  demselbeB  Grade  sind,  die  CoefScienten  einig^er  An- 
nngaglieder  in  der  einen  dieser  beiden  Gleichungen  als  rerscliwin- 
dend  zu  betrachten  sind.  Diese  beiden  Gleichungen  wollen  wir 
auf  die  Form 

=  — {oi+l'a''*~'~*  +  «/-««^'~*+  ■  ■  +an-tJr-i-a„). 
*ojr"  +  Ä,.r"->-t-  .  . .  -i-ÄMi*-' 

bringen,  wo  /  jede  der  positiven  ganzen  Zaiileo 

0,  1,  2,  8,  4,  ...j»  — i 
sein  kann.    Aus  den  beiden  auf  diese  Weise  darfi;e stellten  Gleichun- 
gen folgt  durch  Division 

atx'-t-«it*^i-^ti^x''-^-+- . .  -t- Ol— IX -i- Ol 

~"  /v+iafl^'—i  +  Av+m:"— '— 5  +  . .  +  An—iX  +  *n' 
und  folglich ,  wenn   bbh   auf  beiden  Seiten   mit  dem  Producte   der 
beiden  Nenner  mnlliplicirt, 

X(«fc*.i;r"-'-'  +  «A+flj;"-'-»  +■ . .  -t-  a»~t.x  +  an)  =  0. 
Denkt  man  sich  jetzt  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  deq  Gleicli- 
beitszeichens  nach  Potenzen  von  sc  entwickelt,  so  wird  dieselbe 
offenbar  die  folgende  Form  aanefamen: 

und  mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung  üherzeugl  man  sich 
leicht  TOn  der  Richtigkeit  der  folgenden  Ausdrücke: 

■^OJ  =  »«Äz+i  —  *oW+i. 

+  »(,**«  —  *»»*+ai 
^t,t  =  a,di^4  —  i^fi+i 
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u.  a.  w. 


+  «(--a*/+»  —  ii^ai+i 


-+-  Ä/_l  Äa  —  Ä/— 1  an, 

'  Entwickelung   der 

-rfoiif  -^1,/;  -rfj,i;  ^i,n  . .  ■  ^^n-i.f 

hat  MD  ücb  nur  zu  merken,  dtiss  man  sowolil  in  der  Reihe  der 
dorch  a  mit  den  gehörigen  Indices,  als  auch  in  der  Reibe  der 
durch  d  mit  den  gebörigen  indices  bezeichneten  CoefGcienteD   voii 

{'eden  Gliede  an  aufsteigend  und  absteigend  immer  nur  ,sa  weit 
brtschreiten  muss,  als  dieae  Coeßicienten  nicht  verschwinden.  I'ro 
dim  imtok  mb  Keispiel  au  erläalcrn,  «ei  /=4,  m^T;  so  ist 
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+«,&, — ^i«« 
+«„Ä, — *,«,, 

.^,,4  =  «,i.   — *,». 

-t-«,i;— Ä,«„ 

Sehr  leivht  erbellet  Dun  aber  auch  uu  des  Vorb  ergehen  den  die 
Ricbtig'keit  der  DCcbatebeodeD  fiir  das  Folgende  wicbtig^D  Be- 
latianen : 

-^/+3,  i  ^  -^^  *M, 
u.  s.  w. 

Ans  d«r  GleicbuDg 

oder  vielmehr  aiw  der  Gleichang 

erbält  man,  wenn,  was  ventUttet  iat,  fdr  /  Dach  und  nach  die  po- 
gitiven  ganzen  Zablen  0,  I,  2,  3,  4,...,  » — 1  geaetzt  werden, 
die  folgenden  m  Gietcbungen: 

jQ,iafl'-i-\-Ai,tx^^-\-J%yx'-^-^ . . .  +  -*»-aaar'  -»-^,^i4^*^0, 
-/it^a;*-'H-^i,»r»-»-|-^i,*r"-»+.  .'.+^»-iflir'-+-^«-i,2a?'*==0, 

-*(HHir»-*+^i,ia!"-*-|-^ija^-s+. .  .+^«_i,i^'+^^i,ia:<'Ä=0, 
U.  a.  w. 

und  wird  also,   wie  aii-b  aut  deai  Obigen  aogleicfa'ergiabt,  an  der 
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Euuchteii ,    die   Grösse   x  nicht   mehr   entbaltendeD   Gleicbnog   ge- 
iDgCD,  WCDD  HBD  BUS  den  Gröueo 

■^Qfi-,  -^ifii  -^ifi-,  ■  ■  •  -^n-w;  J^ii—ifi 
■^i}^i  -^1,1!  -^wi  -  •  ■  -^ti-v,  -^n-w 

'^Mi  -^Mi  -^Wi  ■  ■  ■  -^»-W;  -^m—lA 

n.  ■.  w. ' 

-^«i»-«}  -^1,1»-»;  -^aiit-n  •  ■  ■  -^»-«.»-si  -^n— i,»-i 

■•^k^f-ii  '<l,l^-li  -^atit-ii  ■  ■  •  '*«-s,«-i;  -^»-i^t-i 

auf  bekannte  Weise  die  im  Ofaietn   durch  ^   heieichoete  Function  - 

bildet,  nnd  dieselbe  der  NalL  gleich  setit.     Aus  den  in  Varher^. 

Sbendeo   bewiesenen  Relationen   ergiebt  sich   aber   aaf  der  Stelle, 
SS  man  auch  statt  des  obigen  Schema's  das  Sches» 
-^(W!  -^Wi  -^i  ■  ■  ■  '^Oin-a;  ^o^-i 

-^w;  -^w»  -^Mi  •  •  -  -^uh-i;  -^i,»-i 

^m;  -*W)  -*m;  . . .  ■■i%>t~a',  -^fci^-i 

n.  s.  w. ' 

'^D.ii-s;  -^iiii-K  -^«.n-i; .  • .  -<»-s,»-«i  -^»-»,«-1 

■4>,ii-i;  -^1,1^1;  -^%»-li  ■  •  .  -^»-S,!«--!!  -rf»-!,»-! 
setzen,  ans  den  in  diesem  Schema  enthaltenen  Grttssea  die  ist  Obi- 
gen derch  9  faeseichnete  FnitetiaD  bilden,  nod  dieselbe  der  Nnll 
gleich  setsen  kann. 

An  SehlnsB  dieser  Abhandlnng  bemerken  vir  noch,  dass  bei 
derselben  überbalipt  das  Memoire  sur  l'^liMination  d'nne 
variable  entr«  denx  ^qnatioas  alg^britfaes  in  den  Bxer- 
cieea  d'Analyre  et  de  Phyaiqne  statb^Matiqne  par  Cauchj'. 
T.  1.  Paris.  1840*)  p.  385  mlfacb  benatst  worden  ist.  In  einer 
zweiten  Abhandlnng  werdea  wir  späterhin  aaf  diesen  degenstaad 
mrilck  kommen. 


*)  Wovon  ab<r  die  13te  Lieferung,  ia  weicher  sich  du  in  Rede  stebsn4s 
Memoire  hefiodet,  nur  erat  gani  Tor  Kunem  eraebienen  iic 
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Ceber  die  Summen  der  Winkel  in  ebenen  ge- 
radlinigen Vielecken. 

Von  den 
Herrn  Director  J.  H,  T,  Malier 

am  Realgymnasium  la  Gatfai. 


1.  BeküDotlidi  wird  die  Summe  der  DBch  eineHei  Rictitang  ge- 
DOHuneDeo  Aussenwinkel  eines  ebeaen  einfacheD  Vieleck*  dudurcli 
ermittelt,  dass  man  biu  irgend  einem  Pankte  nit  den  auf  einander 
folgenden  Poljffonaeiten  die  rleichstimmig  parallelen  Linien 
zielt  und  die  in  einerlei  Drenung^ichtJng  genommenen  Winkel 
der  den  auccessiven  Seiten  entsprechenden  Parallelen  enmmirt, 
woraus  herroi^eht,  dus  dicae  Ssmme  immer  ein  VieUsdhei  von 
m  befragen  muas. 

2.  Auf  g»Dz  dieselbe  Weise  lässt  sich  &neb,  was  tum  itisher 
übeneben  zn  haben  scbeint,  die  Simne  der  innern  Winkel  eines 
solchen  Vielecks  finden,  wenn  aus  eiDem  beliebio'en  Punkte  mit  der 
laten,  3ten,  'Steo, .  .  Seite  die  gleichstiaimig,  mit  der  2ten, 
4ten,  6t«o,  .  .  Jieite  ober  die  vn^eicfastimmig  parallelen  Linien 

Kiog«n  nnd  dam   bei  einerlei  Srebnoff^ricbtnng  die  Winkel  der 
irallelen  nach  folgendem  Gesetze  aummirt  werden. 

Bezeichnen  1;  3;  5;..  die  gleich  stimmigen  nnd  2;  4;  6;.. 
die  nntrleichstimmiiren  Parallelen,  aa  ist  die  Snmme  aller  innern 
WinkeP  . 

1)  im  (2«>eck 

=  (1,2)  +  (2,3)  +  (3,4)  +  . .  +  (2«  - 1,2»)  +  [i»,!) 

2)  im  (3j(+l)eGk 

=  (1,2)  +  (2^) -H  (3,4) -I- . .  +  (2»,2<,  + 1)  +  (2.  + 1,1') 
vrenn  im  letztern  Falle  1'  die  Rnckverlängerung  der  ParalleleD   1 
bezeichnet  —   Im  ersten  Falle  ist. tiunDacb  jene  Winkelsunme  im- 
mer ein  gerades,  im  zweiten  ein  nngersdes  Vielfaches  Ton  2  rech- 
ten Winkeln. 

3.  Diese  Herleitungsweise  der  Summe  der  innern  Vieleckswin- 
kel  bat,  abgesehen  von  der  üebereinstiiamnng  mit  der  für  die 
Süssem  Winkel,  vor  der  gewöhnlichen  den  erheblicheo  Vorzug,  dass 
sie  sich  ganz  gteichnässig  auf  alle  Vielecke  mit  beliebig  Vielen 
convexen  Winkeln  anwenden  und  doas  sie  die  eigentliche  Bedeu- 
tung der  Polygonwtnkel  deutlicher  erkeDuen  läist 

Es  sei   mir  erlaubt,   aus  dem  Obigen  noch  einige  Folgerungen 
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au  lieben,  welt^e  eine  B^i;%tnUBg  deBseii  trildeD,  was  ich  in  der 
Abhandlnng  über  die  aymmstriscben  Kreisvielecke  von  ungerader 
Seitenzabl,  Gotha  1840.  über  die  verschiedenen  WiDkeUnrnmen  der 
Vielecke  angedeutet  hatl^. 

4.  Bei  unveränderter  Drebnugsnchtung  tat  in  einen  einfocLen 
ebenen  Vielecke  die  Snvine  der  Winkel  je  xireier  aufeinander  fbi- 
gendelr  Seiten 

für  (2«+l)  Sebeitel;  fBr  (2«)  Scheitel   ' 
entweder         1.2^,  2.  ZA, 

•der  3.2A,  4 .  2A, 

oder  6.ZJft,  6 .  SÜ, 


oder    (4«+l)-2A  (4«— 2). SU. 

Da  aber  bei  jedem  Meck  die  eine  oder  die  andere  Drehunga- 
richtuDg  gewählt  werden  kann,  ao  giebt  es  im  AllgemeineD  für 
dasselbe  xwei  Summen  der  Winkel  je  iweier  nnstosaender  Seiten, 
welche  einander  zu  «i .  4/Z  ergänzen.  Beschränkt  man  sieb  daher, 
wenn  beide  Summen  ungleich  sind,  auf  die  jedesmalige  kleinere, 
so  erhält  man  bloss  n ach ateh ende  möglicbe  Werthe: 

für  das  (2i»+l)ecki  für  d«i  (2j»)eck 
1  .  2A,  2  .  2it, 

3  .  2A,  4  .  2/t, 


(2»4-l)-27l,  2».2A, 

wo  die  höchsten  Werthe  Vielecken  angeliSren,  deren  tVinkelanmme 
bei  beiden  Dreh  ungi  rieh  tun  gen  gleich  gross  ist. 

5.  Ans  der  in  (2)  angegebenen  Constmction  ergiebt  rieh  so- 
gleich, wie  umgekehrt  auch  Vielecke  von  gegebener  Seitenzahl 
und  Seiienrichtung  construirt  werden  können,  welche  eine  vorge- 
schTiefaeoe  Winkelsumme,  wie  die  in  (4)  angegebenen,  haben^ 

Zieht  man  nämlich  von  irgend  einen  Funkte  aus  in  efner 
Ebene  m  Strahlen  in  beliehtgen  Richtungen,  und  achreibt  an  jedeD 
derselben  eine  der  a«  ersten  natürlicben  Zahlen,  so  hängt  bei  ge- 
radzahligen Vielecken  die  Summe  der  Winkel  von  der  Zahl  der 
Nicbtfolgen  ab,  welche  sieb  ergeben,  wenn  man  in  der  gewähl- 
ten Drehnngsrichtung  vom  Strahle  1  an  for^ebend  aämmtliehe 
Strahlen  so  abliest,  wie  sie,  ohne  Rücksicht  aiu  die  Bezeichnung, 
der  Reihe  nach  auf  einander  folgen.  Enthalten  alsdann  die  zoge- 
bSrige«  Zahlen  a  Nicbtfolgen,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  je^es 
(2«^fl,  dessen  Iste,  3te,  5te,  .  .  und  2te,  4te,  5te, . .  Seite  den 
Strahlen  1,  3,  5,  . .  gleichstiMmig  und  den  Strahlen  2,  4,  6,  ,  .  un- 
gleichstimmig  parallel  ist,  =(l  +  a).4/t,  indem  dann  a  Umläufe 
gemacht  werden  niisaen,  bis  «an  wieder  zu  dem  ersten  Strahle 
gelangt,  von.  dem  mno  auagegangcn  war.     So  enthält  jedes  zu  den 
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aufeinanderfolgenden  Strahlen   135S470  gebäri^  S«GliMck,  wegen 
der  beiden  Nicbtfolgen  52  and  79^(14- 3)  .  4A. 

Bei  den  ungeraäzahligen  Vielecken  ist  su  unterscheiden, 
ob  alle  Strahlen  auf  einer  oder  auf  beiden  Seiten  des  Strsbis  I 
sammt  dessen  RuckverlaiigeraDg  1'  liegen.  loi  ersten  Falle  ist  bei 
a  Nicbtfolgen  die  Winkelsumme  ^(l+%l)-2/I,  in  zweiteu  über 
=  (3  +  2fl).2A 

,      Die  soicenannten  Drndenfnafle  gehören  zu  den  nngeradiahligen 
Vielecken,  deren  WinkeUnmBie  ==iJt  ist. 

Cebrigeus  ist  die  Lage  des  die  Richtung  der  letzten  VieleckS' 
seit6  bestimmenden  Strahles,  vie  man  leic|it  siebt,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  eingeschlossen,  weil  die  letzte  Seite  der  ersten 
selbst,  nicht  aber  ihrer  VerläDgerang  über  den  Scheitel  (1,2)  hin- 
aus begegnen  mass,  Qieraus  erklüt  es  sich  auch,  warum  beim 
Dreiecke  die  Summe  der  Winke)  nur  2A  oder  lOH,  aicbt  aber  6/t 
betrogen  kann,  indem  fät  kein^  I^'ge  dreier  Strahlen  eine  ge- 
schlossene einfache  Fisur  entstehen  kann,  deren' Winkel  summe 
den  zwiscben  2  und  1()  fallenden  Werth  von  6  rechten  Win- 
keln gäbe. 

V.  Die  Anwendung  der  Strahlen  filbrt  ausserdem  auf  eine  sehr 
einfache  Methode,  die  Winkelsunmen  der  m — l.a« — 2.m— 3,..4.3 
verachiedenen  einfachen  ebenen  wecke  su  finden,  welche  zn  den- 
selben ■»  gegebenen  Scheiteln  geboren. 

Seien  (Taf.  I.  Fig.  1.  0  und  M  1,  2,  3,  4,  5  fünf  solche  in  einer 
Ebene  liegende  Scheitel,  so  sind  zwischen  diesen  die  zehn  Verbin- 
dungslinien 12,  13,  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  und  wenn  mav, 
wie  hier  niithig,  auch  die  Richtung  berSckaichtigt,  die  zehn  an- 
dern  Verbindungslinien  21,  31,  41,  51,  32,  42,  52,  43,  53,  54  mSg- 
lich.  Zieht  mau  nun  aus  dem  Hittelpunkte  eines  Kreises  mit  die- 
sen 20  Verbindungslinien  die  gleichstimmig  parallelen  Radien  und 
schreibt  an  den  Endpunkt  jedes  derselben  die  beiden  Zablen,  wel- 
che  der  ihm  entsprechenden  Verbindungslinie  angeboren:  so  erhält 
man  ein  StrablensTitem ,  vermittelst  dessen  sich  aus  der  blossen 
Anfeioanderfnlge  der  gegebenen  Scheitel  die  Summe  der  Winkel 
des  dadurch  bestimmten  einziehen  Fünfecks  sofort  finden  lüsst 
ist  nKnlicb  z.  B.  13254  das  zu  untersuchende  Fünfeck,  so  sind  nach 
(2.)  13j  23,  25,  45,  41,  3t  die  Bndpunkte  der  ihm  zugehörigen 
Strahlen ,  die  sich  ohne  die  Figur  sellist  ergeben ,  wenn  man 
132541^  statt  13254  schreibt  und  abwechselnd  vor-  nnd  rückwürts 
liest.  So  viel  halbe  Umläufe  nun  gemacht  werden  müssen,  um  in 
einerlei  Richtung  die  Punkte  des  Kreisumfangs  13,  HS, .  .  .,  31  zu 
dnrcblanfen;  so  viel  irestreckte  Winkel  kommen  auf  das  Fünfeck 
13254. 

Han  sieht  leicht,  wie  durch  Einfdhruog  neuer  Symbole  die 
AuSAsHDg  unserer  Aufgabe  auch  auf  die  Zählung  der  nichtfolgen 
(5.)  reducirt  werden  kann. 

7.  Dio  Darstelinng  aller  einfachen  wecke,  welche  dieselben 
Scheitel:  1,  2,  3,  . .,  **  haben,  wird  am  leichtesten  dadurch  bewirkt 
dass  man  alle  Combinationeo  zweiter  Klasse  aus  den  Elementen 
2,  3,  . .,  «I  bildet,  zwischen  jede  solche  Combination  die  noch  übri' 
'  gen  (m  —  3)  Elemente  in  ullen  möglichen  Anordnungen  stellt  und 
jeder  so  gebildeten  Form  das  Element  1  voraustellt.  Für  1,  2,  3, 
4,  5  erhält  man  demnach 
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1  3  45  3; 

1  3  25  4; 

1  2  54  3j 

1  3  53  4, 

1  2  35  4j 

13  24  i; 

1  2  53  4; 

1  3  42  5; 

1  2  34  5i 

1  4  33  5; 

1  2  43  5, 

I  4  32  5, 

iretcfces  die  13  veracbiedeneD  Fünfecke  (igd,  die  lU  jtnea  Scbeiteln 
^hören. 

8.  Die  oDf  Bolcfae  Weiie  ^bildeten  ADordnan^B  der  Elenente 
2,  3,  .  .,  M,  warin  keine  zwei  vorkommen,  von  denen  die 
eine  die  ÜmkeliraDp  der  andern  ist,  verdienen  wegen  des 
bSnfigen  Gebraticbi,  der  aicb  in  der  Geometrie  davon  mncben  tuet, 
besondere  Beacbtung-. 

0.  Ana  (7.)  ergieht  «ich  in  Verbindung  mit  dem  Vorber- 
gehenden,  dsu  die  verschiedenen  zu  denselben  Scheiteln  g^Örigen 
Vielecke  sich  nacb  den  kleinsten  Summen  ibrer  Winkel 
klassificiren  lasien,  was  man  bishernnterlstien  zn  haben  scheint. 

10.  Bei  der  Ricbtnng,  welche  die  Geometrie  in  der  neuern  Zeit 
f^enommes,  dürfte  ilie  Anfnahne  des  in  (2.)  gegebenen  Beweiset 
iD  die  Eleioente  nicht  DDiweckmäasig  sein,  Todem  der  AnAlnger 
dann  frübieitig  mit  den  Vielecken  in  ihrer  allgemeinem  Bedentnng 
bekannt  gemacht  werden  kann. 


IX. 

Uebmigsaiifgaben  für  Schaler. 


(Fortsetiung.) 

A.,  Cabatur  des  Ellipsotds,  Hyperboloids  mit  2  gleichen 
Aüon. 
Die  Gleichung  de*  um  die  grosne  Axe  rolirenden  Keffelschoitts 
■ei  y*=pa;  +  ga!*,  die  Abscisse  x  werde  in  m  gleiche  The ite 
getbeilt  und  durch  die  Endpunkte  der  Ordinalen  werden  Parallelen 
zur  grossen  Axe  gezogen ,  dann  entstehen  dnrch  Cmdrehnns  des 
Kegelschnitts  Cylinder,  deren  Gesammt-Cubikiobslt  durch  die  sum- 
matton    der  ftnadratzahleo    und    der  natürlicben  Zahlen   gefiuden 

.ir4=^[^(l+i)H-,*-  (i+i  +  jl;)]. 

c.,tEi.ct,GoOglc 


11« 

Indem  muii  das  I 
die  SU  zwei  Axen  parallel  aeiogeu  werdea,  in  gleicb  weit  tod 
einander  abstebende  elliptiacbe  Cytinder  xerfifllt,  liann  bbo  dnrcb 
ÜBBselbe  Hulfamittel  obne  die  »riDsate  Schwierigkeit  den  Geaanunt- 
Cubikinhalt  der  elliptiBclien  Cjlinder  erbalten.  Siad  die  Axen  6 
und  e,  za  -welcben  die  Ebenen  parallel  ffetegt  werden,  und  wird 
die  Bt(f  a  ^enomni,ene  Abeciase  x  vom  Hittelpunkte  ^exählt  in  m 
gleiche  Theile  getheilt,  so  ist  der  CubikiobaU  der  elliptiacben  Cy- 

linder  ^awcil  1 — ^  (y  "^  S~*~  te»M*  *""•■*'"  *"  Ciürikin- 

faalt  dea  halben  Ellipaoida  fa&c .  n  folgt. 


Der  bekannte  Ausdruck  für  den  fUdiua  dea  Krömmungs- 
kreiBea  deE,  Kegelschnitte  durch  die  Kormale  stand  mir  z\i  iaolirt, 
ich  suchte  deshalb  einen  Auadruck  fiir  den  Radius  dea  durch  3 
Punkte  eines  Kegelschnitts  ffelegteo  Kreises,  und  fandj  dass  jener 
Eladius  gleich  ist  dem  Produkte  areier  Normalen  auf  die  3  Sehnen 
dea  Kegelschnitts,  dividirt  durcb  das  Quadrat  des  halben  Parame- 
ters. Jede  dieser  Normalen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt:  Aus 
dem  Mittelpunkte  wird  ein  Radius  Vektor  durcli  den  Hittelpunkt 
der  Kegel Bcbnittssebne  gelegt,  und  die  oben  bezeichnete  Normale 
auf  diese  Sehne  gebt  von  dem  Endpunkte  des  Rndius  Vektor  auf 
der  Curre  bis  zum  Durcbschnitte  mit  der  grossen  Axe.  Fallen  die 
3  Punkte  des  Kegelschnitts  zusammen,  so  verwandeln  sich  die  ur- 
sprünglich ungleichen  Normalen  in  3  gleiche  Linien. 


Wenn  ein  Punkt  aich  auf  der  Peripherie  einer  Bllipae  be- 
wegt, während  der  anxiebende  Punkt  in  einem  Brennpunkte  der- 
selben steht ,  80  ist  die  anziehende  Kraft  dem  Quadrate  der  umge- 
kehrten Entfernung  des  anziehenden  von  dem  angelogenen  Punkte 
proportional. 

Dieser  bekannte  Satz  täast  aich  ohne  Hülfe  der  hSbern  Rech- 
nungen beweiaeu.     Die  Kraft,  mit  welcher  der  Poukt  vom  Centrum 

der  Anziehung  sich  zn  entfernen  atrebtj  ist  =  js»  wenn  v  die  Ge- 
schwindigkeit und  R  den  Krümmungsbalbmeaaer  für  den  Ort  des 
bewegten  Punkte  bezeichnet.  Ist  /'^die  Kraft,  mit  welcher  dieser 
Punkt  in  der  Richtung  des  Radius  Vektor  r  angezogen  wird,  ao  ist 
die  in  die  Richtung  der  Normale  m  fallende  Kr^  F  coa  (f,  r),  wenn 
t  die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  bezeichnet. 
Da  nun  die  genannte  Kraft  gerade  so  gros*  aein  muss,  ala  die  Cen- 

trifugalkraft  js-,  so  ist  F^s  •-j-  ^^^  ^'^  Geschwindigkeit  im 
nicbslen  Schcitelpnnkle  1,  die  Excentrizität  e,  so  ist  a(l — e)=^v$, 
folglich  F^^ — '- — ^7j — '■—.     Da   aber,   wie   leicht   zn  beweisen, 

—  =  — ,  nnd  Ä=  —ji—t  BO  ist  F=>  t*  .r~- 

Bewegt  «ich  der  Punkt  auf  der  Peripherie  der  Ellipse,  während 
der  anziehende  Punkt  im  Mittelpunkte  derselben  steht,  so  ist /'der 
Bntfernang  dtraict  proporüonal.  -    ' 
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DeDD  sei  der  ßadins  Vektor  r,  so  ist  F=:-g  .  — ,  wenn  t  die 
lüeokreehte  vom  Mittelpunkt»  uf  die  Tangente  bedeutet  Ist  die 
Geschwindigkeit   in    Hcheilel    I,   so    hat   mnn    e  =: -r,    t^=—. 


Eid  weites  nnd  iitere«Biite<  Gebiet  znr  Untersachnng  der 
EigenBckoften  der  Ellipse  bietet  die  Betrachtang  dieser  Cime  als 
der  orthografthisehen  Projektion  des  Kreises  dar,  wena  beide  Bbe» 
nen  in  der  Kiehtnng  der  ffranen  Aie  einander  schneidend  ange> 
noKBeii  werden.  Ihircb  die  einfachsten  Hülfmittel,  als  da  sind, 
die  Projektionen  paralleler  Linien  im,  Ranme  auf  dieselbe  Ebene 
sind  parallel,  der  Cosinns  des  Neigongs winkeis  einer  begrentten  Fi- 
gur in  der  Kreisebene  mit  der  Projektion  ist  :=  —  u.  i.  w.j  gelangt 
nan  ohne  die  geringste  Htthe  cn  den  Eigenschaften  der  Tangen- 
tea,    der    koi^ugirten    DurckHesser,    der   ■■sehriebenen   Parallelo- 


Die  Auflösung  der  6  Hanplfälle  der  sphtlrisehen  Trigonome- 
trie  durch  geometrische  Construction  in  der  Ebene  Usst  sich  auf 
sehr  einfache  Weise  erhalten,  indem  naD  in  der  köryertiehen  drei- 
seitigen Ecke,  deren  Kanten  Sjt,  SB,  HCia  derselben  Folge  die 
Winkel  c,  b  und  a  ein  ach  Ü  esse  n ,  BC  nnd  AC  rechtwinklig  anf 
SC  nimnit'.  Das  Dreieck  ABC,  in  welchem  3  Seiten  bekanut  sind, 
wenn  a,  b  und  c  segeben  werden,  giebt'den  Neigun^winkel  ACB 
oder  den  Bphsrischen  Winkel  swischen  a  und  o.  Durch  dasselbe 
Dreieck  findet  man  die  dritte  sphärische  Seite  ans  den  beiden  an- 
dern Seiten  and  dem  von  diesen  eingeschlusaenen  Winkel.  Ist  ge- 
geben c,  a  nnd  der  c  ge^nüber  liegende  Winkel,  so  fällt  man 
von  A  eine  Senkrechte  AD  aui  BC  uad  eine  Senkrechte  vnn  AE 
auf  SB,  so  liegen  die  Punkte  S,  E,  D,  V  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises,  so  dasa  die  Lage  des  Pnnktes  E  durch  den  Durch- 
schnitt  dieses  Kreisen  und  dea  mit. dem  Radins  SE  beschriebenen 
Kreises  gefunden  werden  kann  u.  a.  w. 


Die  graphische  Daralellnng  der  Funktionen  scheint  mir  ein 
xweckmässiges  Uülfamirtrl  lÜr  den  Unterricht,  um  eine  recht  he- 
wnsste  AuftsBsung  der  Eigenschaften  derselben  möglidt  zu  muchen. 
Zu  dem  Ende  liahe  ich  mir  eine  siisebhliche  Menge  solcher  Dar- 
stellungen gezeichnet,  wie  die  Linien^  der  Sinua,  der  Cosinus,  der 
Tangenten,  der  natürlichen  Und  Briggiscben  Logarithmen,  der  Lo> 
garithmen  der  Kreisfuoktionen  u.  s.  w.  Selbst  einfache  Funktio- 
nen, wie  y=ix,  y=:F»,  if  =  x',  y=x*  bieten,  wenn  sie  für 
dieselbe  Veränderliche  auf  dasselbe  ßlstt  gezeichnet  werden,  manche 
Eigenschafleo  dar,  deren  sich  wenigsteoB  der  Schüler  in  dem 
Angenbticke,  da  ihm  diese  Funktionen  genannt  werden,  nicht  he- 
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WDBBt  wird,  z.  B.  dass  sich  alle  diese  CurFCn  in  2  Punkten  begeg;- 

nen,  dua  «e  je  nnch  dem  hohem  Grade  bis  aum  Pnnkte 

y=l 

■DBier    näher    an    die  AhaciBsenaxe   nnd  an  die  Ordinste   1  .treten 


10.     V^ranschanlicbende  Darstellung  der  Prinzahlen. 

Ein  ^oaaea  gleichaeitiges  Dreieck  wird  in  10000  kon^^ente 
gleichaeilig«  Dreiecke  certkeitt  und  in  jedes  Dreiecksfeld  eine  der 
Datiirlichen  Zahlen  so  geschrieben,  dass  die  Zahl  I  in  die  Spitie, 
2  an  den  Anfang  der  zweiten  Horizontalreihe,  4  an  das  Ende  dei^ 
selben ,  5  an  den  Anfaog  der  driUeu ,  HorixODtaIrMhe ,  9  an  daa 
Ende  derselben  luaBiat,  wie  denn  überhaupt  der  ganze  rechte  Sann 
des  Dreiecks  von  Heu  Quailreten  der  natürlichen  Zahlen  eingenom- 
nen,  in  jeder  Horizontal  reihe  «her  tob  der  linken  nach  der  rech- 
Ich  Hand  gezählt  wird.  Gieht  man  nun  den  Feldern  der  Primzah- 
len eine  andere  Farbe,  so  gewahrt  man  bei  geringer  Anfmerksam- 
keit,  dasB  in  Altgeneinen  die  Prinzahlen  in  gewissen  parallelen 
fast  gleichweit  von  einander  entfernten  Richtnogen  dichter  beisan- 
men  liegen,  als  in  andern  Richtungen.  Die  Zalilen  von  der  Fom 
41  +  m(m — 1)  stellen  einen  Stah  mit  geschlossenem  sechseckigem 
Sterne  dar,  dem  einzigen,  der  nnter  den  XOOOO  Dreiecken  vor- 
kommt. 


Einfache  Bestinnang  des  Brechungs Verhältnisses  in  einem  drei- 
seitigen Prisma  durcb  den  Neigungswinkel  w  zweier  Seiten-Ebenen 
des  Prismas  nnd  durch  die  Winkel,  welche  der  einfallende  und  der 
austretende  Strahl  an  jeder  Stelle  mit  dem  Eiofallslotbe  bilden. 

Der  Strahl  treffe  in  ji  das  Prisna,  und  bilde  mit  dem  Einfslls- 
lothe  den  Winkel  a,  der  gebrochene  Strahl  trete  in  ß  aus  dem 
Prisma  und  bilde  mit  dem  Einfallslothe  daselbst  den  Winkel  6,  die 
beiden  Lothe,  welche  die  Winkel  a  und  ß  in  Innern  des  Prianas 
mit  dem  Strahle  jiB  einschlieaaen ,  schneiden  sieb  id  C,  so  bat 
man  in  dem  Dreiecke  ^BC 
^B*==:AC»-i-CB^  +  2AC.  CB  .CO»  y 

=^^b5^  +  <5ä>' +  32  •  Zff  «"  Vj 

folglich  1  =:  sin  ß*  ■+■  sin  a*  ■+■  Ssin  a  sin  ß  eos  ip 

—    «in  A*  sin  a'      .    2«in  g  .  ain  b  .  coa  </• 

n*  «in  t//'        n*  sin  (t*  n*  sin  ^* 

nnd  «*  sio  ^  =  k  sin  a*  ■+■  sin  &*  +  ^bid  a  .mn  6  cos  rft  *), 

*)  Siehe  Seebeck's:   Observ 
gentium  angulis  polir: 

(Der  Scblnss  folgt  im  nächsten  Hefte.) 
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X. 

Lehrsatz,  die  Ecken  der  Pyramiden  betreifend. 

Von  dem 
Herrn  Director  J.  H.  T.  Müller 

un  RMlgymnuinm  tu  Gotha. 


k; 


Da  die  EiKenicliafteD  der  Pol;ederecken  bialier  bock  wenig 
■mtcfsncht  worden  sindj  so  wird  vielleicht  einzelnen  Mathemetikem 
die  Mittheiinng  eines,  wie  tch  (^ienbe,  neuen  und  en  Folgeruo^ii 
Eienlictt  reichen  LeiirsatzeB,  die  Ecken  der  Pjraniden  betreffend, 
nicht  anangenehm  sein.  Sollte  ich  mich  hierin  nicht  tauschen,  ao 
würde  ich  Bpäter  noch  eine  Reibe  damit  verwandter  Sätse  Tür  an- 
dere Polyeder  mittbeilen. 

1.  Ich  le^c,  der  grÖBiem  Deutlichkeit  wesen,  statt  einer 
MSeitijren  Pyramide  die  beliebige  fiinfseitige  OABCDB  (JU.  s. 
Fie.  2  a  und  b  auf  der  Bcbo;i  dem  ersten  Hefie  beigegebenen 
Tiff.  1.)  bei  meiner  Betrachtung  zu  Grunde  und  nehme  auch  fUrs 
Ente  an,  dass  die  fünfkantige  Basis  ABCfiE  lauter  concave 
Winkel  enthält.  Jene  Beschränkong  ist  ohne  Einfluis  auf  die  All- 
~;cmeingnltigkeit   des  Lehrsatzes    und  diese  wird  spilter  anfgeho-' 

«tt  werden. 

2.  Cn  die  Ecken  unserer  ^ramide  zu  vereinigen,  verfahr^ 
i^  wie  bei  der  Summimng  der  Winkel  eines  ebenen  veradlinigen 
Vieleck«  in  dem  Aufsetze  Hr.  VIIL  und  ziehe  aua  den  Hittelpunlite 
M  irgend  einer  Kuget  ' 

1)  mit  den  Seitenkanten  OA,  OB,  OC,  Oß,  OE  die  angleich- 
■  timmig  pafallelea  Radien,  welche  der  KugelSäche  bezüglich 
in  den  Funkten  cf,  ß",  y",  S\  ^  begegnen  and  dort  die  Spitzen 
eines  sphärischen  Fünfecks  m'^/^e'  bilden,  welche  das  Haass 
der  Scheitelecke  von  0,  mithin  auch  der  ursprünglichen  Ecke 
0  in  der  gegebenen  Pyramide  ist; 

2)  aus  demselben  Punkte  M  mit  den  Grunükanten  BA,  CB, 
DC,  ED,  AE  die  gleicbstiminig  parallelen  Radien,  die  die 
KugelBäche  bezüglich  in  den  Punkten  a,  b,  c,  d,  e  und  rück- 
wärts verlängert  in  o*,  ^,  o',  d',  e*  treffen,  und  säramtlich  in 
dem  mit  der  Basis  der  Pyramide  parallelen  Hanptkreise  der 
Kngel  liegen. 
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3.  Da  Mii,  Me.  Ma'  mit  AB,  ^E,  ^(^gleifshstiBnig  parallel 
sind,  Bo  ist  das  sphärische  Dreieck 

o'o'e  du  Maau  der  Gniodecke  A  der  gefj^beneii  Pyranide, 
undebenso^l«'»    - 

cfy-t     ■ 

4p9e    - 

e^d    - 
AusBcrdcin  entsteben  DOch  die  B|iliftriBclien  Vierecke 

bei  denet),  was  ibren  Inhalt  betrifft,  su  nntencbeiden  ist,  ob  die 
zwischen  eioem  g;riecliiscbeii  und  lateiniBcheD  Bacbstaben  lie^nden 
Seiten  einander  verlängert  oder  nuTerläneert  schneideD,  welches 
siBlt  findet,  je  nachdem  in  der  Drehu  n  g  Brich  tu  ng  a,  6,  c,  d,  e  die 
utitero  GruDoIinieD  derselben,  nämlich  e//\  ae',  iiiP,  c^,  di^,  Folgen 
oder  Nicbifolgen  bilden.  Im  letztern  Falle  nämlich  giebt  der  Od- 
terschied  zwischen  dem  obern  und  nntern  der  beiden  entitande- 
nen  Dreieclte  den  Inhalt  des  jedesmaligen  sphärischen  Vierecks, 

4.  Hit  Rücksicht  hierauf  iit 

B';J'/J'i'  +  «'«'«  +  o'«Ä'/J'  =  der  Halbkugelfläche, 

■+■  e'e'd-i-  eda'a^ 
die  das  Moass  von  4  rechten  Ecken  ist,  welche  ich  mit  AIV  be- 
zeichne. 

5.  Weil  ferner  z.  B.  OA,  OB  and  AB  in  eiMer  Ebene  lie> 
gen ,  so  liegen  auch  die  Endpui^de  vi,  jS*,  a  «nd  u'  'der  damit  pa- 
rallelen Radien  in  einer  and  derselben  Ebenej  nnd  es  ist  das  iphä- 
riscbe  Zweieck  a'a'ß'ade^  das  Haass  des  Gmndk^ls  AB,  Be- 
leicbnen  wir  nun  die  .die  Gmodkeile  der  Pyramide,  nämlidi  AB, 
BC,  CD,  DE^  EA  messenden  Zweiecke  mit  (0),  (£),  (c),  <</),  (tr), 
so  erkalten  wir  die  neuen  Gleichungen 

{d)=d'3'e  +  &ct:'i'  +  ^e'tii 
-  {e)z=  «^t'd+  ^da'af  +  a'a'e. 

6.  Addirt   man   die   in  (5)  erhalteneu  Gleichuo^n  und   sab- 
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trahirt   TOD    der   dadurch    berrowebracbtan   die   in   0)   erhaltene 
Glttichavg,  ao  ut  &r  JC  all  Balbkof^lflÄclie : 

(-)  +  (*)  +  («)  H~  i<^)  +  {^)  -  ^=  «'«'*  +  6'ß'a  +  tf/i 

+  <f «Pc  +  ff-e'rf  —  o'^/rf-*'. 
Ans    dieser  Gleichnog  aber  ei^ebt  Bicb,  wenn  man  voa  der 
Knfi^lflÄche  wieder  «i  den  Ecken    inrnckkehrt    und    zuffleicb   er- 
w&gt,   dsM  (0)  —  o'«'«  das  Haaas  derjenigen  Ecke,  welche   ^0, 
AE  nnd  die  yerlänverang  von  BA  über  A  hinaus  zu  Kaptcn  hat,  . 
also  die  Anasenecke  von  A  ist,  die  ich  mit  A'  beseichne,  dasa 
^' +  Ä' -f.  C' -4- /y  +  p  +  O  —  4«, 
7.    Da  die  f^atite  Herleitnns'sweiBe  zeigt,  dass  die  Beziehnn- 
gen  ßr  jede  mebneitiKe  Pyramide  eich  nicht  ändern,   so  igt  allge* 
neia  für  jede  Pyramide  mit  hohlwinkliger  Grandfläche 
A'+B'-\-C'+...~{-0=iUi;  d.  i. 
„In  jeder   gewöhnlichen  Pjramide    ist   die  Summe 
Httiler  nacn    einerlei  Kicbtans-    genommenen  Aus- 
„senecken  über  der  Grundfläcne,  vermehrt  um  die 
„Ecke    an    der  Spitze,    ao    gross   als  vier   rechte 
„Ecken;"  ■ 


„die  Summe  aller  Ausaenecken  gteicb  der  Nehen- 
„ecke  der  Ecke  an  der  Spitze." 

8.  IHess  ist  vielleicht  der  erste  Lehraalz,  der  bei  Polyedern 
mit  nicbt  parallelen  FIScben,  einen  constanten  Werth  für  eine 
Summe  von  Ecken  nachweist,  welche  von  der  Zahl  und'Lnge  der 
Seiten  völlig  unabhängig  ist. 

Ancb  ist  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  bekannten  plani- 
metriachen  zu  beachten,  dem  infolge 

in  Jedem   hoblwinkligen    ebenen   Vielecke    die    Summe    aller 
Ansäen winkd  vier  rechte  Winkel  beträgt. 

9.  Bewegt  sieb  die  Spitze  0  der  Pyramide  nach  der  Grund- 
Bscbe  bin,  so  behält  der  Satz  auch  dann  noch  seine  Giiltigkeit, 
wenn  0  in  die  Ebene  der  Grundfläche  aelbat  fällt,  indem 
dum  die  Aussenkeile  sämmtlich  zu  Null  werden,  während  die  l^cke 
O  in  eine  flache  Ecke  Ube^eht,  die  4/f  gleich  ist. 

Setzt  die  Spitze  0  ihre  Bewegung  noch  weiter  fort,  d.  h. 
tritt  sie  nnterdie  Grundfläche,  so  wird,  wie  man  sich  sogleich 
überxeugt,  die  Ecke  an  derSuitze  convex,  also  grösser  als  4/1'; 
dagegen  werden  dann  die  AuBaeoecken  an  der  Grundfläche, 
Alba  ud  die  nrapränf^che  Figur  bezogen,  negativ.  Aicb  dann 
iat  noch 

die  algebraische  Summe  der  Anasenecken  und  der  Ecke 
•■  Aßt  Spitse  so  gross  als  vier  rechte  Ecken. 

Der  letztere  Fall  kommt  bei  der  Betrachtung  der  allgemeinen 
Palyeder  in  Anwendung. 

Wird  der  Abstand  der  Spitze  0  von  der  GrundfiKcbe  nnend- 
lieb  gross,  werden  also  die  Seitenkanten  der  Pyramide  einan- 
der parallel,  und  gebt  die  Ecke  Oia  Nnll  Über,  so  ist  aucli  noch 
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in  dem  lislb begrenzten  pritmatischeD  Räume  die  Snmine  uller 
eioseitsnendigen  Aussenecken  gleich  der  .SAmme  r»ii  vier 
rechten  ückeii. 

10.  Aas  dem  Beweise  von  (7)  folgt  ferner  unmittelbar,  dsss 
in  jeder  Pyramide 

die  Summe  der  nach  einer  Richtung  hin  gennnmenen  Aoasen- 
ecken  an  der  Grundfläcbe  gleich  ist  der  Snmme  der  nach 
der  entgegengfiselzten  hin  geaommeneii. 

11.  Auch  ergiebt  sich  sofort, 

dasa  venn  in  zwei  Pjrsiniden  von  gleicher  oder  ungleicher 

Seitenzahl   die    Summen    der    einieitswendigen    Auaaenecken 

^         an  der  GriindDaclie  einander  gleich  sind,   auch  die    beiden 

Ecken  an  der  Spitze  einander  gleich  sein  werden. 

Der  obige  Lehraats  bietet  demnach  auch  ein  Bülfeaiittel  dar,  die 

Gleichheit  zweier  der  Gestalt  nach  durchaus  verscbiedeuea  Ecken 


12.  umgekehrt  ist,  wenn  man  durch  eine  Ecke  beliebig  viele' 
Bbenen  legt,  welche  keiner  Kante  parallel  gind  und  nicht  durch 
den  Scheitel  geben, 

an  jeder  aolchen  Ebene  die  Summe    aller    etnseitswendigen 

nach  der  Spitze  zu  liegenden  Aussenecken  consMat  und  der 

BrgänzuDg  der  gegebenen  Ecke  zu  vier  rechten  locken  gleich. 

Auch  lägst  sich  dieser  Satz  auf  gleichgrosse  Ecken   ausdehnen. 

13.  Buthält  endlich  die  Grundfläche  der  Pyramide  convexe 
Winkel,  so  lässt  sieb  eben  so  leicht  darfhun, 

dasB    die    Summe    aller   einseitsw endigen    AuBseneckeD    ver- 
mehrt  um    die    Ecke    an    der   Spitze    savtetnal    vier    rechte 
Ecken    beträgt,    als    in    der   Summe    der    Auisenwinkel  der 
Grundfläche  vier  rechte  Winkel  enthalten  sind. 
Brat  in  dieser  Gestalt  hat  der  Lehrsatz  die  erforderliche  Allge- 
meinheit, in  welcher  er  sich  aaf  Polyeder  mit  convexen  Ecken  an-  - 
wenden  lägst. 

14.  Mit  CehergehuDg    aller  weitem  Polgen,    welche  sich  ans 
dem  oben  erwiesenen  Lehrsätze  ziehen  lassen,  erlaube  ich  mir  noch   , 
schliesslich    einige    ganz  leichte  Sätze,    die  Ecken  und   Keile   der 
Prismen  betreffend  mitiutheileD,  die,  wenn  es  nicht  bereits  geschehen 
ist,  in  die  Elemente  der  Stereometrie  könoten  aufgenommen  werden. 

15.  Im  nseitigen  Prisma  ist 

1)  die  Summe  aller  Seitenkeile  das  (»-2)fache  des  gestreckten  Keils. 

2)  Die  Summe  aller  Gruadkeile  das  »tache  des  gestreckten  Keils. 
Hieraus  folgt,  dass 

3)  im  Parultcleuipedon  die  Summe  aller  Keile  das  3fache  Ton  vier 
rechten  Keilen  ist. 

16.  Eben  so  ist  im  nseitigen  Prisma  die 

Summe  aller  Ecken  gleich  der  Summe  aller  Seitenkeile  oder 

(is  —  2)mal  so  gross  als  die  flache  Ecke. 
Demnach  haben  alle  Parallelepipeda  eine  gleichgrosse  EckensnmMC, 
welche  &Jf  oder  eine  volle  Ecke  betrügt 
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XI. 

Combinatorische  Lösung  der  Euler-Pfaff'scben 
Aufgabe  in  Mr.  XXYII.  des  ersten  Theils. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Tellkaiupf 


Die  nach  dem  VorgSDge  von  Euler,  welclier  seine  FurderiiDK 
auf  die  Zerle^D);  in  Dreiecke  bescbränkt  hatte,  tud  J.  F.  Pfaff 
geütellte  allgemeinere  Aufgabe  lautet  «.  o.  0.  folge  ndcrgealBlt: 

DiedoEBhlder  verachiedeiieD  Arten  zu  beatiniBicD, 
auf  welche  sich  eiu  »eck  durch  Diagonnleu  in  lauter 
«■eck«  zerlegen  läsat. 

Da  der  Gegenstand  der  Betrachtung  oiTeDbar  einen  combinato- 
riachen  Charakter  hat,  iDdem  es  sich  um  alte  denkbnren  ümstellnD. 
gen  der  Diasoualeu  bandelt,  durch  welche  die  GesiitnintG^r  in  die 
verlangteD  ^rlialfiguren  zerlegt  werden  künne,  su  erscbeint  es  au- 
WBeasen,  die  Kckpunfcte  des  gegebenen  »ecks  durch  die  fortlaa- 
KDde  Zahlenreibe  1,  2,  3  . ...»  zu  bezcichnea  und  die  von  diesen 
Punkten  auslaufenden  Diagonalen  (als  die  eigcnllichen  Elemente 
der  Zusammena  leihin  gen)  ebenfalls  besiehnngsweiae  mit  den  Zah- 
len 1,  2,  3  . .  ,  .  !■  anzudeuten ,  wobei  indessen.  Wiederholbarkeit 
derselben  bedungen  werden  muss,  um  z.  B.  durch  die  Combinationa- 
form  1.1.1.1  vier  Terschiedene  aber  sämmtlicb  vom  Kckpuokte 
I  ftiureheade  Diagonalen  auszudrücken.  Unter  dieser  Vorauaset- 
Ming  Dran  cht  mtn,  um  irgend  eine  Combinatinneform  von  e  Ele- 
menten ans  deu  Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  «  als  Diagonalenatellung  in  der 
gegebeBcn  Pignr  nacbmwcisen ,  nur  Ton  jedem  der  bezeichneten 
B^pankte  sn  dem  um  (m — 1)  weiter  gezählten  eine  ßlugonule 
ZI  ziehen,  indem  man  lunachat  (am  dent  Schneiden  der  Diagona- 
len m  begegnen)  mit  denjenigen  Punkten  beginnt,  auf  welche 
mindesteDi  (sa  —  2)  nicht  in  der  Complesian  angedeutete  folgen, 
nnd  dann  mit  dem  übrig  bleibenden  Theile  der  Fignr  dieses  Ver- 
fahren fortsetzt.  Zu  noch  bestimmierer  Bezeichnung  der  Diago- 
nalenstellung  deutet  man  am  zweck  massigsten  ihre  Reihenforge 
dnrch  die  der  Elemente  nn,  so  daas  dos  erste,  zweite,  dritte  n.  a.  f. 
zagleieb  die  erste,  zweite,  dritte  ....  Diagonale  bezeichnet,  was 
freilich  nicht  selten  eine  Omatellung  der  Blemente  einer  gegebenen 
Combinationsfnrm  nöthig  machen  wird,  wobei  dann  natürlich  auch 
niedrigere  Elemente  auf^höhere  folgen  dürfen. 
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WäbkD  wir  lu  völliger  Verdeiitlichmng  dieser  DuateltuagB- 
weisD  irgeod  eine  beittniBt«  Pignr,  eMra  wie  nschstekend  'ein 
Zwölfeck. 


Cm  dBtselbe  aof  alle  mögliche  Arten  in  Vierecke  su  seriegen, 
welches  darch  4  Diagooalen  geichieht,  so  wird  man  diese  znnächst 
TOD  dem  Eckpunkte  1  nach  den  Punkten  4,  6,  8,  10  liehen  nnd 
durch  die  Combioationsform  1.1.1,1  darstellen  können.  Wollt« 
man  die  Endpunkte  dieser  vier  Linien  ebenfalls  hemerktich  maehen, 
■o  dürfte  man  nur  jedem  Elemente  1  die  Zahl  der  Ecke  anhlngeSj 
welche  den  Endpunkt  bilden  soll;  folglich  wäre  n8b«r  bestimmt  die 
Combinattonsform  1  .  1  . 1  .  1  =1,  .  1,  .  1,  .  ],a,  und  es  tftut  sich 
nach  dem  oben  Gesagten  aiia  der  na  mittelbaren  Betracbtnng  der 
Figur  leicbt  entnehmen,  wie  man  Jeder  andern  Complezion  ana  vier 
der  gegebenen  Elemente  1,  2,  3  ....  12  in  gleicher  Weise  ihre  be- 
stimmte Denlung  zn  geben  im  Stande  iat  So  findet  «so  z.  B. 
leicht  die  DiagonalensteUnngen  für  die  Formen: 

1)  l.l.l.l=sl,.l,.l,.l,„ 

»)  I.I.I.2==2,  .1,  .1,.1,„ 

3)  1,1.1.3  =  3,  .1,.1,.1,„ 
indem  die  erste  Diagonale  xu  den  Punkten  2  nnd  3,  und  alM>  in 
xwei  andere  Lagen  übergeht^  während  die  drei  übrigen  nnveiin- 
dert  bleiben.    Dagegen  fordern  die  Formen: 


4)  1 . 1 , 

5)  1 .1 . 
«)  l .  1 . 
7)  1  . 1 


1.5  =  1. 


.7  =  1 


•1. 
.  5,  .1, 
.  1..«,    . 
■1. -7,. 


li. 


eine  Vert&uBchnng  der  sweiten  oder  dritten  aus  den  Punkte  1 
gezogenen  Diagonale  gegen  eine  andere,  die  tod  einem  der  Pnnltte 
4.5  oder  6,7  aiugeht.  ^iipieleweise  niögen  endlich  nocli  die  Com. 
plexionen 

.10  =  1, 


8)1. 
9)1. 


l.S.   4  =  1,. 


■  7,.  .  10, 
.3.    .4, 
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10)2.4.«.    8=2,,  .4,,  .«,,  .8,. 
nit  der  Fignr  verglichea  werden,  um  die  BeBtiamlbeit  zu  erken- 
sen,  welche   ia  der  hier  gewäblten   arithme tischen  Andeutung;  der 
Tcncbiedeneo  Disgooaleiutellnti^ii  liegt. 

So  nnEireifelhaft  aber  «neb  die  geoBelriBclie  Deutung  iil,  die 
«an  nacb  de»  VorberKebenden  einer  jeden  Coin|ileston  su  eeben 
verBag,  sind  die  veracMedenen  Compiexionen  doch  weit  ennernt, 
eben  so  viele  varachiedene  Dtagonnlenatellnngen  ansiit- 
«trücken.  Scbon  das  letite  der  obigen  Beispiele  xeigt  angcofKllig, 
daas  fiir  ein  in  Vierecke  zu  zerlegendes  Zwulfeck  die  Form  - 
2.  4.6.8^3„  .4,,  .0,,  .8,,  gleichbedeutend  mit  der  Com- 
plexion  11  .  11  .  11  .  II  =:  11,  .  II,  .  11.  .  11 ,  ist.  Nocfa  beitimm. 
ter  wird  hbd  die  Hannigfaltiskeit  von  ComhiDationsforinen  durch- 
aus  gleicher  Bedentang  aus  folgenden  Beispielen  abnelinien  können: 

i  1.1.1.    l  =  l..l,.l,.l.i 
1.I.1.10  =  1,.1,  .1..10. 
1.1  .8.10z=l,  .1,  .8,  .10, 
1.6.8.10=1,  .6,  .8,  .10, 
4.0.8.10  =  4,  .0,  .8,  .10, 
il.2.S.    4  =  1, „.2.  .3,  .4, 
1.2.3.   7  =  1, „.2,. 3. .7, 
1.2.7.   8  =  1,0.2.. 8,  .7. 
1.7.8.    9=1,,  .9,. 8,^.  7, 
7.8.9.10=10,  .9,. 8,. 7, 
il  .    3.    5.    5  =  1, ».3, „.5. ,.5. 
1.3.*.   8  =  1, „.3, „.5, ..8, 
1.   3.   8. 10=1, „.3, ,.10,. 8, 
1.   8. 10. 10  =  1. „.10,. 10,. 8. 
8,10.  10.10=10,  .  10,  .  10,  .8. 
i  1.2.11.11=2,.!. .11, .11. 
1,2.   8.11=2,  .  1,  ■  11.  .8,, 
1.2.    8.   8  =  2,. 1.. 6,,  .8,, 
2.«.   6.    8  =  2.  -8,  .8,,  .8,, 
5.6.    6.   8  =  5,  .6,  .6,,  .8,, 

ttei  nKfaerer  Betracblnog  der  voratehenden  vier  Dia gonaten Stel- 
lungen nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  dass  die  Umgestaltung -ihrer 
Ausdrücke  allmählig  fortacbreitet  und  zwar  von  der  letzten  Dia- 
gonale nusgehL  Denn  znnäcfast  darf  nnii  «ich  dteae  umgewendet 
(oder  von  ihren  Endpunkte  ans  gezogen)  und  dengemäaa  anders 
bezMchnet  vorstellen,  ohne  daaa  dadurch  die  Bedeutung  der  Com- 
plexion  in  Mindeiien  geändert  wird.  Das  Nämliche  gilt  dann  aber 
aucfa  von  der  vorletzten  Diagonale  u.  ■■  t*.  bis  zur  ersten  hin, 
so  dass  hier  jede  beliebige  ComHexion  vier  Umformungen  gcatal- 
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tet,  die  mit  ihr  dnrcbau«  duielbe  beteiclinev.  —  Sei  pun  die  nll- 
geneioe  AodetitDii^  einer  beliebigen  Combi natioDsform 

'   a  .  6  .  .  ^ .  c  .  d^Ua  .  Iffl  .:.  ■  .  cy  .  tij, 
woHm   a,  ß,  Y,  i  die   reapectiven  Eadponkte   der  ans  den  Ecken 
o,  b,  c,  d  gezogenen  Diagonnlen-  andei(tea,  bo  bleibt  die  Beden- 
tnng  jener  Com|ilexion  die  nämlicbe  in  den  Formen 

aa.iiß.  ..cy  .  djssaa  ■  ig  .  . .  y^--  <J<(  =  ö«  ■  ßt  ■  ■ .  ft .  ^d 

denn  es  wird  zuDäcbst  die  letzte  DingODale  eben  ho  bestimmt 
durch  3  als  durch  d  bezeichnet,  da  bei  uDveränderter  AndeutuDg 
der  vorhergehenden  über  die  Lage  der  äussersten  Theilnagslinie 
in  beiden  talteo  kein  Zweifel  bleiben  kann;  —  und  da  das  Näm- 
liche aus  gleichen  Gründen  von  der  vorletzten  Diagonale  be> 
hauptet  werden  darf,  sofern  man  nnr  in  den  Andeutungen  aller  übri- 
gen nichts  ändert,  so  läast  sich  die  UmsetzuDg  der  Elemente  alt- 
mählig  his  zum  ersten  ausdehnen.  Die  gegebene  Complesion 
a  ,b  .  .  .  .  c .  d  wird  also,  wenn  sie  überhaupt  q  Elemente  enthält, 
auch  q  Cmformnogen  znlasien,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern; 
oder  mit  andern  Worten:  es  werden  unter  aämmtlichen  Com- 
plexionen  (7+ 1)  von  dieser  übereinstimmenden  geome- 
trischen Bedeutung  enthalten  sein. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  welche  ein  gegebenes 
neck  sich  durch  ^  Diagonalen  in  lauter  mecke  zerlegen  lästt,  ist 
nunmehr  «hne  alle  Schwierigkeit  bestimmbar,  da  mau  weiss,  dass 
die  überhaupt  mögliche  Menge  von  Combinationsfornea  zu  q  ans  *t 
wiederholbaren  Elementen  dnrcb 

w(«-Hl)  («.+2)  (i»-t-3) (w-H?  — 1) 

1.2.3.« 7 

ausgedriickt  wird,  worin  nach  dem  Vorhergehenden  die  arithmeti- 
sche Darstellung  jeder  DiagonalenstelluDg  (y-f-l)mal  enthalten 
ist,  so  dass  man,  um  die  wirklich  verschiedenen  Diagonale  Datei  lun- 
gen  zD  erhalten,  noch  mit  (y-f-l^  dividiren  musa.  Bezeichnen  wir 
daher  die  gesuchte  Anzahl  für  ein  iseck  mit  q  Diagonalen  durch 
A"^,  so  erbaiten  wir  den  allgemeinen  Ausdmck 

^_ 1_     >t(«-l-l>f«-l-g) (*-l-?-l> 

-*'  — ff-M*  1.2.S 7 

und  vermöge  dieser  indepeudenlen  Formel  läset  sieb  eine  Tafel, 
wie  die  von  Nie,  Fuss  gegebene  (s.  Pag.  IfM  a.  *.  0.)  leicht  bis 
zu  beliebiger  Weite  aubteHeo,  indem  man  nur  aus  derjenigen  der 
Figurirten  Zahlen  die  entsprechenden  Wertbe  zn  nehmen  ond 
beziehungsweise  durch  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3  . .  .  .'s=:f -|-1  zu 
dividiren  braucht. 

Auf  dan  ersten  Blick  mag  es  anffsUend  ersclieinen,  in  vor- 
atehendem  Btlgeneioen  Anadrucke  unter  den  bestimoienden  Grossen 
die  Zahl  «•  xn  vernisaen,  welche  in  den  a.  a.  0.  mitgethülten  re-  ■ 
rurrirenden  Formeln,  so  wie  auch  in  der  daraus  durch  Indnction 
geschlostenen  indeiiendenten  auftritt.  Man  erkennt  aber  leieht, 
dasE  bei  der  Abhängigkeit,  io  welcher  die  Grüaaen  n,  ■•  und  7  zu 
einsuder  atehn,  «usgedriickt  durch  die  Gl«diuDg 
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»  — {?+l)«-2y. 
nnr  eine  der  beiden  Zahlen  m,  m  äfcerbanpt  in  die  Pormel  einsii- 
ffcliea  'braucht;  wie  lich  denn  anch,  wenn  man  dieseq  Werth  von 
M  nnd  zugleich  *' — I  statt  ^  in  den  obig^en  AHsdtiHik  sQbstiluirt, 
die  CoiRestaltnng  desselben  in  die  von  dem  Herrn  Herausgeber 
(S.  199)  b'jpothetiKch  aufgestellte  allgemeine  Furm 

,  _(t-l)  («•«-«-])  iim-i~2)  (im~i-i) (^-(2i-a)) 

* —  1  .2.8.  *...(«■— 1) 

äugen  hü  ck  lich  ergebt. 

Wieviel  zweckiniUMger  es  aber  ist,  bei  der  Behandlung  des 
bier  besiirocheneu  Problems  die  Anzahl  m  statt  ■■  in  die  Betrach- 
tung zu  ziehen,  giebt  sieb  am  augenfälligsten  zu  erkennen,  wenn 
■SD  die  Angabe  zu  falgender  noch  allgemeineren  erweitert: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sieb  eio.ne.ck  dnrcb^  Diagonalen  in  (^-4-1)« 
Figuren  zerlegen  lässt,  unter  denen  a  [)reiecka.  l  Vier- 
ecke, cFUnfeckieu.i.  f.  enthalten  sein  mögen.  (BeJingnng«- 
gleichnngen  also:  ^  +  1=«  +  ^  +  «;+ wo  a,  6,  c...  ir- 
gend einen  Werth  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  3  ... .  haben  können; 
nnd  »=:39  +  4£-(-5c.  ,  .  .~1g\. 

Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht  durch  nähere  Betrachtung 
irrend  eines  beliebigen  Polygons,  daas  die  oben  für  den  Speciaf- 
fall  gleichartiger  Tbeil%aren  geführte  Cntersachung  hier  anf 
TÖllig  gleiche  Weise  ihre  Anwendung  findet,  nnr  dass  durch  jede 
belienige  Compleiion  mehr  als  eine  Diagonalenatetlung  be- 
zeichnet wird.  Wäre  z.  B.  ein  Zwölfeck  durch  4  Diagonalen  in  2 
Dreiecke,  2  Vierecke  und  1  Sechseck  zu  zerlegen,  so  wurde  die 
Form  1.1.1.1  hier  die  ganz  rerschiedenen  Diagonalen  Stellungen 

I,.l,.l,.l,i   l,.l,.l,.l,o;  l,.l4.1, .!,<,;  l,.l,.l,.l,;  n.8.w, 

andeuten,  deren  Uenge  sich  dadurch,  dass  man  hier  fünf  auf  ein^ 
ander  folgende  Pignr^o,  unter  denen  zwei  Paare  gleichartiger 
sind,  auf  alle  mögliebe  Weise  unter  einander  versetzt  denkt,  so- 
gleich als  die  PermutationszaM  ■'  „  '  ■ '-=:=äO  zu  erkennen 
gielt.  Sind  der  Theilfigureo  allgemein  ?+l>  und  darunter  a  der 
einen,  b  der  zweiten,  c  der  dritten  Art  u.  s.  f.^'so  erhält  mun  ans 
den  nimlichen  Gründen  statt  der  einen  DiagonaleuHtellang,  welche 
irgend  eine  beliebige  Complexion  bei  der  Zerlegung  m  '  lauter 
gleichartige    Figuren     repräseotirte,     ihrer    vielmehr    eine    Anzahl 

=  (i.g!.«)('i'.'2'.^i]'(Ka'..c)-    '*""''  ''•^'^  ^*'''  '"'"^  <»«!">■»<«!>• 

der  obige  Ausdruck  voti  A''q  noch  zu  mnitipliciran  sein,  sofern  er 
•uf  die  hier  verallgemeinerte  Aufgabe  Anvrendung  finden  soll,  so 
dass  die  verlangte  Anzahl  aller  möglichen  Zerlegungen  eines  «ecks 
durch  q  Diagonalen  in  a  Dreiecke,  b  Vierecke,.«,  b.w.  dargestellt 
wird  durch  die  allgemeine  Formell 

i.a.»....y.(g+i)         it(ii+i)(«+a)(»+i)....(«+g-n 

(1 . 2  . . «)  (1 .  2  . .  i)  (1 .  a . .  cj  '  1 . 2 .  8  . . . .  y .  (? -4-  I) 

_  «(»-H)(w+2)(»  +  S) (n^q-l) 

—    (I  .  8  .  J  . ,  «)  (1  . 2  . 3  . .  A)  (1 . 2 . 8  . .  r)    ' 
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eio  Auadnick,  der  sofort  wieder  in  den  obigen  Werth  von  -^^ 
übergeht,  lobald  man  ta  der  Bpectelleti  Annahme  dnrcbaua  gleieb- 
artiger  PinireB  «clireitet,  in  welchen  Falle  die  Zahlen  a,h,e .  .., 
«ich  offenbar  auf  eine  eiuzige,  und  iwar  anf  (7+I)  reduciren. 


xn. 

Von  der  numerischen  Auflösung  der  Gleichung 

^  =  (14-:i;)«  (l  +  Ä^),  wenn  x  ein  kleiner 

Bmdi  ist 

Von  dem 
Herrn  Doctor  Rädell 

lu  Beriin. 


Beseiebnet  sc  die  jährliche  Zlnse  eines  Thalerg,  so  wird  aus 
den  Versinsten  Kapitale  JSTam  Ende  des  enten  Jahres  £'(1+^), 
am  Ende  des  zweiten  Jahres  K{\-\-a:Y,  am  Knde  des  dritten 
JaLres  ^1  +  ^)*  n.  ■.  w.j  im  Allgemeinen  am  Ende  des  arten 
Jahres  ^1  -\r  ^)"i  ^eno  man  namljcb  voranasefEt,  dass  die 
Zinsen  eines  jeden  Jahres  am  Ende  desselben  znm  Kapitale  ge- 
schlagen and  10  den  folgenden  Jahren  mit  dem  Kapitale  vereinst 
werden. 

Nennt  man   also  den  auf  diese  Weise  in  m  Jahren  aus  dem 


Kapitale  K  herrorgagangeDen 
die  Gleichang 


Werth  desselben  K^,  s«  erhalt  a 


(1)       Ä.  =  Ä(H-ar)-, 

■o  dass  Km  mit  sa  and  x  xngleich  wächst. 

Die  eben  geschriebene  CHeicbang  g^lt  aber  nur  so  lang«,  als 

m  eine  ganze  Zobl  ist.  Jn  der  Tbat,  wird  ««'  =  •*+—  statt  a« 
gesetzt,  wo  —  ein  achter  Bruch  ist,  so  erbült  man  für  den  durch 
ZisB  und  Zinaeszing  angewachsenen  Werth  des  Kapitals  an  Ende 
der  ersten  *■  Jnhre  wietumm  i£{l+^)".     Soll  dieses  Kapital  nun 

noch  —  Jahre  verainst  werden,   so  betrogen  die  Zinsen  während 


D.q.tizc-ctvGoogle 


12$ 

dieMT  Zeil  AL(l-|-f )- .  ^f ,  bUo  KB|iitel  und  ZinieD  für  die- 
seo  Fall 

iritbrend  nao  iiacb  der  Glelcbang  0)  hierfür 

erbalten  hätte. 

Cm  den  leixlera  AusdraeliL  Mit  den  richtigeii  sn  vergleicbeD, 


ei^ebt  aieb 

•der,  d»  1»(H-^*)  =  ä;,.  iit. 

^        —     2t*      '^  V  *^ 

Ds  onn  jt  seiner  Bedentunir  necb  ein  kleiner  Bmch  at,  so  wird, 
■  bei  der  Beicbaffeuheit  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder,  du 
Vorzeichen  der  saDzen  Reihe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  iiberein- 
stimnen,  und  folglicb.  wegen  ^>-p,  positiT  »eint  so  deas  die 
Gleicbnn^  (1),  nnf  den  Fall  angewandt,  wo  m  eine  gebrorbeae  Zahl 
ist,  einen  Werth  liefern  wurde,  der  zwar  xn  klein  w&re,  aber  rer- 
haltnissmüssig  doch  wenig  von  der  Wahrheit  abweichen  würde, 
weil  diese  AEweichnng  kleiner  ist  als  Ziv*. 

Wird  nun  die  Aufgabe  gestellt,  dass  nsn  sl»  dem  gegebenen 
Werthe   eines  Ka[iitals  A",    ans    den    künftigen  Wertbe   desselben 

fCgf  nnd  ans  der  Dauer  der  Verzinsung  mi'^m-I--^  die  j&brlichen 
Ziuwn  eines  ThaJers  finden  seil,  so  hat  nun  die  Gleichung  (2), 

oder  wenn  nan  durch  AT  diridirt  und  -v=s^  ud  ^  =  6  aetMt, 
die  Gleichung 

(S)      ^  =  (H-ar)-  (l-|-&r) 

nach  ^  an&ulSaen, 

!■  Toriiegenden  besondem  Peile  ist  6^1,  Bevor  ttber  xnr 
AuflösuDg  dieser  Gleichung  geschritten  wird,  anll  noch  folgende 
Angabe  gleichfalls  aus  der  Zinsennnsre^nng  mitgethellt  werden, 
die  such  Ton  obiger  Gleichung  resollirt,  in  welcher  aber  i  jeden 
beliebigen  Werth  erhalten  kann: 

Es  wird  sofort  dos  Kapital  d  und  dann  am  Ende  jedes  Jahrea 
die  Rente  c  während  m  Jahren  »■  Zinafusse  l-htr  verzinslich  an- 
gelegt und  aufgespart,  nnd  von  der  hieraus  erwatbsenden  Sninne 
nan  zu  dem  n&nlicfaen  ZinsfasBe  die  inui^rwihrende  Rente  a  he- 
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sogen,  wie  ffroM  iat  .der  ZinsfuM?  Der  Werth  lies  sofort  ange- 
legten  Kepitali  d  iit  oBcb  m  Jahren  d(l  +  ^)"  und  4ie  WertM 
der  Bucceasive  hinzukommenden  Renten  c  betragen  am  Ende  jener 
M  Jahre  reBjieclive  f(l+;r)»-i,  «(IH-ä?)"'-«,  rflH-;r>»-»  n.  a.w-, 
jenechdem  die  Rente  am  Ende  des  laten,  Sten,  3tU)  Jahrea  n,  s.  w. 
hinsugekommen  ist.  Demnach  beträgt  der  kÜDftige  Werth  sämmt- 
licfaer  ErBparniue  mit  Zinaen  und  ZiDsessinaen: 
rfd+ar)- -h  cIO+ä)— '  +  (1-+-^:)— »■+•{1+*)»-»  +  . . . -I- 1) 

Da  Bsn  nun  aus  dem  Kapitale  di«  jährlichen  Zinien  er4iilt,  wmn 
man  dasselbe  mit  x  multiplicirt,  und  diese  Zinsen  gleich  a  sein 
sollen,  80  eigiebt  sich  die  Gleichnng 

«fcr(l -h  a?)- -+- «KU- ä)- —  1 1  =  « 
d.  h. 

oder  wenn  mao  durch  c  diridirt  und  wiederum  --^  ■  =  A  and 
—  =:b  aetit, 

wie  vorher. 

Was  Don  die  AnflSsnog  dieser  Gleichung  nach  jr  betriBt,  so 
sieht  man  sogleich,  dass  diese  letzter^  vom  (m+l^steo  Grade  ist,  vnd 
Biso  im  Allgemeineo  auf  algebraischem  Wege  Dicht  anfgeläst  wer- 
den kann.  Han  hat  sich  also  damit  zn  begnügen,  für  den  Fall, 
daBB  A  und  b  in  bestimmteo  Zahlen  geffebea  sind,  Isteos  eioen 
ersten  Nafaeroags werth  und  Stena  ans  demselben  einen  aolcbeo 
Werth  für  or  zii  finden,  der  fnr  jeden  praktischen  Bedarf  ala  hin- 
reichend genau  gelten  kann,  wobei  jedoch  nicht  zn  Tergesseo  ist, 
dass  X  selbBt  nur  wenige  Bnndertel  beträgt,  also  die  Annähernng 
noch  viel  w(:iter  gehen  mnss. 

lat  nun  b<l\,  oder  allgemein:  ist  m  gegen  t  so  gross,  dass 
M-|-£  als  verhältnisa massig  wenig  verschieden  von  b  angesehen 
werden  kann,  so  folgt  ans  der  vorn  ergeben  den  AuaeinanderaetzvDg, 
dass  man  nahe  genug  (l-+-ic)*  (1  +  i^r)  ^  (l -|- a?)***  setzen 
kann,  ho  dass  man  au  der  Oletchnng 

(4)      :r,=-H-l/^ 
als  einen  ersten  Nihemunwerth  für  x  erhält,   der  um  so  genauer 
ist,  jenehr  m  das  £  an  Grösse  übertrifft. 

Findet  daa  oben  angegebene '  Verhältoiss  swischen  m  und  6 
sieht  statt,  ao  dasa  also  m  keine  groaae  Zahl  ist,  so  setze  man 
nähe  ran  gsweiae 

und  bestimme  «  und  ß  ilergeatait,  dass  dieser  Glucbung  ao  viel  ah 


IS» 

aSgKck  Cciti^  gaktitet  -warde.  '  Entwickelt  msD  beide  ^imlrteke' 
■Mh  itfligeiKleii  PoteDsen  von  x,  to  erhält  nan 

H-«w+=^^ar»  +  ...=  l-*-(o-j!);r-(I(o-|S)a:'H-.... 

Mao  wird  alsa  den  angeDonmenen  Quotienlen  derPotenx  (l+:r)" 
«K  BteiateD  aaBähern,  wenn  nati 

a  —  ß^im  nod  —((((»  — ft  =  — j— 

■efxt,  w«l  sich  dadarch  beide  Anulrilclte  nur  in  der  dritten  und 
den  böfaern  Polenzeo  der  aehr  kleinen  Qnanti^  x  van  einander 
anterBcbeiden. 

Dividirt  man  aber  die  sweite  der  sn   eben  gefandenen  beiden 

Bediagun^gleicbnngen  durch  die  erste,  an  erhält  man  J^= — ,-  'v-, 
alio  o  =  «1 -t- /?  =  — ^~  nnd 

Sucht  man  daher  aua  der  quadratischen  Gleichung 

8-(«-I)».  0  +  *^.)  =  -* 
den  poBitiven  Werth  van  ;r,,  bo  wird  derselbe  gleichfatli  ala  ein 
Nihernngawerth  tob  x  nngeseben  werden  Icitnnen. 

Vra  ana  dem  auf  die  eine  oder  die  andere  Art,  je  nach  dem  ver- 
achiedeaen  zwiacben  m  und  6  itaftfindenden  Verb äJtn läse,  jrefbade> 
nen  Näbernngawerthe  ^,  aogUich  einen  recht  genauen  Wertb  fiir 
;r  sn  finden,  aetze  man  ^  :^  ^,  +  ^jv, ,  «ro  A-^i  pesiliT  oder  i)e- 
gativ  aber  nur  noch  eine  sehr  kleine  Correktion  von  a^,  iat,  Sub- 
slituirt  man  dies  in  die  Gleichnnj^  (3),  aq  bleibt  noch  die  Gleicbnag 

nneh  A'^i  «ifiiilSien.   Verden  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen 

genommen,  bo  erhält  man 

log  ^  =  a<  log  (1-1-^.  4-A^.)  +  log  lH-Ä{*i  -hA*i)( 

=  a<  log  (l-|-«,)-Hlog  (1  +  *^,)  +  *.  log  (l  +  j-^-) 

oder,  wenn  man 

t6)      m  log(l-|-^,)-Mog{H-Ä«,)=5log^. 
■etat, 

log  ^-log  ^,=a.  log  (H-^^)-Hog  (H-j^). 

Hierfür  kann  man  aber,  wie  ana  der  Annlysia  oder  auch  schon  ans 
dem  blassen  Anfschlagen  der  Logarithmen  mehnifiriger  Zahlen  in 
den  Tabellen  bekannt  ist, 

log  ^  —  log  Aj^imä-i-M)  ^ar, 
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setHR,  w«  d  uaA  d'  die  to^nMateii  liM-ncbeR(l«n  Difiercnsen  ■ 

spektire  von  loa:  (1+^,)  und   log  (l  +  £^,)  Bind,  m  dMs  m 


und  folg^lieh 


erfaiUt,  wo  iich  der  Wertk  von  x,  entweder  aus  der  Gleicliung  (4) 
ader  ans  (5)  and  der  tod  Ioe  A,  aui  der  Gleiobuag  (6)  ewiäit. 

Wu  die  Näfaerung  betrmt,  die  maa  vermittelst  dieser  Melkode 
erreiclit,  bd  aiekt  man,  daas  aie  bia  an f  doppelt  so  viele  Dedlnal- 
stellra  gehen  tfird,  all  x^  genan  ist,  weif  die  Differencen  d  und 
d*  aetbat  ao  weit  genau  sind. 

Dm  daa  Ganze  durch  ein  Beiapiel  zu  erläatem,  setze  man 

^^  =  203.3889,   ^=150,.M  =  6nBd^  =  -|. 
AladauD  findet  man  :r,  aus  der  Gleichung  (4): 

log  1:^=2.3083272 

—  log  K   =2.1700913 

log  J  =  0.1322359 

^ XA 

log(l+a:,)  =  0.0201716    . . .  rf=0  ,  IIS 
:r,s=  0^754^ 
Ferner: 

m  log  (l  +  <r,)=0.1210296 
+      log  (H-Ä.a;,)  =  0.01131661         ^_,qj^ 


log  Ji,  =  0.132a&15 


log  ^— log  ^,=_0.000115e 
md^bd'=1.Tilb 


A^,=  — 0.0000424 
folglich  ^=:0.0475,  welches  in  diesem  Falle  der  genane  Werth  ist. 
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XIII. 

Ueber  die  Loxodimnen  auf  dem  gemeinen  Cy- 
linder  und  Eegel. 

Von  itm 
Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe 

ordentlichem  H«nptl«)irer  am  Gymoaiium  in  C«n«t. 


Hit  dem  Nsmen  Lozodrome  belegeD  wir  «ine  Cnire  anf  einer 
durch  UndrehiiDg;  erzengten  Fläche,  welche  mit  «lleo  LinteB,  in 
denea  die  Flache  yoo  eioer  durch  ihre  Axe  eele^en  Bbese  darch- 
achnilten  wird,  einen  constanten  Winkel  bildet.  Die  Loxodrome 
«of  der  Rotationeääcbe,  deren  Brzeugeude  eine  Gerade  ist,  bietet 
sehr  iiitere*BBnte  Eigen  sc  haften  dar,  wesshalb  wir  die  wichtigiten 
liier,  doch  nur  in  der  Form  ron  Resultaten,  mittbeilen  wollen.  Die 
Formeln,  welche  lueciell  der  Cylinderlaxadrome  angehören,  nnd 
die,  welche  lediglich  auf  die  Ke^elloxodrome  besonn  werden  sol- 
len, werden  wir  dadurch  kenntlich  machen,  dasB  wir  den  Nummern 
der  erateren  den  Buchstaben  0,  und  denen  der  letzteren  den  Bndi- 
staben  6  beifiigen. 

Die'  Omdräinng  der  geraden  Ljnie 

1.     t>=:r.— cot  e_r 
um  die  Axe  der  x  erzeugt  die  Rotationsfläche 

2.  y»-|-«'  =  {r  —  cot  i.*)* 
I  denken  wir  uns  stets  grosser  als  0,  aber  uicht  grösser  als  ^a. 
Für  t  ^  j-jr  haben  wir  eine  cjlindriscbe,  sonst  eine  conische  Fläche. 
.  r  ist  der  Halbmesaer  der  Grundebene.  Das  CourdiDatensjatem  ist 
rechtwinklig.  Eine  Loxodromia,  welche  mit  der  erzeugenden  Ge- 
raden stets  den  Winkel  9)  bildet,  hat  ausser  3.  noch  die  Gleichung 

3.    arc  taug  —  ^lang  y  sec  «  log  — j^-*"    -. 

die  für  sich  betrachtet  einer  windscbiefeu  Fläche  awiachen  der  Lozo- 
drome und  ihrer  Axe  zukommt,  welche  wir  Wendelfläcb«  uennon 
wollen. 

Ans  3,  ergibt  sieb 
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y=t'  Bin  (tanff  91  wc  c  log  ;rr:~;^ 

x  =  v  CO«  (lang  y  nc  «  log  ^TtT^tTS* 

=  r  rin  (taag  9».—) 

^r  cos  (tftDg  v-— ) 

Den  Winkel  v  deoken  wir  uns  atets  swi«clieii  den  Grenten  0  und 
^;r.  Bineo  UDlerachied  swiacfaen  rechts  und  links  gewundener 
LoKodrome  zn  maclien,  ist  nicbt  erforderltch ,  du  wir  die  positiven 
Ricbtnngen  der  Aien  der  y  nnd  x  immer  der  Windung  angemessen 
wählen  können.    Von  Differenzial Formeln  bemerken  wir  foTgende: 

_      ^        —  tut  *4f  +  tang  y  cown  tA 
6.    jz^- 


(sec  y*  cosBc  «'  —  1) 

(sec  y*  coaec  (*  —  1) 

Bezeichnet  m  den  zu  der  Abscisse  x  gehörigen  Bogen   der  Loxo- 
drome,  ao  ist 

12.    «ssec  91  COM«  tjt 

12."-     «  =  sec  y.;r 

und  Wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxodrome  von  der 
Gruodebene  bis  zur  Spitze  ^  nennen 

13.*-     £  =  r  Bcc  90  aec  t 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  also  stets  seiner  Projectioo  auf 
die  Abicisseoaxe  proportional,  welche  Eigeoscbaft  keiner  einsig«n 
ebenen  Gnrre  zukommt 

Für  den  Krümmungabalbmesier  Jt  haben  wir 


[.»  Wl-coB,'  sini») 


13.    Ä  =  ^ 
13.*    It=zr  coaec  y' 
Die  Coordinaten  dei  KrttBanngsmittetponktea  aind 
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1^  =  0! 


nnd  n  folgt  inmit,  dan  der  Rrönmungibalbmesser  in  einer  auf 
der  Axe  setikrechteti  Bbeoe  liegt,  was,  weou  aucli  nicht  bei  der 
Cylinder-,  docb  bei  der  KegeUosotlrome  auffallen  kaoD. 

Fnr   die  EntferDiing'  f*  des  Kriimmunga mittel punktes    von  der 
Axe  findet  sieb 


15.    «■: 


='Vf. 


h  ting  9B» 

Demnacb  liegen  alle  Krümmingunitte] punkte  in  einer  oeuen  Loxo- 
drome,  und  wenn  für  diese  m  und  c'  das  bedeutet,  was  y  nnd  i 
Ar  die  -nraprüoglicbe,  so  ergeben  sich  die  Beriebnngen 

16.    (/  tsng  i':^v  tang  c 
17.     Ung  ^  :  tang  9  =  CM  •' :  CDS  (. 

iBibeMtodere  liegen  die  KrümmnngHmittelpunkte  einer  Cjlinderloxo- 
drane  in  einer  andern  CTÜoderloxodrome,  deren  Kriinnangamittel- 
pankte  wieder  in  der  ersten  liegen,  und  e»  ist 


Bedeutet  fl  den  KrünmuiigBbalbmeBaer  einer  Loxodrome  auf  der- 
■elben  Cjünder-  oder  Kegelfläcbe,   deren  AoBteigungBwinkel  den', 
der  nraprfinglichen  zd  einem  rechten  ergänit,  bo  erhält  man 

18.      ä  =  cos  »  V/(i  — sin  9»  ain  i^)- 
Die  BDtftrnnng  «>'  der  KrfimtnungsnittelpDnkte  der  letzteren  von  der 
Aze  iat  dann 


/CO»  t'  +  t«og  y' 
nod  tt  folgt 


"^'Vt. 


20.    tftefssv* 

Seien  ic',  «r*,  x'  die  Ter&nderlicben  Coordinaten  einer  Linie 
oder  Plüdie,  deren  fileicbung  angegeben  werden  soll,  bo  erhült 
man  als  Gleichung  der  KrnmmungBelMDe 

M.    (^-*)  (sec  9.»  co«ec  i'-l)-!?--?)  J-(«'-«)£=0. 

Die  Gleicbnog  der  Noraalebene  ist 

Für  dier  KrttManngaaxe  gilt 

IMI II.  9 
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cot  ff  cwec  tjy  —  cot  t.x 


W-"); 


die  Tangente 


nir  den  Kriinnnngslialbmesser    <        . 

y-KH-«' £+"'•••=»■        '  ■ 

Neifft  sich  die  Krüinniapg^axe  aegeti  eine  auf  der  DmdrehniigB- 
usG  seDKrechte  Ebene  anter  dem  Winkel  m,  die  Tangente  nnter 
dem  Winkel  m,  so  iat 

37.    Bin  ME=l^(l->~coa  9*  sin  <*) 

28.  stn  i»=:?GUB  99  sin  « 
Der  Nei^ngswfnkel  der  RrämmnnRsebene  g^snn  jme  Bben»  iit 
alsdann  jir — m,  nnd  der  Neigua^winkel  der  NorMal«be«e  ^-f«. 
Legt  mnn  durch  die  Kegrelspitze  eine  anf  deT  Aze  aenkreckte 
Ebene,  so  ist  der  Bggen  der  Lajodrone  Ton  irg;end  einem  Punkte 
bis  znr  Kegelapitze  gleich  der  Tangente  an  diesen  Punkt  Ton 
dem  BerührutigSjioiikt  nn  bis  so  jener  Ebene.  Der  Gndpoiikt  (lei- 
'Tangente  bat  die  Coordinaten 

Ia^=r  tangr  « 
y  =  tAD);  9  sec  *jt 
t^s=  —  tang  SP  lefs  t.y  -.^ 

und  sein  Abstand  i  von  der  Kegelapitse  ist 

30".^     (^tang  y  aec  t.v. 
Verlängert  man  die  KrDBmangMxen  bis  sie  dieselbe  Ebene  trefTen, 
so  sind  die  Coordinaten  eines  Durchscbnittspunktes 

I^sr  tang  1 
y'^  —  «ot  f  sec  e.9 
Vs^cot  91  lec  e.jr 
und  für  die  Entfernung  w  eines   soleben   tdo  der  Keg«ta|)itKe  hat 
man 

32.'-     icsrcot  p  sec  t.v 


Die  KegeUoxodrooe  BleM  in  vielfachen  Vesiehnngen  xnr  logarith- 
mischen Spirale.  Wir  fiibren  die  wichtigsten  derselben  anf,  nnd 
geben  bei  jeder  logarilh mischen  Spirale  deren  F' 


Dui.tizc-ctvCocigle 


ISl 

lieh  den  l^eitMralil  /  derSpiralfl,  dar  durch  tuen  ^wisaen  Pnnkt 
der  Loxodrone  hedin^  iit,  nad  d«n  coiwtBnten  Wivksl  *p,  welchen 
die  Spiral«  «it  den  Leitstrabkn  fcildefc. 

1.     Wenn  der  Keffclmaiifel    in   eine  Ebene  ausrebreitet  wird, 
so  erscheiDt  die  l.o^iodrome  als  logurith milche  Spirale,   fiir  welche 
^      ./=sec... 

.2.  Die  ProjectioD  der  KegetloxodroAie  anf  die  Gründebeuc  des 
Kegfeb  iat  eine  logarithmiBcbe  Spirale,  .bei  der' 

35.'.  !'  =  ' 

(taug  if  =  lang  p  sec  < 

3.  Der  Durchschnitt  der  Tangenten  mit  einer  durch  die  Ke-. 
■relapitxe  geleg;ten  Horizontalebene,  oder  der  Ort  der  FuolLte,  deren 

'Coaidinaten  in  29.'-  beBtimnt  wurden,  ist  ebenfidla  eine  logurithmi- 
iKhe  Spirale.     Für  dieie  ist 

I  tsDg  if)  =  tang  91  aec  e 

4.  Breitet'  man  die  abwickelbare  Fläche,  in  welcher  BSumt- 
liche  Tauffenten  liegen,  oberhalb  oder  unterhalb  der  Knotenfnrcbe, 
in  eine  Ebene  aue,  so  jnrd  ona  der  Knotenfurche  eine  logarithmi- 
acfae  Spirale  mit 


U==r 


jfjj,  J         l/(co»  i»-f.«in  •»  «in  >/■*) 

((Wg-i^s=lanu  )»  lec  «  V<^  —  »e  «»  «M  Si*>. 

0«  WMflt  Aam  UettMi  ««■  Stück  «terttutk  dtr  KnotenAiMlIe. 
ao  wird  ana  der  iuit«E,jyr.  3.  nnfgefübcten  .leparitbmischen  Spirale 
eine  andere,  welcher  die  unter  Jtr.  4.  genÜünteb  Elemente  gleich- 
falle  zukommen. 

Die  Nummern  2.  3.  4.  5.  wiederholen  sich  für  die  Kegelloxo- 
drome,  iu  welcher  die  Krümmungimittel punkte  der  ursprünglichen 
liegen,  und  die  Elemente  der  ho  entstehenden  iogarithmischen  Spi- 
ralen tasaen  sich  nach  den  Formell  15.  16.  17  bestimmen. 

Femer  kehren  auch  die  Nummer  2.  3.  4.  5.  noch  einmal  für 
die  Kegel loxodrome  wieder,  deren  Tangenten  die  Krümmungsaxen 
der  ursprünglichen  sind.  Allgemein  nämlich  ist  die  Knotenfurche  der 
abwickelbaren  Fläche,  in  welcher  sämmtliche  Kriimmungsaxen  der 
Loxodrome  liegen,  wieder  eine  Loxodrome,  für  welche 

3S    tang  t"^tang  e  (sec  5p*  cosec  «'  —  1) 
39.    tang  19/' :  tiiag  y  sa  coa  e"  :  coa  « 
Ke  Co  Ordinate  D  des  Punktes,  welcher  einem.  Punkte  der  ursprüng- 
ficben  entspricht,  sind 

!.a/s:«— .coae«  9»  c«t  i.ü 
y'=  — •  jr  cot  y» 

B«i   dem  C^llnAeF>  Mit  4ieie  ljWr«drome  mit  der,   in  welcher  die 
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ist 

KrüntmuDgsBiittelpiiBlite  Hefi;eii,  zUBammei),  für  4cp  K«gel  .aber  i«t 
sie  voB  derielben  verMhieden. 

Zum  Beüchlaas   geben    wir    lock    die  Qusdnaur  der  Wead«l> 
fläcb«    W.     V.a  ist 

41."-     W={»in  91  +  cot  9>  log  cot  (iw  — 19))  -s-,    • 
allgencin  ftber,  wenn  rnttn  letzt 

tBDg  2  =  t<»)g  y  coBec  t: 
41.      IFEzrCBiii  jt  +  cot  j(  l<^  cot  (iw  — 4i»))  (^ar  — 4  cot  <^*>; 
lind  aithiii  für  ;r:=:r  taug  < 

41  .*■     W=  (sin  JT  +  cot  ^  log  cot  (Jw  —  ty»  *"  ■*^^. 


XIV. 

Trigonometrisclie  Relationen  zwischen  den  Sei' 

ten  und  Winkeln  zweier  beliebi^r  ebener  oder 

Bph&rischer  Dreiecke. 


Herrn  Prof.  C  A.  BretEchpeider . 

in  Gotlu. 


Fast  alle  Lebr>  nnd  Uandbücber  der  Trigoa  an  etrie  eDthaltei 
melir  oder  aiiiider  ausfiibrtich  die  Relationen  iwiscben  dfo  aecbs 
BesCaadtbeilen  eines  Dreiecks;  al^er  kein  einziges  derselben  bat, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  die  entsp  rech  enden  Formeln  für  die  Seite» 
und  Winkel  zweier  Dreiecke  untemuchl,  obscbon  die  KenntniH 
derselben  bei  der  Betrachlmig-  der  züsammengesetzti-ren  Gebilde 
der  Planimetrie  nnd  Stereometrie  von  sehr  weaentlicliem  Nutzen  ist, 
und  eine  grosse  Hasse  Arbeit  erspart  Diese  Lücke  t bei  1  weise 
nusiufiillen  nnd  überhanpt  diejenigen  allgemeinen  Theoreme  zu- 
Bnmmcnzustellen,  die  bei  trignnn metrischen  OntersachuDgen  Vor- 
theite  gewähren,  ist  der  Zweck  der  nschMgeadeni  Zetbfb  - 


.oogic 


Bezeichnen  a&e  die  drei  Seiten  und  ABCixt  ifaneB  beziebnngB- 

.    — ~_:ii..^:._-..j..    m:-!.^    -'-ea    ireraditniffen    Rreieckps. 

id  a,b,c,  A^B,C,  und  ^, 


weise    regenüberlienDden    Winkel    eines    f^radli 
A  den  r liebe uinfaali  desaelben.  und     '    '       ' 
j?-  w;:~.i:-i FM .  c»-  : i   .:_ 


c  CO!  B=:a  —  &  coe  C,     c,  cob  B,  ==:<>,  — 6,  cos  ^,  t 
i  CM  C^n  —  ff  CM  B,    6t  cm'  C,  s=a,  — e,  cm  0,  i 
u.  ■,  w.     Dnrch  Multiplication    zweier    nebfeo   eioaniler  stebeiidei' 
Gleich  DD  gen,  z,  B.  der. beiden  obersten,  ergiebt  sieb: 
ee,  cos  B  cos  B,:=aa, — a,i  cos  O — a&,  cos  C,-^-M•^  cos  Ccos  C, 
oder 

2ms, ffc,  CDS  0eos  B,  ^2«*«,* — 2a, 'oA  cos  C—^^a,6,  cos  C, 
-  +2m<,J&,  CO»  C  cos  C,. 

Nna  ist  aber  %»&  cos  C^a*-i--6'  —  e*  nnd  2a, j,  cos  C\^tf,* 
^-6l*  —  c,';    werden    datier   diese  Wertiie    substituirt'  und    dunn 
«nffi^habeB,  wa^  siab  «ufUeben  Ibst,  so  ergiebt  sioli: 
«'(i,*  +  c, '«*—  %ia,cci  CM  B  CDS  B,  =»*i,  *  +  «,»/S* 

—  Smig^j,  cos  C  rat   C',. 
Es  ist  aber  ferner:      '     - 

2^:=ac  sin  B  =  a&  sin  C 
2i^,==a,ff,  siu  B,^^a,6,  sin  £7, 
fviglicb  Mlcb: 

:i=3c«,<v,  sin  tf  sin  B,^'ia6a,li^  siu   C  sin  C, 
nnd  dieses'  zu  der  oben  gefundenen  Gleicbuug  binzugefögt,   giebt 
endlidi: 

i=««i,»+Ä.'Ä»— 2«w,**,  cm(C^±C,). 
Dieser  Aosdrack  ist  dMdozcb  beaierhieBswftrth,  dasa  er  die  Form  der 
Grmndgleichuog  für  ein  gersdlinigcs  Dreieck  hat,  nur  mit  dem 
tJnterscbiede ,  deas  statt  der  in  der  letzteren  vorkummenden  Drei- 
ecksseiten  hier  die  Prodabte- «ua  zwei  Seilen  von  beiden  Drei- 
ecken eintreten.  Das  Gesetz,  nach  dem  sich  die  Gleichung  bilde), 
ist  leicht  zu  übersehen,  lässt  sich  jedoch  nur  unbequem  in  Worle 
fMKB.  Macht  *en  nun  das  Svate«  durch  gehörige  Vertnuscbung 
der  BucbsUbea  volb^tändig,  uo  bekommt  man: 


^=ri:cc;  ..Google 
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i^i|i.lS|iii  11 
'S'S'S'S'Cfcfcfl  'S  n  k  * 
IfH-H-H-H-H-H-H-IHUfft- 

a  .!i>  >.  _!5  k  *  .n  *  ji  >  *  >. 

Diese  Ecvlia  GleicliUDgea  eDthnltea  jd  der  That  allea,  mu  sieb  nnr 
über  die  gegenseitigen  BezieboDKen  irgend  zweier  Dreleeke  NMB 
laut,  nsmenüicb  alle  Sätie  fiber  die  CoDgmenx  und  Aehnliebfceit 
dieser  Figuren.  Dau  die  Dreiecke  diibei  gans  wilUtfibrlicb  sind 
und  uicbt  einmal  in  einerlei  Ebene  %a  liegen  brancben,  versteht 
sieb  von  selbst. 

AUB  den  in  vorigen  Puragra|»beu  gebraucbten  Grundgleicbun- 
gen  (1)  ergiebt  sieb  sofort  aucb: 


Dniitizc-ctvCoogle 


Wird  naii  djcs«  CneicIiuDg  «iauttl  mit  c  sin  tf  =  £  sin  C,  das  nu- 
dere  JHal  aii  c,  sJo  BiT^iii  »d  C,  nultiplidrt,  so  fiadet  miui 

J^  .^  =  Äc.  rin  Ccoa  B^-t-6,c  ain  ff  cos  C,  1 

^M,  Ain  Ccos  C,  +ec|  sin  A  cos  ff,  l 

t£j^,.~=i&e,  cos  Csin  ff.  +  ^.c  cos  B  ain  C,  1  .^ 

'    =M,  eoB  C  sin  C,  -f-cv,  cm  ff  sin  ff,| 

?ä£fclM^'j=:fo,  sm<C±ff,)-l-*^e  ««(ffrbiF,»  l 

.      SB«,  sin  (CdbA)4-«.  •'«•  {BJtzB,Y      . 
FwDcr  wird 

-— J— SCJ#-OMff — Ä  «0^-4  wd -J-T-^-'- =:«,  COS  ff, — Ä,  CSSj^,; 

dies  au^  dieselbe  Weise  beliandelt,  wie  die  vurfaergehcDdcn  Glei- 
chyngeuj-^btf  ■.     ; 

'=ia«.  8iD(ff=tff,)— iÄ,  flin(^±^,)l 
woaMh  «icib  die  aiwIageB  Ausdrücke  uamillelbiir  bilden  lassen. 

*.8. 

Ist  irp;eiid  eine  Cleicbung  von  der  Füm  w'+f' — 2*w  cos  V 
'==l0^-^jr* — 2«i;t:  C08  Z  gegeben,  so  lassl  sie  sicti  gunz  auf 
dieselbe  Welse  umforioeQ,  wie  die  bekoante  forioel  der  ebenso 
iSiffonometne.  t)enn  mau  sehe  ihr  die  Gestalt  w'  +  p' — «o* — a-' 
=:=Smr_cos  Y—^tcx  coa  Z  und  aJdire  und  sulitrubire  successive 
snf  lieideB  Seiten  die^Grtisse  'iitt)-^2v>x,  so  erhält  raaa  durcli 
Halliplication  der  beidi^rsekigen  Resultate  Hogleicli: 

—%MDtear=S  5. 
s=4|<«f'«iii   r=bsr^  «in  Z]*+8«iirv«  cos  (r=b:Z).        ) 

Wendet  man  dieses  Theareni  auf  diu  Gleicbnogen  Nr.  2.  un^  und 
Bscbt  ans  (3)  und  (4)  die,  bötliigen  Substilutioneu,  so  findet  sian, 
wenn  »nr  Abkünang  oe-,"+B,e+Äc,  -f-Ä,<;:=2ajS  gesetxt  wird: 

0*„frsA^aß-6^e)  {aß-Se,)  [ap-m,c)  («^-ac,)-8<w»,W,c'c,' , 
=16(Ae,»±A.c')»+8««,Äi,cV.'  cos  (C±r.)  /  , 
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♦•-*• 

Hit  Hflife  dieser  allgemeiDeii  Theoreme  kano  nun  eine  zieH-. 
liebe  ZdM  specielter  Fälle  entwickelt  werden.  Da  das  Dreieck 
^i^i"!  ganz  beliebig  ist,  so  wollen  wir  tuvorderat  s,  =^1=«, 
setsen,  und  erbalten  damit  ans  Nr.  2.  logleicb: 

a'  +  6'~24^   doa  {^0' =*=€)  =  a'  +  c* —^ac   coa  (eO"=t*) 
=  &>  -I-  (•■  —  2^  COR  (60»  ±^ 

d.  Ii.  conatmirt  man  über  den  drei  Seiten  eines  seradlinigen  Drei- 
eckes gleicbaeitige  Dreiecke,  ao  aber,  daaa  dieselben  entweder 
sämmtlich  auf  den  äoaseren  oder  inneren  Seiten  liegen ,  und  ver-  . 
bindet  dann  jede  Spitce  des  Urdreieckea  mit  der  geireiiBberlia^ii^ 
den  Soitie  des  gleichseitigen  Dreieckes  über  ibrer  Gegenseite;  so 
sind  diese  drei  Verb indnngiliii ton  nnter  einander  gleicb. 


a*  +  ^*=b2a£  sin  C^fta* +  c* —  "iae  V^ ca»  (/Vi-'dbBi 

=:2*'+e»— 2ÄC  |/3  cos(45"±^) 
a^-t-c'±:iae  sin  ff=2«»  +  Ä»— 4«^  \/2  cos  (45" ±C) 

=  i»+2c*— Mc  V/2öw(45-±>) 
*'-»-c»±2ÄC  sin  A  =  a*-\-W—2a&ytcaa{Ai-±C) 

=  «»  +  2«;«— 2ffc  l/S  cosfiS-iÄ) 
d.  h.  errichtet  man  über  zwei  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckli 
recbtwinklich-gleichschenklicbe  Dreiecke,  so  dass  beide  zngleicb 
entweder  innerhalb  oder  ausaerbulb  des  Dreieckes  fallen,  und  ibre 
rechten'  Winkel  beide  an  dem  Durchachnittspankte  jener  beiden 
Seiten  liegen;  —  und  man  verbindet  nun  die  beiden .  anderen 
Spitzen  des  Urdreieckea  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  der 
über  ibren  Gegeuseiten  couitrnirten  Dreiecke;  so  a,lad  diese  beiden. 
Verbindungslinien  vuter  einander  gleicb. 

Man  setze  ferner  das  Dreieck  ff,^,c,  dem  Dreiecke  aBc  tha- 
licbj  so  wird  Ai=A,  Bi  =  B  und  C,=C,  nnd  msn  findet  ans 
i'i),  wenn  man  immer  nur  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

a*^£«— 2a>£>  COT  2C={<«" -!-*■+•  Äs«  eoa  C)c*. 

Nun  ist  aber  bekanntlich  a*  +  ^*  +  2ab  cos  C  gleicb  dem  Qoa- 
drate  der  doppelten  ans  der  Spitze  C  anf  die  Seite  r  gezogenen 
Scbwerlinie;  nennt  mau  daher  diese  Schwer! inien  a  ^ /,  je  nachdem 
sie  znr  Seite  a  6  c  geboren;  so  findet  maot 

a*-\-6*~-'ia*6*    c<w  a«7=4cV' 

a*  +  c*—%,*c*  cos  2Ä  =  4*»/»" 

Ä*  +  c* — 2ÄV  eos  2^  =  4»'o*. 
Auf  diese  Art  könnte  man  nun  furtfahrea  und  noch  andere  Voraus- 
setmngen   über  die  Natur  des  Hreieckes  n,b,c,   machen;  indessen 
lassen  sich  die  mcisleh  der  dadurch  erhakeneii  Resultate  eben  so 
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]«icht  unmittelbar  kbleiten,  daher  es  an  den  ,angflfihi;teB  S<i^|>fflcj> 
genii^D  mag. 

,«■»-. 
Weit  wwhliKer  sind  dagegen  die  Resnltate,  die  auD  erfaült, 
wean  aian  einieme  Stiicke  beider  Dreiecke  gliiich  setitjf'flenD 'di&< 
«er  Fall  iit  derjenige/  der  dn  Keia^o  TMk«ma|t  iii4ilei%  wann  die 
Dreiecke  nicbt  in  einerlei  Ebene  liegeor  einer  ff^schmeidigen  Be- 
haf  dlang  bisber  an  Heitten  wfderatandeb  bat.  niKtat  mm  anvör- 
detat  an,  daia  eine  Seite  beider  Dreiecke  gleich  sei,  and  setzt 
deamaäk  etwk  ess^,,  >•  )Kk»h  van  aa»  Nr.  2.  aogleicb: 
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S«fxt  Uad  fcrner;  "  '  * 
'yd'  =  ('+<r, +i  — i,)  (a+a,—S+i,)  (a— a,-t-^+£,)J 
X(— *  +  «.+*  +  *.)  — 8o»,i 
n>  wir4.»nGli 

»w-  =  ijB(A±4,)"+»~,M,  «~(C±e',) 

Sind  dagegen  iwei  Seiten  d«  einen  Dreiecka  einsetn  genoB- 
men  xweien  oeiteo  des  «Ddern  Dreiecks  gleicb,  »lio  i.  B.  a  =  a, 
a*d  6^6,y  flo  ergiebt  Bicfat- 

«•+eV,  •-2«»ec,  cos  (AdbA,  )=*•(«,  "-Hc'-S-.c  coe  (-tfcC,)) 

=«•(«•-+-<:, »-afc,  cos(ß±:^,))i 

**^-^:•c,  »-2*»«!,  coa  (.A!b^.)=»*(*,*-!-c»-2«,c  cos  (ÄtC",))! 
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Isl  inden  hcideo  terfi^chfiiea  DrcieckBn_jeiii.  WJDkd  gleich, 
a  z.  B.  C^  Cj,  ■»  ei^ebt  iich: 


cs.Eict.GcKigle 


t«0 

(«M,  —  W,)»  =  «,*c»  +  **o,"  —  2«, Am,  cob  (-^  —  Ä,)i 
^»V, '-*-*,'«•  — 2«*, cc,  co«(Ä  — ^,)/ 

(oi,  — «,Ä)*^ «'«,•■+-«,*«•  — 2aatcc,  co«  (Ä  —  Äi)l 
=  Ä*c,*+*.»o»  —  2Ä*,«;,    cob{^  — ^,)1 

=  W[A(»,'-*.')-A.{«'-*')]' 

=  l6[A(a.«-e.»)-A;(«»-r»)l' 

.-»-^««.•W,«i,  cos  (Ä— Ä,)' 
Db  in  den  beiden  Dreiecken  iu>wi)hl  -ä  —  A,s=B,  —  B  als  auch 
A  —  B,=:A, — ^  ist,  80  kSnDen  die  Winkelag^regate  beliebig 
Mit   einander  TertBOBcht  wertfed^    nad  man  erh&lt  aomit  noch  die 

;,'(»» -A')-c'(«.*-*.') 


cos  (A~B,)=:coa  {A^—B)=i 


,    #.8.. 
.WinI  aatier  C::s:Cj   aach  Doch  die  Gegenseite  c  =  e,,  d.  fa. 
stehen  beide  Dreiecke  auf  gleich  grossen  Sehnen  congruenter  Kreise, 
so  wird: 

(«»,— ^Ä, )•=«•(«,•  +  *»  — 2».Ä  cos  (A  —  B,))\ 

—  C»(««  +  i,»_;a,i,   cos  {A,  — Ä))r  j^ 

=  C»(Ä»_|.^,»_2M,    cos  U  — -<,))) 
Ferner  ist  nacfa  Nr.  8. ; 

y,*'  =:  10(A  +  A>)*  +  8«,^,  cos  SC  \ 

=  16(A-Ai)'-+-8«a,W,  1 

-i»[A(-i!=*i!i+4iKr:£!>P+8«,.Ä*,  cos  nA-B,]\  i»- 

,        ^  i6[^''.'-^-')+^-t«'-i!>]»+8^^.A^  CO«  ^A~A,)) 
Aus  dem  Vorstehenden  folgt  auch  s<^leich : 
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in 

■  «  tr^       A  .--t*-*-".— ^  — *■)  (-'*-*-''|-f-f-^'>/ 

(a-«-a,+i+f.)  (a+«.  — *— A  ) 
.  ,    ,,  -        j  , («— a,  +  A  — j.)  (— a-|-g,.|-f— A.)l 

r  K-^-^.)= 4(««,-AA.)  ^' 

=  («,—**,)  sin  (J-^,)) 

■  Man  kaDD  dud  »nf  £eM  Art  weiter  gelien,  und  x.  B.  CH-CtSslSO" 
oder  C~i-Ci  =90*  n.  i.  ir.  Ktecn;  in'dcMCB  wird  U  kaoB  nSttig 
Kin,  diue  Siieci«lillUei  bier  weiter  z«  v^tfolgen,  d*  die  bereits 
entwickelten  Formeln  fait  alle  BedürfniiBe  der  recfaneDden  Geome- 
trie be&iedigen.  Il|lebr«re  der  hier  gefiindenei»  'Ausdrücke  fiind  be- 
reits bsksnot,  jedoch  war  ihre  (lültigMett  bisher  inmer  darauf  be-  > 
dchränkt,  dass  die  verglicbeoen  Dreiecke  nicht  nur  in  einer  und. 
derselben  Ebene,  liag^ ,  .BOsderD  aneh  'ant  ihre^gleiBfcan  Stficke» 
auf  irgend  nne.  Art  BtttsiawieBhXngcn  aiuatc»,  wähtead  diese  Ba- 
diognng  bei  den  vorliegenden  Furneln  gänzlich  wegfüllt.  Ich  wan 
daher  mit  ihrer  flülfe  im  Stsud^,  den  grössten  Theil  der  swischeD  ,  , 
den  Kanten  nnd  Kantenwinkeln  eines  Tetraeders  stattfindenden 
R«lationea,  welak  .iah  in  der  ersten  Abfaandlancr  das  efvtoa  Ban- 
des diasea  Architcs  pitwetheilt  habe,  fast  ohne  alle  Kechnang.  hin- 
xnaebreibeo.:  paaselhe  hat  bei  «kier  üntersnchang  des  geradliawen 
Viaredieaj  RMtgsfiMda»,  welche  gleichfalls  in  deai  ArcEriTe'  irtrd 
beliannt  geawcbt  werden. 

♦.9. 
Der  im  f,  7,  erwähnte  Fall,  wenn  die  Dreiecke  einen  gleichen 
Winket  haben,  lüst  noch  eine  andere  BebaDdlang  lu,  welche  in 
der  Planimetrie  sehr  häufig  Anwendnog  findet,  obschon  die  For- 
meln bei  weitem  nicht  so  allgemein  gültig  sind,  wie  die  im  f.  7. 
entwickelten.  Legt  inao  nehmlich  die  beiden  Dreiecke  so  anf  ein- 
ander, daas  die,  die  gleichen  Winkel  C  einscblieisenden ,  Seiten 
sich  decken:  oder,  was  dasselbe  ist:  nimmt  man  anf  dem  einen 
Schenkel  eines  ebenen  Winkels  C  zwei  beliebige  Punkte  ^  und 
!^,  nnd  auf  dem  anderen  Schenkel  ebenfalls  swei  beliebige  Punkte 
B  pnd  ß,  au  nnd  nennt  die  Geraden 

CBT=a,  CJ  =  6,  jiB=zc,  AB,=c,, 
CB,:^a„  C^  =  *.,  ^.Ä.— c,  A,B  =  e„ 

so  entstehen    vier    Dreiecke    CAB,    CA^B,,    CAB,    und  CA^B, 
welche  sümmllich  den  Winkel  C  gemein  haben,  und  es  ist  als» 

e'=iä^^b*  —  %ab  zw  C,    c.»=;o»M-Ä,»— 2«*,  cns  C 
c,'^«,*  +  *,*  — 2«,Ä,  cos  C,    (!,»^«,»M-*"— 2«,*  cos  C 
wonns  sich  sofort  folgende  Oleicbnngen  ei^ben; 

,DM,zc-ctyC00g[e 
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■    '  19. 


—  e'-ic,»4<.*-»-«;*=^W,^)"(*i^  «M  ^ 

—  «*-!-«.,'— «,'-4-e,'=2(». —<»).(«.-*-*— (*.-M)  cos  C) 

— 2(««,-t-Ä*,)  (a^i-fnff,^)  cos  C-4««,W,  sin" 
— 2(<sra,+^i)  (a^(*,^,)  cos  C— 4a0,M,  sm* 

•  ■  — «(«■,-+JÄ,)coBe1 

■,'•1.  w.  Die  fiuiwra  ÜBtarsnohnpK  ^mer  ReUtiooeD  wür4«  lri«r 
IK  mit  filbtaKi  rieiitt  ■••  gehört  inNr  Biatiir  nack  ia  die  Tetrago- 
■•■etlie.  ■        .  ' 

:,  ■ .  HO. .    ■ 

Zam  fikUUs»  wmg  noch  evwühat  werdaa ,  rites  ähnliche  Ana.- 
diädke,  jnä  die  in  Nr.  3^  maanmeBgeitellt«) ,  ae^  für  4ie  apkiri- 
aoben  Dniecke  exi^ren.  Denn  Hid  «^  und  «,£,c,  die  Seiten 
nnd  ^iVC^Md  A^B^C^  di«  deuetben  gegeBthBi'liegidea  Winkel 
sweiei  aphäriachen  Dreiecke,  so  ist  stets: 
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•     •     ■ 

■  •■«»■    ■  «B       't^ 

1   1    i 

■-«   *  .n 

+  II  +  II  +  II 

i-ii-iM 

A    «    *    a    «•  «■ 

■H-«Hj-H-ll4l 

-*■  «■*.?*■  «■ 

s- 1  B^  s  5-  1 

■H^'HI. 

i*   «_*•*■«   « 

i  H-i  +1  8  41 

wi-k5'L=^ 

■H  -41  r4i : 

1:1-1    5'  |ö-. 

». -x    ».."^  :  -• 

g-  s  g-  §■  i-  i; 

-"  U.  -~  k  ."  u, 

1  i  1  i  i  i 

>>.  k_k>>. 

.  siw.    SoUt  MBU  v^Ci  so  ergiabt  sich;  ifenn  man  inr  Abkür- 
mw  den  Winkel  iv  «idfiihrt: 
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cos  ^:^C08  ff  CDB  a,  +Bin  a  >iii  a,   coa  {B±B,\ 

:^GOi  j  cos  6,-t-sm  6  sin  ä,   cob  (^d=^,) 
coB  ^  COB  C,  ^t^BiB  r«iii  C,  an  a?  = 

=  coB  (^=b^J  cos  (ff±A,) 

—  siö  {4^^,]  »!n  (Ä±Ä.)  CM  c 
Wird  bingegeo   der  Winkel  C^C,  «ngcnoaimen ,    so  findet  nan 
'mit  Bülfe  des  WiDkelB  X: 
COB  X  =  cos  A  C08  ^,  +Bin  ^  ain  A,  coa  (*±ä,)  i 

=  cos  £  cos  ^, +Bin  B  sin  /f,  cm  (o^^"))  / 

COB  c  COB  c,:^8in  c  sin  c,  cos  X:=  >'34. 

=  COB  (0±a,)  COB  (i±^i)  \ 
+  BiD.(a±'«i)  Bin  (6±A,)  cos  Xj 
Es  zeigt  aich  bierbei  der  bemerken awertke  CmBtand,  dasa  die  For- 
meln für  ■{ibäriBcbe  Dreiecke  denen  für  ebene  Dreiecke  entwickel- 
ten nur  denn  völlig  anithig  werden,  wenn  die  beiden  Bpbärisclinn 
Dreiecke  dnrcb  irgend  eine  einzige  Beatimmnng  etwaa  von  ibrer 
iriinziicben  Cobestimmtbeit  Terlnren  laben.  Mit  Angnahme  des  iphä- 
3..1.,  ■" 


'lachen  Dreieckes  scbeint  diea  bei  ßWn  ^häriBcken  Gebilden  statt 
zu  finden.  So  igt  ea  ja  bekannt,  daka  für  jedea  beliebige  ebene 
Viereck  der  CoBinna  der  Summe  je  zweier  Gegenwinkel  nnverän- 


derlich  ist;  dagegen  findet  dieser  8"^  l>ei  Bpnäriachen  Vierecken 
nvr  dabn  Statt,  wenn  sie  einem  Nebenkreise  eingescbrieben  sind, 
also  etwas  von  ihrer  Aligemeinheit  verloren  haben. 

«.  11. 

Haben  endlich  ce,c,c,   dieselbe  Bedeutung  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel,  welche  ihnen  ia  ♦■9.  in  der  Ebene  beigelegt  worden 
ist,  ao  erb&lt  man,   wenn  sur  Abkürzung  die  Hülfäwinkel  iM(,a,a, 
nach  den' Gleichungen; 
COB  a;^coa  !(«-»-»,)  cos  ^(Ä-l-*,)   ' 

+  Bin  J<«H-«,)_ain  Hi-t-^i)  cos  <7j 
cos  o,=!sii>  Ha-i-a,)  sin  i<*+;*,) 

+  COB  -i(Ä  +  «.)  € 

coi  o,  =  cos  Üa  +  o.)  Bin  4(*-4-*.) 

+  Biii  i(«-4-«i)  CO"  i{^  +  ^t)  < 
Gfls  a,  =  BiD  |{»  +  »i)  c?B  ^(6-t--6,) 

+  C08  j{«  +  0,)  sio  i(i-|-i,)  Cos  C 
eingeführt  werden,  die  Werthe: 

oos«-|-cosc,-4-coae,-H;oBe,^4coBi(«— Oi)coBi(^— *,)cosa 
C0BO+-C0BC,— coBc,— coBe,=4sin-J(»:^,)Bini{*— *,)coB«, 
coae— cosCj-l-coBC,— cosc,=4coBi(«— ajsin  j<*— *,)  coao, 
cosc— cos'c,— cbB'e,-+K;bse,=4si»i<«— ■«,).co8i(^^-*,),coBO, 
so  wie  auch; 


■izcc  ..Google  • 
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dM  e  «OS  e,  —  CM  ff,  com  «,=:•)■  («,  *^  «)  ■*■(£,  —  J)  css  < 
Ml  e  GOB  c,  —  ttia  tf,   CO*  ff,  ^  «in  (*t  —  *)  X 

^fcoa(*-Hv,)siii(A,+^)— «■>(«, -M)coB  (&,+£)  cog  < 

+•««  MB«,  ■iD(M-£,)Biii*  qy  27. 

eiM  C  GM  ff,  —  cos  ff,    CM  ff,  =  WD  («,  —  fl)  X 

Xlun  («,-Hr)  cot  (^,+£)— co«  («.-H*)  >>>>  (^1+^)  cei  £ 
+>iB,3  sin  J,  Bin  («,+a)  sin*  C^  ^ 
Die    geovetrische  Bedentang    der  Hülfswinkel    a    liMrt    klar    rar 
Angen.     Hittclst   die^r  Formelo    ist   der   RrSsiere   TneÜ    der   is 
Tetraeder  sMtfiideDdeD   Relatianen   swKclwn    d«n    Kanten-    und 
Fläch enwinkeln   entwickelt  worden,    so  irie    sie  anch  bei  Unter'  , 
des    BpkSrisGhen   Viereckes    die   besten   Dienste    geleistet 


XV. 

lieber  die  Grundformeln  der  Dioptrik  und 
Katoptrik. 


dem    Herausgeber. 


BetrachtBBg    der    Brechung    nid    ZnrüGkwerfun  g   bei 
einen  Kreisbogen. 

f  1. 

Ein  den  aus  den  Mittelpunkte  Cin  Ts£  11.  Fig.  1.  mit  de«  Halb- 
Besser  R  bescbriebenen  Kreisbogen  KK  in  E,  die  Axe  X  F  in  Jtf 
treffender  Strahl  MN  kann  gegen  das  EiDfällsloth  CT,  oSenbu 
DOr  eine  der  vier  in  der  Figur  dargestellten  L4igeD,  welcbe  vir 
darcb  I,  II,  III,  IV  beieicbnen  wollen,  haben.  Die,  jenaebdea  der 
Pnnkt  M  auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des  Kreisbogens 
Auffliegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  fintferonnff  des 
Pnntes  M  von  den  Dnrchschnittsunnkte  A  des  Kreisbogens  KK 
mit  der  -Axe  X  T  wollen  wir  durcb  ^  beieicbnen,  nnd  den  Sjabd- 
TwaH.  10 
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<eD  w  n*4  l9  dia  Hui  dir  FigKr  mwA  ohn»  waiten  Eti'iattnag  «it 
fa  in  reichender  Deutlicbjcsit  entcbtliclie  Bedeutung,  Iwilegeo,  . 
.I>i«t  vorsntgesetit,  ist  duh  in  dem  f^alle  1. 

CB:f!^  +  ^J»f=wn  (w  — 9):sId  w, 
,  d.  i. 

B:Ü  +  ^=^aia  (w  — 0);iin  w. 
In  dem  FaHe  )l.  ist 

C-fc' ;  ^Sf  —  CJ  =  siu  {&  —  (u)  :  aiu  w, 
d.  i.  "''.   '  ' 

Jt:  — (A^^)  st  Bin  («)—»);  rf«  w, 
odei-^;..  .  \, ,'..,  , ,' 

Ä  :Ä  +  a  =  sin  («.  —  ©):  sin  «, 
Id  den  Falle  III.  tft 

CE:Cji-t-JM=  »in  (i<(+9):hd  iu, 
d.  i. 

Ä:Ä-i-A  =  «n  {w  +  ©):wn  w. 
In  dem  Falle  IV.  ist 

CE:  CJ  —  AMs=twa  (w  +  Ö):tin  w, 
d.  i.  '    / 

,  .  Ä:Ä-f-A=^in  (w+0):wip  *o.  .  .. 

Nimmt   man   alles  Vorherg^eude   zusammen,   so   sieht   man,  dus 
inner  .  .        .-  J. 

R  :  R-\- ^s=  na  Ifitz^  &) :  sin  «t, 

oder 

und  in  dieser  Gleichung  in  den  Fällen  1.  und  li.  da*  obere,  in  den 
FKIlen  111.  und  IV.  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  in  dem  Falle  I.,  wo  nach  dem  Vorher- 
gdienden 

""ä     *^  sin  {«  —  ^") 
jit,   entweder  ME  oder  XE  als  den   einfailenOen  Strahl,   stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
wd  hfttiaictLnen  für  dw  gebroebenen  oder  aBrückf^eworfeneD  Strahl 
durch  u,  tfifd  A^  doeselbe,  was  vorLer  für  den  einfallenden  Strahl  - 
difrch  III  <i|itd  A  bezeichnet  worden    ist;  eo    wird  leiclit  erli eilen, 
dasB  ,m*  ,den  gebrocheDen  Strahl  immer  fttoss  JEDtw^dtr  der  Fall  1. 
Q^ct.  der  F.älT  II,   ßia.  den  zurück  geworfenen  Strahl- immer  bloas 
.«^wieder,  der  FbUIU.  oder  der  Fall  IV.  Statt  Gn(|eB,.  kann.     Altfi 
ia(  uadk  4en  VoiDei^neDden  tÜrden  gettrochenen  Strahl  imater 
■  *-H&.  -^       **"  "i  ■     ',    ■         i 
iB     '~^  iiii  (•,'—»)' 
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ftr  den  inrfickgeworfeDen  StrttU  °)  «langen  ist  inmer 

~it  sln'(w,-|-eir 

dem  Falle  II,   wo  naeh  dem  Vorbergehen- 


n(<o-^e) 


ht,  Wl«d«r  «DttTMlw  Jtffi  *d«r  jV£  bU  d«ii  cMHllmiteo  liilrhbl, 
stseHm  UM  a<eh  J«i«  dareb  £  «tue  Tmvffeiit«  •■  deo  Krvkb«|reB 
Air  gvzdfftn  TArj  uiM  bezelchneD  fit  den  ffehrookeiM  oder  xit> 
r9ekg«nran«Mii-S(rah1  datcb  «t,  and  ^i  wieder  dBanlba,  trU  ial 
TwIlfergcbMidm  dorch  M  und  A  Fnr  ded  eltrfkllenden  Sti-aM  beuteb- 
iet' w«f4eit  i«t;  sa  wird  lekht  crLellen ,  i)sm  für  deb  gibrtclwiMii 
StnItI  !inD«r  bteaa  entwedar  der  Fall  I.  «de«  der  Fall  IL,  tut  des 
aDrQckffeworfeoeD  Strahl  imner  bloss  entweder  der  Fall  III.  oder 
der  FuU  IV.  Statt  Anden  kann.  Alao  ist  aach  den  Vorber)^eben- 
den  fnr  den  gebrocheDUi  ^trabl  iinmcr 

R       "^  sin  (u,-ei' 
liir  dea  zurück geworfei|eii  Strahl  dangen  ist  iiamer 

~7f^—  »»,(<«.  +  «)■ 
Denken  wir  ans  ferner  in  dem  Fade  11^,  wo  nacb  dem  Vor- 
bei^benden 

*-*fi  -1.         aia  1  ' 

-S- *.!.(»  +  *) 

ist,  entweder  MS  oder  XE  fila  d^n  einfallenden  Stcabl,. stellen  nna 
durcb  E  m9P  .Tan^nl«  sA  de« '  Kretsbai(eB  ICH.'  ^aUgen  vor, 
nnd  bezeichnen  wieder  fnr  deo  gebrochenen  oder  imrßckgeworfe- 
IMB  StraM  dortb  ei)  and  Ai  daiMMe,'WM  ha  VoEhergUhvndaa  füK 
den  einfallenden  StrabI  dcreb  lu  nud  ^  fceceiebm«  woi^den  iatj  a* 
vird  leicbt  ethellen,'  danfi  fdr  den  rebrachenen  SUabI  immer  Jbloas 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  1^11  IV,,  für  den  zarücl^ireworfe- 
Ben  SIrab)  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  l'alni.  Statt 
finden  kann.  JÜto  ist  wuA  den  Vorhergebenden  fnr  iten  (ebrocbe- 
nen  Strahl  immw 


M.U.-H»)' 
fSr  den  zorfl^gemrftiien  Srnriil  dagegen  iat  tmBtejf 


*)  Rackaicbdich  dal  Palli  der  Zuriicinerruog  beuierken  wir,  das«  wir 
denaelben  im  Fa^eaden  aus ,  «inein  sTI^ainain^rn  6 «sich ra punkte  als 
Bcwöbnlieb  geschieht  lietrachten  werden,  indem  wir  auch  iu  diesem 
Falle  bloss  iDDebinen  wollen',  dass  «De  Sinns  der  dtidea  spitsen  ^m' 
kal,  welche  dar  einfallende  nnd  lurückgeworfane  Strahl  mit  dem  Ein- 
fallslothe  einadtlieM«ft,  m  einem  eoastaatetl  Verhättniise  lU  einander 
stehen. 


10' 


::.  CoOt^lc 


"TT^  —  *>D  («,  -  9)- 
DenkeD  wir  ddi  eullicb  ti  dem  Falle  iV.^  wb  suh  4eM  Vor- 

hprg«bendcii  wieder 

Jt+A _  «in  M 

Ä  CID  (w+e) 

ist,  entweder  ME  oder  IfB  als  den  eioMlenden  StrabI,  atellei 
unfl  durch  E  eine  Tangente  bd  den  Kreisbogen  AK  geaogeB  rar, 
und  WseidtseD  aaeh  jetzt  fiir  dfn  gebroebenea  oder  anrUekgawor-  - 
fiensB  Strahl  dnrcb  oi,  und  ^,  daxaelbe,  waa  vorber  für  den  eio- 
blleadeD  StrabI  darch  a»  und  A  hexejchnot  T^orden  iit;  ■«  wird 
leicht  erbellen ,  daaa  fnr  den  gebrochenen  Strahl  inaier  bloss  eaU 
weder  der  Fall  III.  oder\der  Fall  IV.,  Tdr  den  aarädcvewarfeBen 
Strahl  mmer  blosa  entweder  der  Fall  1.  oder  der  Fall  IL  Statt  &>■ 
den  kann.  Alae  ist  «ach  de«  Vorhergebe niieo  fdr  den  gebroeba- 
nen  Strahl  inner 

fnr  den  inrückgewaffenen  Strahl  dagegen  iat  inner 

*  +  a.  _        «in  ».' 

Ueberhaupt    ergiebt    aicb    nnn    aai   den   Torb  ergeben  den    Fol- 
gendea : 

In  den  F&IIen  I.  nnd  II.  iat 

Jt+A ain  m  Jt-t-A,  ^  *i«  «i 

k  «in  («  —  6)'        Ä  sinCot.T*)' 

in  den  FiUen  III.  Und  IV.  d^egen  iat 
Ä-j-A ■■■!«»         g  +  A, 


~Ä  wn(«i-|-e)'        Ä  «in  (»,  ±«)' 

wo  inner  die  eben  Zeieben  den  Falle  der  Breebang,   dia   Mtara 
den  Falle  der  Zarickwer^ag  entaprecbea. 

AIba  iat  In  Falle  der  Brechung  nit  Besiehnng  der  oben  nnd 
untern  Zeicbea  auf  einander 

~ir~        sin  (WT»)'        X       ~  sin  (»,  =f  0)' 


a      "-f-A ....         »in  ni  K-i-a,  »in  Wt 

'         k  lin  (»qp»)'        Ä  sin  (n,:^^)* 

In  Falle  der  Brechung  iat  folglich  nach  2. 

,       jt+A  «in  d)      ain  (»»tTffl 

Jt-|-Ai         «in  "i  '   sin  (i^T'e)' 
Dagegen  ist  in  Falle  der  Zarnckwerfiwg  nach  3. 
.      JI  +  A  _   'in  M      sin  (*'.=fe») 
*•     Ä-+-A,  ""  sin«,  •    8iii(a.=F»r 


1^~,  Gothic 
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Am  iltr  Gleicbnng  4.  erkKIt  mid  sinh 

(A  +  ä)  cot  «  — (A  +  A,)  cot  a 
■■4  ans  der  OleicbiDg;  St.  ergiebt  aich 

5-.  ■»r  e=±,;,^j,  „,  J'+i/i'^.ä,) ,.,  .,■ 

Nacb  2.  Ut  im  Falle  der  Brechunf^ 

,_.     ä    «in,"         t  _.   i« «in  "i 

'"•"'S"—  sin  (oV er     "•"■ff"  wM»,^«)* 
folglkh 

Ä   __  »ia  w  — lin  (wT^)     Aj «in  m,  —«in  (oi,Ta 

X  aiia  (ia=fB)        '     Ä  ■b'(ai,70) 

«Im 

«      A  —  'in  ("iT»)       »in  tt  — «in  (aiy») 
"■     ü, .—   «in  («7»)  '  ri»  -.  -  «in  (•,  T») 
oder 

7      ™'("i=T=»)_   A      tia^,-»io(a..T«) 
•      ain  (<üap  0)         if  '    lin  w  — rin  (wipA)  ' 
Nach  3,  iit  m  Falle  der  Zurnckwerfnag: 

,_.    i  •    rin  w         i_t.Ai «in  w. 

'*"X —  «in  (u  7  ey  *'*"S~  lin  (»,±e)' 
fol^ieb  ' 

A  «in  o  — »in  (mT»>     i, «n  a».— lin  (»,±8) 

7f  wn7ü^"55       '    ff  am  (u,  de ») 


A,  -—  '"*  i*'l.='=  ^> 


di  «in  (»^0)  '  tili  *>,— ain  (ai,±e)' 

'oder 

0      SHJil*J*)— A     «ia«'.-«nf«.±») 
''•      «ii.(«.=Fe)  —  A,  •    «n«-.in(a.Te)  ■ 

Im  Falte  der  Brecbnng  »t  alao  nach  4.  nnd  7. 

10       ^'»-j^  A      "»  ■      «in  w,  —  «in  (w,  T  ^ 

'■  A-t-i,         A,  '  «in  0),  ■    ain  «  — »in  («SF«>  ' 

■ad  .ui  Falle  der  Surttckwetfung  »t  nacb  5.  nnd  9. 

A-t-A  A      «j"  "      «in  fti,--«in  (aiidb»j- 


U. 


itHrAi  ™*  d,  '  «in  ot,  *    «fn  u  —  «in  (m ^ 0)  ' 


Ancb   itit   back   bekanaleD   gonipmetriscben   Formeln   im   Fnllp   der 
BftebiDg  nacb  10. 

I«     *±A— .A    ■'"  "    "w  {"iTje) 

'■•■     ff+X  ~"  Ai  ■  «■"  »►.  ■  «>oa(«=Fie)' 
und  im  Fallk  der  SDTiokwwfcng  iat  iMb  M- 
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Aus  d«r  Fvnael  IS.  ergiebt  »ick  wicb     .    '    - 


ind  BUB  der  Formel  13.  erbftlt  bsd 


13".    cot  i®  = 


Seixt  man 

,4.    ^  =  ., 

WO  bekanntlieh  m  etn«  constMte  GrtM«  iat,  so.w«nlen  die  voAer- 
gebenden  Fornelo  im  Falle  d«r  Brechung 

und  im  Falle  der  Znrfickmrfnvg 

in      A+lA—  A     «?»  {"■=*=  T^ 

Bei  der  gDwöhDÜchen  Ansicht  der  ZnrSckwerfung  iat  bekunttfi^ 
»^1,  Dnd  folglich  nach  16.  . 

n     ^  +  a  _     A    «»<(M=fcTe) 

Wir  wollen  aber,  wie  achoo  oben  erinnert  worden  iat,  die  Zn- 
rnckwerfnng  hier  immsr  sna  dem  oben  'uigegobeten  idlgemeiDeni 
GeaicbtapDDkte  betrachten.  '  ' 

♦.2. 
Der  Punkt  J  »eil  jetst  als  dw  Aalug,  die  Axe  X  Y  ala  die 
Absciuenaxe  eines  rechtwinkligen  Coordikatensyitema  angenommen 
werden,  und  die  poaitivqo  Abscissen  wollen  wir  immer  auf  der.  con- 
vezen  Seite  des  Bogens  RK  nebmen.  Ist  nun  M'  ein  beliebiger 
strahlender  ftiakt,  &»mm  Coordinalen  in  Bezug  #iiC  das  angwiom-. 
mene  System  p,  a  aind.  an  denke  man  sich  dnrck  denselben  und 
den  Mittelpunkt  C  des  KreisbMfens  KK  die  Axe  X'T  gezogen, 
welche  den  in  Rede  stehenden  Kroflbogvn  in  dem  Pnnk!to^^  ■ehn«* 
den  mag,  nnd  bezeichne  in  Bezug  auf  diese  Axe  für  den  Punkt  Jf' 
dorch  A'  <iM  A')  JfS°'  dasselbe,  was  im  T»rhefrebendeii<  Pamg»- 
phen  in  Bezug  auf  die  den  Kreisbogen  KK  iii  Jt  schneidende  Axe 
Xf  für  den  Punkt  M  durcli  A  »»(L  ^\  bezeU^net  worden  ist. 
Ferner  beteichne  man  den  von  der  Linie  CA'  ipit  der  Ax&  XT 
eingeschlossenen,  jenachdem  die  Lii|ie  CA'  auf  der  Seite  der  po- 
sitiren  oder  auf  der  Seite  der  negative»  Ordlkatcn  Uegt,  als  po^ 
liv  oder  als  uegutip  betrscbtCten  spitsen  Wnfcel  dnrck  o;  so  wird 
aus  Taf.  II.  Fig.  %.  lekbt  ««helle«,  imt.  U  vüUlgwi  AUg«Mi>tieU 


Dui.tizc-ct.Cocigle 


•+-A')  cWtp  —  B, 


ist.  Siml  nna  p,,  f,  die  Coordinnten  des  Punktos,  tn  welctieB  die 
AXe  X'Y*  TOD  deai  s:ebroclieD«ii  oder  lurückgeworfeDeo  Striible 
geBchaillen  wird;  lo  »t  g«os  ebev  lo     '    . 

■    U,  C=(Ä-HA',)  iiii.y. 


Au  den  ^lelchimgen  IS.  und  ID.  folgt' 


.     "        «m  »  im  9 

" '       "o  9  sin  T 

■!■<>  .  .  ■    ,  '  ■ 

Weil  DUO  noch  d«a  voriceo  Parampheo,  wenii  Äirreb  9*  jeM 
in  Besag  mi  die  Axe  X'V  iuMcll»  Miieichoet  «ird^  wu  fräber 
in  BesüK  auf  die  Ax9-X¥  ittnh  S  bexochiet  irnrdf,  ia  Falle 
der  BrechuDg 

jB+A'  _   A|_      ■!!!«>      CO«  (w,  Tjtf) 
Ä-t-ÜV       i','«inM,  *  cMCwTlä'i' 
und  im  F«l)e  der  Zu  rück  werf ung 

.  A-f-A" A'      «in  «t     CO«  (<u,  Jsjtf)       '      '      - 

Ä+A. ~   2F;'Sri;'  ««(«^ie') 

iitj  so  irt  DMb  20.  and  21.  im'P'älle  der  Brechnng 

^  lÄ-i-p.         sm  »,      CO*  (o<=F4ff)     p,4-ZX  wn  4fV 
"1  f  «in  w      coa  (wi  Tt^)     y  — it  «i'',y . 

,      (  fi^  Bin  »^^  coi  (w^FiS'i  '  ?.  —  *  »».'  T"! 

und  in  Falle  der  Zarfickwerfung  Ut 
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23. 


SK-t-p «in  w      CM  (<ut^>y).ip  +  ait  üinjy' 
Ä+P,~"       »in«,*   ««{".Vi«')  >,-t-2Ä.ini»»' 

^ lin  M      «Ol  (Bi,±tg)      f  —  X  traf  _ 

f,  ~"        ain  0),  ■    cos  (o»TiÖ^  "  9,  —  A  sin  V 


Aas  dem  vorigen  PsragraphcB  iiiwk 

«in  M      coa  (mi  T^tf) ^'  ^ 

«in».  ■   CO«  («TieO~^ 


tat.  Wenn  nun  die  Winkel  n»,  (o,,  9"  so  klein  sind,  du*  asii 
GrSuen,  welche  in  Beiag  auf  dieselbeD  von  der  vierten  und  hShem 
Dimeniionen  sind,  obne  merkticken  Fehler  vernschläarigen  kaiM;' 
U  ist  nach  iem  Vorbei^^enden 

«in  ut      eng  ((U|  T^y) »in  w      sin  «i|  — uiu  w,  ±«in  Sf 

■in  u,  '   cos  (tf  7(0)  "^      sin  u, '    sin  w  —  sin  ai:i:'sin  ff  '  '  ■ 

sin  w      CM  (w,  ±  jg) »In  tt      «inj»!  —  «m  t,  TsJn  0 

dn  «,  '   cos  («7^6')  '~'  sin  w,  *    sin  a>  —  sin  u±sia  9 
also  offenbar 


cos  (iu7i9) 
co«(»,J=|y) 


«n  ».  *> 


i(»=F4e')  —  sin»,  — "• 

und  mit  TernachlässiffDng  von  Gltedern,  welche  in  BMog  aufm, 
«,,  9*  von  der  vierten  und  bühern  Dinen^onen  sind,  ist  folglich 
\m  Falle  der  Brechnog  nach  22. 

2A       j^-J-P  p  +  g«  stn  4t»       j£_  y  — a  rin  y 

•     R-\--px       **  p.  +  SÄ  sin  iv"    ff,  ^^*  p,  —  Asin  y' 
und  im  Falle  der  ZurSckwerfiiDg  ist  nach  23.  ' 

25       *-*-p  ff  +  aJe«in^y'       y y-Asiny 

■     Ä+7,—       "p,-».2Ä  sbi»»'   f.—      "»,— Äain»- 
Anch  ist  nach  30.  nit  völliger  Genauigkeit 

9,         tt-t~P,      ^ 
und  folglich    nit   VcrnacblilMigung    von   Gliedern,    welche   in   Be- 


siehung auf  tu,  u^,  &  von    der  vierten   und  kähera   Di^i 
sind,  in  Falle  der  Brechung    - 

M-t-Pt  p, +2Äain4^*'    ?,  —  "  P, -4-2A  «in  fy" 

nad  im  Falle  der  Znrtckwerfnng 
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Nu*  49.  und  52.  *'"  ,p  , 


^'' "  »»I' «,-« '"'';.«•*•'*•■ 


IM 


K+p,  ~~       Rinn,'   00*  (».vi«')  '';>i +Ut  lin^*' 


ST?;-   .".,• 

f  __        lin  0      co(  («1  dtiS*)      y  —  Jt  »in  y 
7,  ~       sin  w,  ■    coS  (wTiSTi  ■  7,  —  Ä  «in  V 
Aus  dem  vorigey  Par«g;rapben  wiiwii.  wir,  dau 

«n_»      CO«  («,  =Fiy)  _    «in  w      »in  «., -»Id  (,.  =Fy) 

aiD  Wi  '   CO»  (iD^jeO         sin  w,  *    sin  (d-rsin  (»sFfl'J 

■in  w      »in  w,  —  lin  w,  to»  8*  ±«o«  w,  »in  g 

»in  u ,  *      »in  lu  —  »In  w  co»  8^  db  cos  m  sin  ^    ' 

_  »inw      oo»(...=fcie-)_   »in^      »in  »,, -»io  (m.  J^») 

»in  ft>,  *   CM  (w=Fi6^)         ■">  "i  '    «in  «-»-«(n  (m^fOt) 

■JQ  w      rin  w,  — »in  *i,'toa  ffyco»  dt,  »in  9* 

~'*iD  u,  '     »in  u  —  »in  w  co»  8'±co»  w  »in  9 

ist  Wenn  nun  dis  Winkel  w,  »,,  9*  b«  kleis  »ind,  du»  aan 
GrÖHen,  welche  in  Besag  auf  diesetbett  von  der  vierten  und  bdhem 
DimeniioneD  »ind,  ohne  merklichen  Fehler  rernnchliluigen  kkiMt 
■D  ist  nach  den  Vorhergeb enden 


fo«  (u^^S')         »in  U]  *    »in  w  —  »in  u±*un  6' '  ' 

CO»  (w,±^y)  ___  tan  M      »in  M,— »in  «iTria  ^ 

CO»  (»=f4«')  ""  wo  «,  *    «n  «  —  »in  >i±rin  e-  »' 

»in  w       CO»  («t  :f  tff)  »in  w 

■in  •!,  '    cos  {a:^^»)         rin  w,        *' 


»in«,'    CO»  (»=F4e')  ^  sin»..  — "• 

und  ait  VwBac)iliU*igDDg  von  Gliedern,  wehdte  in  Bang  sitf  cd, 
u,,  9*  rmi  der  vierten  und  höhern  Dimenünnen  lind,  ist  folglich 
in  Falle  der  Breehmg  anch  22. 

■     Jt-(-p,  p,-4-2A  »in  if"    ff,  Pi  — Ä  »io  »' 

und  im  Falle  der  ZnrackweHiing  i»t  nach  33. 

Auch  iit  nach  20.  mit  völliger  Genauigkeit 

und  folglich    mit   VernachlüMignng   von   Gliedern,    welche    in   Be- 

aiehung  auf  m,   m^,   &  von    der   vierten   und  -kSberB   DipflUBionen' 

■indj  im  Falle  der  Brechung 

26      j'M-P— „   P  +  2X»mi9*       9  p  +  Zg»bA>' 

"*■     Ä+p, —"pi-f-aÄsin  i»»'    f,  — "  p,-|-2Ä»in  49»' 

nnd  im  Falle  der  Znr&ckwerfnng 


D=;-,:cc;  ..Google 


oder  CS  Ut.nit  4en  obigen  .Grade. der  Genauigkeiit 

*"•    A-^f , ~     p,+aÄ  »in  4t''  f,~"^    f,--Ä  lio  »» 

«d«r  nacb 

Ä-l-P, "p,  +  2Ä«m4»«'   V,, "pi  +  SUt  (in  Iv** 

wo  die  obern  Zeicben  dem  Folie  der  Brechung,  die  untern  den 
Falle  der  Zuräckwerfnog  antiprecbeo. 

Nimvt  Hsn  nun  Mou  »  in  Fdtle  der  Brechung  poaitivi  im 
Volle  der  ZurSckwerfnng  dagegen  oegotivi  m  kann  mau'  mit  dem 
obigen  Grade  der  Geaaingkeii:  ittr  beide  Fälle 

**•    il+p,  — "  p.+«»«iniy«'    p,        *  f.-ÄM» 
oder  auch 


■    JC+Pi         ■    p, +  2*  «in  4v*'   Vi 


rs: 


■etien.  Iit  es  aber  veralattet,  auch  die  Gröaie  3A  ain  ^y'  Wwen 
der  Kleinheit  von  ain  Jgp*  cn  Temacblüuigen,  so  nehmen  die  bei- 
den letElen  Formeln  die  folgende  aehr  einncbe  Gestalt  an: 

32.     Ä-tP^^£.    L^nK 
«+Pi  Pi     ff.  Pi 

wo  immer  m  im  Falle  de  Brechnng  foeUn,  im  Falle  der  ZnrSck- 
werfnog  negativ  an  nehmen  iat. 

Ana   den    beiden    Gleichuagen    30.   erhUti  maa   ohne .  Schwie- 
rigkeit 

^  '*'—  A;i-r2-(<in^')-(««.--I)P  ''^■— *-»(f:-Ätin#)' 
und  ana  den  beide»  Gleichongen  31.  ergiebt  >icb 

;       nRp-t-ZR  \{%  —  \)R—p\  ain  ^' 

*  ■  L  JMi-a«n^')        . 

[*'  ~  A(l— Sttain  )9*)  — (m  — J))»' 
oder 

i         itgp-^a*  |(»-i)it— pi  »inj»' 
'''—      Ä(l-2m«tai,»)_(i.-l)p      ' 
„ ■«^'"'■y ■ 
»'—All  — 2»  Bin  i,»)_{f,_l]p» 

nbd  oocb  34.,  wenn  man  alt'  \f*  ala  verschwindend  betrachtet, 

«o  »  immer  im  Falle  der  Brediung  ala'pontiv,  Im  Falle  der  Z»* 
ffickwerfang  als  Mgatir. betrachtet  wird. 
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Aus  dta  foiher  eotwu:k«ltM  FonKln  33.,  34.,  35.  oriiellet, 
dua  aater.ia  wegen  ^er  Winkel  uv  tf^,  9*  geaMebten  Vonm- 
■etzno^  die  Cooi-dinaten  p„  7,  aich  Dicht  ündero,  so  Unge  di« 
Coordinaten  »,  y  keine  Aedderang  ferietdeii,  «tlcbea  siicft  die 
RicfatiDgeu  Jer  sui,  dem  Punhtie  iff)  «iiBgehegdeii  Stq^bten  ««in 
mÖKea.  dsu  also  alle  TM  den  Panjite  ipf)  aaagehemit  Strahlen 
oicn  Dach  der  BrechiiDg  oder  ZnrückwerfuDg  id  den  Punkte  (p^^i) 
wieder  mit  einander  TereiniEen, 

Bexcichnett  van  den  Werth',  welohcB^,  für  pa^eö  erhält, 
durob^i,  lo  n-gifht  sich  au  34«  leicht       : 

o4eTj  H'*  ■*"  Iwflbt  Endet,      /  :    ■    -■■    ^ 

38.   /.=-(l-f:^)Ä 
BetrMbttt  «tn  sin  'jy*  aU  venahvinduuft'  «•  wird  HMh  37, 

und  f»lglMh.'.ffi«  «^  —  1,  d.  i.6«i.i||ir  gewöhnfichen  {Iwicht  der 
Zurfickweifnng, 

■  40.    /.=«--5-,A 

Die  beiden  Fornein  3A,  können  auch  unter  der  folgenden  Form 
dwgeatellt  werden  ( 


•?:=<— ^)»f -?:=■,*— '»R 


iat',  Ml  Werdw'  die  beiden  rofterg^endea  CMf^hmgeii 

nnd  die  erate  dieser  lleidoa  Ol eieh tragen  Itano  aacli<nB.ter  der  Fori 


geachriebeD  wMden, 


oder  nach  40. 


Fttr  M^— 1  ist 
1.      I    .     1 


«L 


^-  — —       ^. 


Daaa    7,   für  ^=xoe   verachwindtf,   erhellet  am   den   Forml^Ii 
34.,  35.  aar  4er  Stelle,  wobei  sher  oie  aoa  den    Augen  at 
iKfd««  dflrf,;  di>H  d»  ipjlede- iteliMdeD  Formala  sävottlich  nf) 
NüheniDgiforBeln  sind. 


Dni,t,zc-ctyC(Klg[c 


m 

Wenn    aan    wttebt   der    Pornein   3&  -  dio.CoordiiiBteii   p,    q 
dnrcli  die  Coordinatis  Pi^  T\  <R>B<lrBckt,  «o  erhält  dibd 

•  V».a-gw.iDJy')-2(it-l)JP»iiiy'      _      «ütg,  «in  y      . 

•"■    '*—       Ä(i.-«riii4T')-i-C«~»);'.       '  »  — Ä.bM^'•-l)9.' 
und  ans  den  Formeln  34.  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weite 

1  Jip.U  — a«  wn  jy*)  — g<i«  — 1)A*  wi»' 


47. 


.  „ <»Jty.<i-*  rip  jy'  CO»  ^l\ 

y—  {1  - 2  «n  i»')  tJK» ^«  «a  ivM "+  (" -\yPtV 

i.    _  J».(l-i-B<»4l't»*)-2t»-I)Jt'«ini»' 


P~Ä(i»— 2«n  4T*)-t-(»-«Pi' 
und  noch  47.,  wenn  man  «in  \f*  nla  rrtvckwindend  betrachtet, 
,- Rpt wJtf.i 

Besteicbnet    man    <en    Weiih, '  welchen   p   fUr   ^,  =:ao    erbüK, 
durch  ^  so  ist  nach  den  Vorherg;eli«ndeB 

....  ,     .  »»■./F^.'~?-';*^.*  „ 

oder,  wie  m^n  lejclit  findet* 

'■    51. /=:-(! -ij^A, 

Betrachtet  wn  ain  |jp* .  ih  T«nch,Tftndend,  ao^  wird  nach  50. 

si  /=ji:^A       ',, 

.,*»■' 

Nach  49.  und  53.  ist 

aad  fol^kh,  ww  ■•■■  leicbt  finttet.  ,  .    >       > 

■"  '  >V_''  "   '       '  '.i*' '"'.'.,11'"-' '    .'  .  ,  '.    ;' • 

«  ~   (»-i)i««+(»-i)ii,r 


Ä     ~.     (ii-l)A 
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IM 

«4er 

».(;•-/)  0-. -/.)=- "(i4i)". 

wonui  aich  ergeht,  iau  du  PrtMiict  (^  — />  (f ,  — /,)  «M  «•!>- 
■tODt«  6r98a«  ist. 

Nach  32:  ist  ferner       -      - , 


■•4  folgliob,  weil  nsch  52.  und  39. 
ist, 


■  f  =  — - 


Sehrnfft  an  dur  dta  NentMr  wag,  lo  erfclUt  «an  4m  Glachuig 
«(y  +  jr.)  =  (•  -  1)  (yCl^  _  «y,  e^), 
•der,  weDB  man  «laadiir^  di«  Gleichniig 

..(,+  y,).=(.-l)>  (?S15^— ».^iS^)'- 

Weil  nach  53. 

(. -!)•&. -/IQ.,-/,) 


., ,(i.-l)s(p-/)  (,.-/,) 

*  —  Ä» 

ist,  so  lässt  deb  die  Torhergebende  Gleiclinng  sncb  unter  der  fol- 
genden Form  dsrstellan: 

-•Ö>-/)  (^.-/.)  (?-4-f,)"=l»(?.-/.)-"».0'-/)l'- 
Entwickelt  nnn  nan  die  Qnadnte  der  BinOflüslgrSsBen ,  so  orhklt 
BOB  nnch  leiektor  llecbnnDg  die  OkicIiBag 


t^,-A)=-f,'ip-/). 

D.q.Elct.GOOglc 


£ 


H7 

•ad  folglieh 

«•  c> — •.^- 

welebfB  «neb    eine    in    mekifMfasr  Rickiicbt    merkwHrdige   Glei- 
ckiiDg  bt. 

f  4. 

Weon  wir  dqh  snch  ron  jetzt  an  der  Eiafnchbeit  nnd  Kurie 

wegVD  bloM  den  Fall  der  Brec&niig  in  einem  Linieng^lMe  sdeVin 

«■m  Sfataae  von   UneeBgUaem    in'f  Ang«   &ntn  werden;   so 

Itsnn,  WM  wir  bier  gleiek  in  Varani  bemerken,  AUes,  wu  in  Fol- 

E enden  ver](OMMcn  vrird,  docb  nnch^  obne  nlle  Sishwierigkwt  auf 
t»  Fall  der  Znrickwerfnng  fon  awei  oder  «ebrcren  EngelAäcben 
namdebnt  werden,  wenn  nan  unr  in  den  Foraieln  überall  «  ne- 
gativ ninnit,  oder  bei  der  gewShaliebei  Anriclit  der  ZnrttdEwor- 
nng  mss  —  1  aetnt, 

U. 
Breebnmg  in  einen  Linienglaae. 

Die  DnrchscliBittapnnKte  sweier  KreiibogeD  mit  der  dnich  ihr« 
Hittelpimkte  gebenden  geraden  Linie  X  T{Tä.  II.  1^.  S.),  welcbe  vir 
ibre  Axe  nennen  wollen,  aeien  ^,  ji„  nnd  JB,  JE,  leien  die  Ent- 
farnungen  einea  Punktea  In  der  Axe  von  den  beiden  Pnoktea  Jf, 
^,,  nnter  der  VoraaMetsnn^,  daai  E  eine  poiitive  oder  negative 
GrSue  ist,  jenacbden  der  m  Rede  atehende  Pnnkt  anf  der  con- 
Tozen  oder  eoncaven  Seite  des  die  Ax«  in  den  Pjinkte  ^  acbnei- 
denden  Kreiab^ena  liegt,  nnd  daas  eben  so  JS^  eine  poaitiva  oder 
tin«  nqfative  6rtt»e  l>t,  jennebde«  de»  in  Rede  atehendo  INnkt 
»nf  der  convexen  oder  cooesven  Seite  dea  die  Axe- in  den  Punkt« 
^,  aebnüdenden  Kreiabogona  liegt  Die  {«wer  ah  poaitiv  betraf 
teto  Entfernung  der  beiden  Punkte  ji  nnd  ji,  von  einander  wal- 
len wir  durch  />  bea«ichn«D.  Dlea  vomuKeaetat,  riud  nnn  die 
vier  falgeaden  Pklle  von  siaandar  n  nataraoMiden, 

Wann  die  beiden  Kreiabogen  ihre  concaren  Seiten  i^tgta  mt- 
•nder  k«hr«n,  ao  iat,  wie  «na  Ti^.  IL.  Fig.  >.  leicht  erhellet,  in 
vUliger  AUgaBeinbeit 

Wann  dia  beiden  Kreiahogen  ihre  convexen  Seiten  gegw  eia- 
Mider  Mahren,  »o  iat,  irie  au  Taf.  IL  Fig.  S*.  Uioht  erhellet,  in  ' 
«Uligar  AUgMBembeit 

E-\-E,^=0. 

Wann  der  die  Axe  in  A  aehaeidand«  ÜESiBhogea  aeis«  «on- 
eava  Seite  g«gan  di«  muvks«  Seite  dea  die  Axe  in  .^,  aehneiden- 
den  .Kraiabogeaa  kehrt,  ao  iat,  wie  au  Ta£  IL  Fig.  3*.  iMcbt  er> 
hallet,  in  ««lligar  AMgaMinbeit 

Wenn  der  die  Axe  in  A  achneidanda  Kreiabagen  aeiue  cou- 


15Ä 

vexe  Seite  fC«seii  die  concave  Seite  dei  die  Axe  ia'j4\-  KthMi'- 
denden  Kreisbo^eas  kehrt,  ho  iit,  wi^  aus  Taf.  II.  Fig.  3''.  leicht 
erbellet,  in  völliger  A Gemeinheit 

Hierana  ergiebt  sich  überhaupt  das  folgeDde  Resultat: 
Weon  ffleicbDamige  Seiten  der,  heiden  Kreisbogen  elDonder  zu- 
gekehrt Bind,  so  ist 


ttud'  Itl  dieaei'  Oleicbmi^  ist  das  ofccr«  nder  ■Aa»  DntM«  Zflfcb«n  «i 
nehmcfK,  jcnadittcni  iti  tancvnti  bd^r  die  cravexctr  Selteu  det- 
bddtnf  KreisUee«D  eriiBnAer  zugekehrt  sind.'  W^nn  BDglercbMnigc 
Seit«»  der  hefdeii  Krt^isbogen  emanier  ttt|^efcehrt  sind,  so  ist 

'.;,';  .,',^  S-^S.i^sspOy  .   ;'  .   ' 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  nnlere  Zeichen  zu  neh- 
men ,jeiiBcbdeni  die  coDcave  oder  convexe  Seite  des  die  Axe  in 
dem  Punkte  ^  schoeidendeii  Kr«labogeDa  respective  der  convexen 
oder  concaveo  ^^t9,  dsa  die  Axe.Jo  dcfn  Pusltte  jf^  sclineidenden 
Kreisbogens  zugekehrt  ist 

Nehmen  wir  aber  die  Bntferi^ng  der  Du rchschnittap unkte  der 
Axe.  von  einander  jetzt  poaitJT.oder 
:e^  in  ^  schneidende  RreUbOffeu  dem 
(r^isbugcD  seine  convexe  Oaer  seine 
exeicbnen  unter  difi«er  Voraussetzung 
ng  wieder  darch  JEf,  so  ist  nach  dBlb 
ilfiger  Allgemeinheit 

-...:■.■.. -..1... :■!■.■■..:  ß^-jB.  =»/»;■-  ^^ 

'  WMM  man-innr  la^.diivier  Gleichut^  das  obere  oder,  da«,  fintere 
Z«Mhtti.B|nii«t„  jenMbdw  d#e- beidan  Kr«iihogaiB  gl»it:lu«mig^ 
odar  uHglelab^eaug»  S«iten  tiotader  MikehrflH.  .,    ,,,l ...     ^ 

\:.,..  ..,.-  ."■';' ..  . '  416..' '■':  ."  "'.-  ■  '■.!■ ':'.; 

Wir  wollen  «BS"  mm  SlrilMeB  deshen,  w«1che,  «M  «tskril'U 
Bttu^  «tif  'ii'  als  Anfang  der  Ctrardlneten  dnrch  ■Ale  CnitrdifaaleD 
jv,  7  tettitetnMB' funkte  {pg')  ansMhend,'  nach  der  BMckuBg  IH 
dem  di«  Axe  in  dem  Punkte  ^  schneidenden  KrelMbogeti, '  deasea 
Halbmesser  Jt  sein  mag,  .sich  in  dtm^iir  Beiu^  auf  dasselbe  Coor- 
dinatensfstem  durch  die  Coordinaten  p',  tf  bestimmlen  Punkte  {ffif) 
mk'  «iaMUervereiaigM,  und,  inneh«l«M  si4  eiila  nwaÜe-iUaWhnng 
hi  dna  «e  Am  n  J,  «todldäwlen^  Kreiabogm, 'deMoa^iHhlMM. 
aar  7t,  sein  mag,  erlitten  haben,  in  dem  in  SeangaMf  j#,  -ils'Av* 
fang  der  Cooroittaten  dun^  die  Cqordinaten  ^,,  7,  besiimmten 
Punkte  (;>i?i)  wieder  mit  einander  Zusammenkommen.  Links  tAd 
den  die 'Axe  ^A  'MA  recbtg  -vMdtm  dIe'Me  TaA\  «cbMftfenden 
KirlsttA^eu',  WtAeT^r  UM  anf  Taf.  II.  Ptg.'St  b«tiehe«, -aofl'  *4(olfRd 
dafeselbe  br«cb«nJe  Mediam,  zffittbm  dm  beiden  lürttab»gm  »oll 
ein  anderes  brechendes  Medium  liefen,  Md  ddi  BeMkMgnTflriAH- 
nisB  für  das  erste  und  xweite  brechende  Medium  soll  m  :  1  sein. 
Die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
Cüordinafeiiiyateni  mit  dem  Anfintgsponkte  A  vorlier  durch  p',  ^ 


.oogic 


bMeichnet  worden  aiiid,  iDljei^  ib  <l«m  t^rdinateDayatene  mit  deni 
AnfnHfwmnkt«  ^,   durch  ^,,'^,   bezeiebiiet  werden.  , 

Diu  vorausgesetzt,  bnbeovwir  nccb  32.  olfenbaV  die  M^d  fol- 
geuden  GlefefiuiigreB: 

«t  denen  Heb  dem  Yorigfin  VtnffMphea  noch  ^ie  Gleicbno^ 

kAnati  iB  wAbvr  (taa  ober«  oder  4sb  uMsre  aiicban  MnOfaiBeD 
irerdCB  louHi,  jeuBoUen  gleiefaBBaige'  «dar  UQsleicki«Hb«  fleiteh 
der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind.  Ans  diewB'dn! 
GleicbnngeB',  die  auch  ant^  der  Form 

dargestetlt  werde»  JlSim«o,   laaten  lieb  die  beiden  Grctuen  p'  nni 
//,  eliminiren,  and  dadurch  eine  Gleichung  swiachen  p  und/i,  ent- 
wickeln, welche  EntwickeluBK  wir  jetzt  nuafübren  wollen. 
Ans  den  beiden  ersten  ,GIeichuugeo  folgt 


-kl-'' 


drille  Gleich nng  einjtthrt, 


oder  Buch 


oder  BBch,  wie  jiiaB  leicht  flndei, 

oder  '   ■  i  ' 

Bcitinmen  wir  mittelat  der  Gleichung  55.  die  Groaie  p,  dnrcÜ  p 
nnd  die  Gröeae  p  durch  ;>,•,  ao  erhalten  wir  nach  leichler  Rech- 
nung 


Dni,t,:cct.,C(Klg[e 


1«0 


(i.-i)Ä+|i— i<l+v)l  K«-i)a±««,l 
59.  < 

Jt,=t|l— i(H-=^|Ä 

Wirt  buD  dwWCT*,  welclico  p,  ftir  ^  =  00  «rhält,  durch /„ 
i«r  Wenh,  weldisD  p  fbr  ;»,  ssoe  erhilt,  durch  /  h«Michii«t;  a« 
üt  DMh  5».  ' 


«,=t(l-i)fl 

= i = Jl 

■t«-l)«,  ±(l^i-)  1(«-1)B-I-»«I 


«.±(l-i>fl. 


.(«-1)  i«,i!i«±(i,— j)ai 

«,±(i— i)" 
=± — = — i— " 

(l-i)0(*,=FiD 


M.    /,  T/= 


(.-1)  |Ä±*,-Ml— j)0| 


cst.zcct.GoOgIc 


Nach  es.  iit 
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-1)  lÄ=tÄ,  +  H--i)/l|  . 


A,±(l  — — )2I 
p-f=p^ f— ■"■ 

und  folglich,  wenii  mma  der  Rune  «egen 
Z  =  l,>,-\)f  |Ä±/t, +(1— i)»iq=/i  |Ä.±(l-i)/>| 

Mtzt, 

_  ,__ Z 

(«_1)  (Ä±«.+(l-i)fl|' 
Femer  ist  neeh  59.  nnd  62.' 

f  ^ *        y » 

(,-!)«+ |i-l<H-.^)|  |(,ll)fl=t«it,| 

*+(i-i)fl 


-1)  |Ä±Ä.-i-(i-.i)fi| 


und  folglich,  wie  mtiD  nach  leichter  Bechnnog  findet, 

>l,  -/,  =± 1 j . 

(«-!)  |Ä±Ä,-f-(l  — .^)ßjZ 
Also  iit  offenhar 


65.    (,_/)(^,_/,)  =  ±_ 


«■   (p -/)(;•,-/,) =± 


(«-«■  |*dbX,  +  (l-i)fl| 

JW, ■ 

i(.-l)(«*Ä,  +  (l-i)0] 


und  das  Prodnct  ip^~f)  (/r,  — .^,)  ist  daher  jederaeit  eine  coa- 
■tante  firüiee. 

Für  ^^0,  d.  h.  wenn    man   die  Dicke  der  l.ipae  als  yer- 
rchwindend  hetrachtet,  hrt 

«:  (»-/)fa.-/.)-±i,._,f^'^^,,i'. 


D.,.™ct,G(K1glc 


im 

».8. 
Nach  36.  ist,  w«ng  wir  <lie  in  f.  6.  eingeführteD  Bezeicbnu- 
gen  auch  hier  heihehalteD, 

^— Ä-(«-l)p'  '''  —  «,-(»-»?,' 
uIbo,  weil  offenhar  ^  =  /,  iat, 

«t *.t. 

und  folglich 

^      i_Ä.       «-(«-DJ.    _    '~<"~"^ 


*-«,^(.-ll»,         ,_„_„Jl' 


Nach  62.  iat  aber 

oder,  wenn  wir  der  Kifree  wegen 


aetzeu, 

und  folglich  nafh  des  Vorhergehenden    . 

M!_(,_l)tif 

69.    f  =  ± r^. 

«■  «Ä.Tdr-I)^'^ 

Dieae  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  Porn 
oder,  wenn  mao  »nf  beiden  Seiten  qundrirt,  sif  die  Fora 


D.,.„cb,Goaglc 
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Nun  iit  über  oash  GH. 

uvi  folglich 

Ä'  =  ±(— 1)'  ^^,         , 

wdshei,  in  die  Torbei^liende  Cleicbnog  eiogeffilirt,  die  Gleicbaog 

^i,H,^,.X,'  <£=q^if£>=  (,E-i_,,«^). 

ffiebt.  Rnnrickelt  nan  iiiifl  die  Quadrate  der  Binomialmueii,  nad ' 
nebt  die  gleicbea  Glieder  auf  beideo  Seiten  des  GleicfaJieitauicbena 
auf;  Mt  erbiUt  man  die  Gleicbaag 

±»■0^-/.)('i;^=5=^) 

oder 

?.'  P,  —/, 


I  folglich 


70.     (i).r=±-3^, 
welches  ehenfalla  eine  aebr  merkw&rdige  Gleiehng  iat. 

». ». 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragrophen  int 

.      ■-(.-■)£ 


nnd  sack  59.  iat,  wie  bbb  durch  Mehle  Rechaaag  findet, 


M»-1)S;= 


=5=- 


(«-l)itHl-Al-Hf)l  |(»-l)ft*««.l 


71.    f-  =  =FP *«' • 

1er  auch 

11* 

Dniitizc-ctvCoogle 


72.  f-=l=F{>i-l)p 
uiler  »uch 

73.  ^=1-U-1);, 
Oller  aucli 


Ä**,+ri-i<i  + 

f.l- 

k*. 

/l,±*d=ll-^(H- 

f.l« 

7t    i  =  l-(.-l),  l-^d 


Br«chnDg  in  «inem  Syitene  von  l.iDieDgläBern. 

«.  10.  ■ 

Wir  miiiien  bei  dieser  Uniersuchang  von  ^iBigea  «llgeBeiDen 
BetracbtnDf^cD  über  ilie  Rettenbriicbe  aaigehen,  vud  denen  wir 
nacliber  wicbtige  AnweiiduDgea  maeheo  werden.  Diese  BetrKcb- 
tuagen  betreffen  die  beiden  folgenden  Kettenbriicbe; 

,,   A L      1 


I 


1 


76.    •£'-  =  -^     1 


von    denen    der    zweite   gewisiernauen    das    Dngekehrie    des  er- 
sten .  ist 

Znerst  ist  nun  offenbar 


.f. 


1 +«.(«,  +  —) 


r.+r,f',+^ 


t,-Hf.  -i-/.«.V».  _  ■  /,  +/.«. 


-D.,.„cb,GoOglc 


Wie  ■«n  «uf  diei«  Art  weiter  geh«B  kann,  erhellet  hier  ■cbon 
ait  völliger  Deutlichkeit,  und  ea  ist  blio 

/,=s«,,  /',  =  l+»,»,i 


Eine   ühnlirhe  Bctraeliinng  woIUd  wir  frrner  auch   über  den 
sweitcD  der  beiden  ohigen  Kflttenbrfiebe  anstellen.     Es  ist  ntTenbar 

AI>o  iat,  wie  logleich  ii>  die  AngcD  fallen  wird, 


!  +  («.  +  -)-, 
Folglich  ist  Bitf  ähnliche  Art 


«o  -t-  (1  -*-  ■»»•i )»»  «'o  +  S^l»«" 


""■         «.•4-^H-|H-(..+f^)«,l».  . 

«.  +  ("+-».«1)«. 

*+«.«l  -1-  t»6 -§-('  +  •.«.)«»  i«i 

awl  biersDt  ergiebt  sich  ferner 

g»      ■ 

•.-l-f+|l+(«.+  i)«.l«. 

r.  ~ 

I  +  {<i,+j|)»,+  l«,-l-^+ll  +  (",+;^ 

».I». 

1-H..»,H-1..  +  (1  +  ..«,V>,1« 

"•,+(l+«0«l)    ■i+M+»O«l-|-('»0-|-(»  +  «.«l)««)«.|O4 


Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  Itaan,  iit  klar,  und  auch 
das  allgemtine  Geseta  erhellet  ichun.    !£■  ist  ninlich 


Dui.tizc-ctvGoogle 
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i. 

1 

1 -»-<*.<*.' 

ff.  +  r.o. 

*•.  ■ 

r.+y.«»' 

Sm 

ffl  +*,«, 

i. 

y.  +*■,«.' 

ff» 

«,+y.». 

r.- 

ff'.-K*'.«.-' 

ii. 

g.  +s*i; 

S'. 

«'.+«'.«.' 

IHeies.GeKls  kann  leivlit  «nf  folgende  Art  «llgeoMiD  bewie- 
sen werden.    Weil  überhaupt 


iflt,  BD  wird  offenbar 

*^  aui  ^ 

erhalten,   wenn  mtn  in  äest  letitern  Bruche  m^  -i '  fiir  «^  setst, 

'  und    alle    übrigen  Indicea  tod  a  nn   eine  Einheit  erhöhet.     Also 
wird   offenbar  ^j^i   aus  gi,  nnd  g'k^i  aus  f^i,  erhalten,  wenn  man 

ff,  +—  für  ffg  aetst,  alle  übrigen  Indicet  Ton  a  vtm  eine  Einheit 
eriiSbet,  qnd  die  dadur«b  lick  ergjebenifeD  Grauen  dann  mit  0, 
maltiplicirtl    Sei  nun 


Um  y^  XU  erhalte»,  wata-  man-  0,  4-«  Hr  »,  «atzen,  alle 
übrigen  Indicea  von  a  nn  eine  Einheit  erhohov,  mi4  im  ZShler 
und  Nenner  mit  a„  nultipliciren ,  wodurch  jede  dei  fiBÖaaen  gk-ti 
gi~\  und  g'ii-a,  g'i-H  mit  0g  mnltiplicirt  wird.  Bei  der  Anwen- 
dung dieses  Vei^breua  geben  alao  die  Gr4(«8eii  ai~j,  m  reapective 
in  ai,  ait+t>  »nd  nach  dem  Obigen  gehen  offenbar  git-i,  gi~4  re- 


DK!,t,:c-ct.,C0,0gIe 


äMctive  iD  yi_i,  gi,  m  wie  g't-^,  gft-^  rupectiT«  in  gV-i,  g't 
Ülier.  '  AIbo  ist  offenbKr 


#±1  = 

iiDd   das  beHerkte 
folglidi  «ItgeMein, 

Guetx   Ht 

ifAch 

eioer'  bekannten 

ScbJniiweiie 

«••  = 

1, 

»". 

=  *oi 

«.= 

«., 

<r'. 

=  l-l-«.a,j 

«■.= 

«•.  +  ».• 

.  s: 

=«'.  +  «'.•.1 

Verglcicbt  man  diue  Zäbler  und  Nenner  nit  den  obea  gefun- 
denen Zählern  und  Nennern  der  Portiatbriicbe  des  erslen  Ketteu- 
bmcbB,  so  ergeben  eJck  dieTnlgenden  t>leichangen : 

»•=«•■ -t-y.".  =/".+/".«■  =/■,, 
ff. = ft +*.».=/".+/■.•.  =/",. 


^-,=1 +...,=/•„ 

«'.=«',+»'.<«,  =A +/'.«.  =/., 

»', =»■,  +«•.-.  =r.  +/•.«.  =/•., 

«'.  =y.  +  »".•.  =  A  +/•.".  =A, 

&   B.   V. 

Biernacb  bM  Mb  nlw  BUeh  in  fetguwltn  fiHciehuB^K: 

ff'.=A=«-., 

«'.=>'■=«•., 
i,-.  =/-.=«•„ 
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üeberbanpt  wotlen  wir  jetst 
1^  =  7: +±  .     1  . 


«-i  +  ::r_._  ' 


Mnen. 

Aho  iil  luetit 

'     I       ?. 

ft 

'"•.+  —  "!  +  « 

o?.' 

Na<b  im 

i 

•ho 

-Ä= 

1  -l-«oy,      •  «,     , 

1 

Pa  ~ 

•.(l+«rf.)' 

'.+f:  = 

=            '•+?.= 

ugd  folglicb 

(p. 

-r.>"-+ft>=- 

<i'-- 

Fflrntr  ist 

i 

, 

. 

-Nadi  d«B  Obigen  iit 
uod  folglich,  wie  m*n  durck  leichte  Recbnong  findet, 

Daher  iit 

(;..-^)(?.+f;)=(i^)-. 

HiD  «iebt  aiio,  dau  die  Producte 
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(p.-p-)  (».H-J7). 

reJjiective  von  p^,  g,  ood  p,,  f,  ganx  unabhängig  Bind. 

Um  die  Allgeaieinlielt  dienen  Genetiea  xu  priifenv  wollen  wir 


jelst 


(P.-p,)  (».  +  ^)  =  i., 


n.  B.  w. 

Ö"-'  -ß^)  t?*-*  +  ^>  =  '^*- 

I.^,  L„  I.,,  £.„...  Lt^i 

reapective  tob 

l^ot  ?«;  ;>..  ?■;  f»  ^.t^n  f^i...pt-i,  71-1 

■     W«l  nna 

ut,  to  ist  wegen  der  Gleichang 

iro  £'i—i  von  p«— 1  nnd  ^i—j  gani  UDftbhäogig  ist,  deren  Richtig- 
keit vorMBgcKtst  worden  iit,  offeabsr 

Weil  aber 
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H^=-^.^^. 


'uDd  folglich,  weil 


Also  ist  nwb  dem  Obigen 
d.  i. 


■^-fe""-^^' 


Nun  iat  «ber  Dach  den  uii  dem  Obigen  beknonten  ReUtioncn 
fi-\  _  /*-i+/*T*    _  A-i 

(A-i/'*-./yt-i)f* 
~      /■*-it/'*-i +/■***)' 

„.  _  A   —  J^^^-^'    _  A 
lud  Cnl^idi  oflenbtr 

"^^^   ■/•■  t,,  ..ft) 

Fnbrt  nan  dies  in  die  oben  gefundene  Gleiclinng 
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«ia,  M>  erhall  «»  die  Gleicbing 

woruu  RBD  Nehl,  da» 

von  ph  gn  nns  miabhftiiffig-,  and  iimL  einer  bekannten.  Schlna«- 
veiie  du  omb  bemerkte  Geielx  also  ^ox  ailgeBciD  gültig,  d.  Ii. 
du  Pimhict 

inner  von  pt  mnd  ^ji  g>ix  UB«bhingig  ist. 

Setien  wir,  analog  rait  der  lAtn  «ingeflllirten  Bezeicliniing, 

•o  erbnlten  wir  nach  dm  Vorher(|rcb«Dd<a  die  Rehti«»: 

Hiemach  nnd  nach  dm  ObijireB  ist 
r    /i,w g. 


Wie  nan  aar  diese  Art  weiter  g.eh«n  kanUj   unterliegt   keinem 
Zweifel,  nnd  es  itt  also  «llgntein 


/,,  =  (-!)*-■ 


(-!)> 


/»      ■»'rf'.j'.j'.  ■•■«•<-«'»■ 
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NkL  den  Obigen  i»L  über 

»'■=«'.■ 
«'.=8-., 

U.  B.   W. 

uüd  ^t  ^/'t-    Also  Ist  oach  78. 

'—    A     •/■»"     *■«      's'»' 
untl  folglich,  weil  nBcU  dem  Obigen  ^,^1,  g't^gt-M  ist. 

Wir  haben  daher  die  folgenden  nerkwördigen  Gleicbnngen: 

oder 
81.    (_l)^.b,._^)  ,„  +  £,=  (^^.=(^,.  =  ,-J-)., 

von  dcien  wir  nacbber  eine  vicbtige  Anwendueg;  »nf  die  Brecbnng 
in  einen' Syiteme  fou  Lineeoglibieni  machen  werden. 

^.  11. 

Die  ente  der  beiden  Gleicbiin^n  59.  kann  auf  folgende  Art 
dar^BtelU  werden; 


'■  *+|i-i<i +.=)(/> 

nnd  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

,ii-i(i+.?)i*, 


:f=— '±7 

=  «-ld=- 


fl-t-- 


«+= 
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und  in  dieser  Gleicliung  Ut  du  obere  oder  das  iiiitere  Zeicben  la 
nehmen,  jenschdem  gleichnamig  oder  ung;leicbnamige  Seiten  der 
beiilen  im  Obigen  betrachteten  Kreisbogen  gegen  einander  gekebrt 
sind.  Aber  eben  dleseB  doppelte  Zeichen,  velcbes  bei  der  Hetrae|i- 
tnog  bluBH  sweier  Kreisbogen  oder  eines  Liosenglaaes  uns  keine 
Kroflse  Unbequemlichkeit  vcrursucble,  vielmehr,  wie  ea  uns  scheint, 
den  Ewischen  den  sogenannten  doppelt- concaven  und  doppclt-con. 
vexen  Gläsern  und  den  sogenannten  Menisken  Statt  findenden  .Gn- 
terachied  recht  deutlich  hemusstellte,  weshalb  auch  Tonüglicb  bei 
einem  Lintengluse  die  vorhergehende  Betraebtungaweise   von   un« 

,  angewandt  wordeo  ist.  führt  bei  der  Betrachtung  eines  Systems 
von  fjinsengläsern  grosse  Unbequemlichkeiten  herbei,  and  wir 
müssen  uns  daher  jetzt  von  diesein  doppelien  Zeichen  unabbängig 
EU  machen  ancheo,  was  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Im  Vorhergehenden  wurden  die  Halbmesser  R  und  Ä,  immer 
«Is  pnaitiv  belractitet,  was  nncb  nuf  den  ersten  Anblick  allerdings 

I  das  Natürlichste  zu  sein  scheint;  die  sogenannte  Dicke  des  Glases 
D  wurde  dagegen  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdera  der 
erste  Kreisbogen  dem  zweiten  seine  convexe  oder  seine  cnncave 
Seite  aukehrl;  die  Gräsae  ;*  ist  positiv  oder  negativ,  jenschdem  die 
ihr  entutrechende  Linie  auf  der  convexea  oder  eoncaven  Gleite  des 
frsten  Kreisbogens  liegt,  und  eben  so  ist  die  Grösse  0,  positiv  oder 
negativ,  jenucbdem  die  ihr  entaprechende  Linie  «ul  der  convexen 
oder  GOncBven  Seite  des  zwriten  Kreisbogeoa  liegt. 

Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Dicke  des  Glnses  immer  ab  posi- 
tiv ketTOchten,  und  nnter  dfeser  Voraussetzung  .durch  B  beieicb- 
nen-, -die  Halbmesser  der  beiden  Gränsfläcbeo  des  Glases  wollen 
wir  dngegen  als  poaitiv  oder  oIs  negativ  betrachten,  jenschdem  sie 
von  den  Dar c h seh nilts punkten  der  entsprechenden  Gränzfläcbea  mit 
def  Axe    an    nach    der  innern   oder  äussern   Seite  des  Glases  hin 
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licKe»,  uBd  wollen  <lie*elben  unter  dieaer  VornsseUang  durch  R 
udS  Ri  beieictineD ;  uuf  älmtküe  Art  sollen  die  Abseisgen  p  und 
0,  pontiT  oder  negativ  sein,  jeDOcbdem  die  Hiueti  eotsprecb enden 
UDien  TOD  den  Durchiclinittsfiutikteii  der  ersten  und  zweiten  Grünz- 
Diebe  dea  Glsiea  mit  der  Ase  un  nach  der  innern  oder  äuisero 
Seite  des  Gtases  hin  liefen.  Die  Syjnbttle  7  und  q^  behalten  wich 
jetzt  gBDz  die  ihnen  üben  beigelegte  Bedeutnug. 

Dies  vonnsgesetxt,  ausa  nao  nnu,  wenn  die  cuncaren  Seiten 
der  beiden  GranzSSchei  einander  sugeliehrt  sind,  in  der  Gteicbnng 
82.  Bt^t  der  Symbole 

D,  R,  R„  p,  p, 

ofienbar  rea|>ective  , 

—  O,  R,  Ri,  ~-p,  —p, 

«etsen,  wodurch  die  in  Rede  atehenile  Gleichung,  in  der  man  jetzt 
tlas  ubere  Zeichen  nebaen  mnss,  folgende  Gestalt  erhält: 
I 

R,    "^—D 1 


Wenn  die  convexen  Seiten  der  beiden  Gränzflächeu  einander 
zugekehrt  sind,  so  muss  man,  in  der  Glücbung  82.  statt  der 
Symbole 

D,  R,  R„  p,p, 
offenbar  reipcctive 

D,  —R,  —Rt,  p,  p, 

Bctaen,  wodnreh  die  in  R^k  stehende  Gleichnng,  i«  der  jetzt  wie- 
der  daa  obere  Zeichen   geooBnen  werden  aaes,  die  folgende  Ger 

■Ult  crhKlt: 


Blktehit  einer  einfachen  Betraehnng  fibenengt  man 
gteieb,  dass  dieae  GleichttDg  inMer  auf  die  Fora 


sich  aber  m- 


I 

•  — 1  .    1 


welche  ron  der  Fora,  auf  weiche  wir  ia  ersfen  Falle  gefilhrt  wur« 
den,  nicht  verschieden  ist,  gebracht  werden  Iuod. 


Dni,t,zc-ct.,C(Klg[e 


17» 

Wenn  die  coocaic  Seite  der  erateo  Gräotfläclte  der  conveMB 
Seite  der  xweiten  Gränzfläcbe  cugekefart  int,  su  iquib  Hau  in  der 
Gleichung  82.  stott  der  SjFnbols 

D,  H,  Vt„  p,  p, 

aSeabar  reipective 

— />,  Jt,  —  Ä,,  —p,  p, 

ietzen,  wodurch  die  in  Rede  alehende  Gleichung,   in  welcber  jetzt 
das  unters  Zeieben  zu  nehmen  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 


«ortiaB  sieb  aber  mittelat  einer  ganz  eia&cben  Betraofctnag  wieder 
^ 1_ 


ei^^ebt. 

Wenn  endlich*  die  convexe  Seite  der  ersten  GrSDiB&cbe  ,der 
coDCBven  Seite  der  zweiten  GräUzfläche  zugekehrt  ist,  so  mnss 
nan  in  der  Gleicbnng  82.  statt  der  Symbole 

offenbar  reapective 

/>,  -Ä,  Jt„p,  -p,, 

Mtsen,  wodsrch   die   ii  Rede  stehende  Gleicbnng,   in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehinen  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 


'TT'if . 


■ich  aber  nltteltt  einer  ganz  einfachen  ßetraehtnng  wieder 
1 


etgiebt. 

Daher  ist  unter  ilen   genachten  Voraiuwetnngen   in  völliger 
Allg«Beinb«)t 


"   Dui.tizecbyGoOgle 


S3.  -,,=— -r    _5_ 

Ä,    *— O  1 

»  """«-1     1 
^B-+F      - 

io  welcher  Gleicbui^g  a]ao<  nun  kein  doppeltet  Zeichen  mehr  vor- 
komint,  w«H  far  dos  PoIgeDde  der  AllgemNiiheit  und  Einfachheit 
der  Diirstdluiig  wegen  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

Hittelit    leichter  Rechnung   erhält   man    aus  83.  die    fvigende 
ebenfalls  gnni  nilgemein  piültige  Gleicliang: 

84.    -p  =  ^  , 


wobei   B»n  soffleicb   ühersehen  wird,  daaa  dieser  Kettenbrncb  ge- 
wisserniBBaeD  dareh  Umkehrung  des  vorhergehenden  entitebt. 

«.  lü- 

Wenn  xwei  Kreiihogen  ihre  Axe  in  den  Punkten  ji  und  ^, 
Bchneiden,  die  immer  als  positiv  betrachtete  Rntfemnug  der  beiden 
Punkte  ji  nnd  j4 ,  von  einander  durch  ß  beseichnet  wird,  und 
wir  die,  jenachdem  sie  von  den  Punktea  j4  und.^,  buh  nach  dem 
innern  Räume  zwiaehen  den  beiden  in  Rede  itehenden  Kreisbogen 
oder  nach  dem  äusKera  Riiume  bin  lirgen ,  als  positiv  oder  al«  ne- 
galiv  betrachteten  Entfernungen  eines  Punkte«  in  der  Axe  von  den 
beiden  Punkten  A  und  j1,  renpeclive  durdi  £  und  J?,  beseichnen; 
so  ist  in  vSlliger  AJIgemeinbeit 

wovon    man    sich    durch    eine  ganz  einfacbe  Betracfatnng   auf  der 
Stelle  überzeugt. 

«.  13- 

Wir  wpllen  uns  jetxt  ein  Syitem  von  *+l  Gläsern  denken, 
und  wollen  nnnehmen,  das*  die  Hitteipunkte  der  GränEfläclien  aller 
diever  Gläser  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  welche 
die  Ase  des  Systems  genannt  werden  kann.  Die  Halbmesser  der 
GrXnxflächen  der  einzelnen  Gläser  seien  nach  der  Keike  , 

Jt,  Jt,;  ÄÖ),  Ä,(l);  AO),  Ä,W;...;  ÄCO,  Ä,tO; 
so  dasa 

Ä,  Ä»,  ÄO),  ÄO),...AW 
die  Halbmesser  der  vordem  Gränzflacben,  dagegen 

die  Halbmesser  der  hinlern  GrXnzflächen  sind,  wohei  nun  nicht  tu 
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iiberaebeii  hat,  dau  diese  Ralbneaaer  nacb  deo  in  f.  11.  gerebe- 
nen BcBtininnoi^D  poRitiv  «der  utgatn  genoHnen  werden.  Die 
iaaer  als   poaitir  betrachteten  Dicken   der  Gtlaer   nach   der   Reihe 

J>,  /»O),  Blf>,  DM,  .  . .  /K'l    ■ 


:  1,  »(«  :  1,  mW  :  1,  «(S)  :  I,  .,.  .,*():  1. 


pw,  gmi  p,m,  y,(« 
^(i>,  y(»)}  p,m^  f,m 

n.  B.  w. 

p(0,  ^W;  p^{fi,  y,(0. 

Die  Bibantlicb  ala  poütir  betrachteten  Entferonngen  der  Gläaer 
TOD  einander,  welche  von  der  hintern  Fläche  einei  jeden  Gloaea 
bia  in  der  vordem  Flache  des  näcbat  folgenden  Glaies  genoBmen 
werdeif  Mien  nacb  der  Baibe 

E,  JStO ,  Em,  El», . . .  Ei'^i. 

Dies  TAranageBetat ,  hat  man  bud  nach  83.  offenbar  die  folgenden 
Gleichungen : 


OT- 

— 

1 

-« 

Hl 

'mal 

=,C(K1glc 


1 

«f'l      ~^i»W  — 1  1 

HV>     "*"  pw  ' 
und  nacb  §.  12.  luit  muD  offenbar  die  folgenden  Gleiobaiigen : 

—  p,  — pCl)=:£; 

—  p^ia—fA»^E(l), 
n.  a.  w. 

—  ;»/*-«_  pW  =;  Bl'"-1) 

oder 

/»(!)  =  _£  —  ;,,, 

p(t)=^  —  Eay—p,(a, 

;)(«=— 03)—;.,  (3). 

n.  ■.  w. 

;jW  ^  — J3*-')— ;,,0-i). 

MittelHt  dieser  Gleicliiingen  nnd  der  ohistB  Kettenbriiche  ISut  siek 
offenbur  die  Gröise  — p,^'^  oLne  alle  Scnwierigk.eit  ganz  allgenein 
mit  Hülfe  eines  Keltenbrncha ,  deinen  FortscbreituDgigeaets  sebr 
leicbt  iD  übeneheo  iit,  dnrcb  die  Gr<i«8e  p  nniilräckeD.  Ba  iai 
nämlieb  offenbar  in  völliger  Allgweinbeit,  wie  eogleich  ib  die 
Au)^n  fallen  wird. 
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•41- 


^^- 


«I- 


+ 


'lil- 


+ 


DK!.t.:ccfe/C(Klt^lc 


lau 


Auf  ganx  ähnliche  Art  Ut 


f 

4- 


+ 


+ 


..'Ctiot^lc 


Beieichnel:  msb  de«  Werth,  «elcheii^iOl  siUlt,  wenn  p  un- 
endlicb  wir4,  diircbyi^'^i  <^  *^  "^^  8ä.      ■     ,  ■ 


s 

II 


-a- 


+ 
11 


+ 
I 


y- 


+ 

+ 


Irr 


Diciitizcct/CoOt^lc 


IM 

.. ..Wl 

wird,  dureb/' beincfanet, 


nnd  «MiD  Bu  den  Wertb,'«>lohen  0  erbäk,  wtttm  ^,t'>  unendlich 
''    "'  ',w>nt  umb  86. 


M' 


H\' 


f 

+ 


+ 

+ 


^1- 


/      11 

st  1 
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♦•  14. 

DiB  Keltenliriicbe  87.  und  8S.  bestehen  ofTeubar  sns  3(t+1)+< 
=  4j  +  3  Gliedern.  Bezeichnen  wir  nun  den  g^e mein scbiftl ich en 
Nenner  der  den  beiden  in  Rede  Klebenden  Ketlenbrüchen  fflBicfaen 
remeinen  Brüche,  weiche  man  durch  successiTe  Berechnuuff  der  Par- 
bslwerthe  dieser  beiden  Kettenbräcbe  nach  bekannten  Keg^eln  er- 
hält, durch  Xi-,  so  <Bt  nach  dem  in  f.  10.  bewiesenen,  in  der 
Gleichung  81.  ausge.'urocbenen  Bll^emeineD  Satze  von  den  Ketten- 
brncben,  wenn  mau  aenaelben  auf  die  in  den  vorieen  Paragraehen 
entwickelten  Kettenbrnehe  inabesondere  und  zunächst  auf  dea  Ket- 
tenbrach 86.  anwendet,  offenbar 

(_l)*rt.l   j_p_(_/)t    |p,{0+(_/,(.l)l=(-jl)», 

nnd  (oigKch,  wie  sogleich  erhellet, 

8».    (,-f\{p."<-f."i)—(r^y. 

Hieraus   ersieht  sich  also  der  sehr  merkwürdige  Satz,   dass,  was 
auch  p  und  ^,(0  sein  mdgen,  das  Prodnct 

iVKer  d«B  eomtanten  Quadrate  (-jy:)*  f^leidi  ist. 

*"• 

Ana  der  in  %.  U.  angestellten  Betrachtung  erhellet,  dus  man 
in  dv  Gleiebnng  68.  statt  der  Symbole 

Ä.  Ä„  p,  p, 

•  eim  der  vier  folgenden  Systeme  «tzes  miua: 
R,       i?,,  —p,  —p,i 

—  Ä,     —Jl„  Py  p,i 
Ä,     —  Ä,,     —p,  P,i 

—  A,       ft„       p,  —p,. 

,Tbut  man  dies  aber,  so  ergiebt  sich  in  jedem  Falle  die  Gleichung 

90.    i= 2, 

"         '+<— >^ 

welche  also  allgemein  gültig  ist, 

Daher  hat  maD  jetxt  die  fotgeodeu  Gleichungen: 
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iE  -  '+"""-"^1 


■         ^,1  _  '-^w"-'ItS 

'-»■"""      "iT.iS 
Weil  DUD  alMr  offenbftr 

?.    =?*'>. 

lat;  BO  erhält  man  aas  den  Obi^n  die  folgende  ■erk.wiirdige 
Gleich  niig: 

"'"       ■*("-'>»7''-H"">->)S^'-H*'>-')^'" 
l-M-o-l)^ 

Hittelet  der  in  f.  13.  entwickelten  Fnraeln  ILnnn  nan,  wenn  p  als 
gegeben  betrachtet  wird,  die  Grönen 

läBimtlich  berechnen,  und  kann  tdra  mit  Hülfe  der  rorhei^henden 
Gleichung  anch  dai  Verhältniu  — ^  beatimnen.  Dau  auch  ^,<'> 
all  gef^ebeD  angenammen  werden  könnte ,  bedarf  kaum  noch  einer 
beiondern  Bemerkung, 

».16. 
Zo  dem  SjiBleiBe  van  * '+ 1  Gläaera,  welches  wir  vorher  he- 
trachtet  liahen,  wollen  wir  jetxt  noch  ein  («  +  2)teB  Glaa  fainiufü- 
gen^  desien  auf  ähnliche  Art  wie  in  Vorhergehenden  ^nommene 
Entfernung  *oii  dem  (t-|-l)ateo  Glase  durch  Mlf-'f  bezeichoel  wer- 
den soll.  In  Bezug  auf  das  ((-t-2)te  Glas,  wcdd  man  dieses  Glas 
für  sich  allein   als  ein  Sjslem  von  Glasern  betrachtet,  «nd  in  Be- 
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Slip  Mf  du  ^sum  System  der  (  +  2  Gläier,  Botten  raip«ctive  f, 
f,  und  9>,  ^Ar*-V  eine  gaaz  öliDlicbe  BedentuDg  fanbeo  wie/*,  y,(0 
in  Bestig.  mnf  das  Systeni  der  *  + 1  GltUer."  Von  den  ■traÜlenden 
Pnokte  A ,  dessen  <)oopdinaten  in  Beeng  aof  di«  vordere  PlSche 
des  ersten  Gluea  p,  q  sein  mögeii,  enUtehe  dop  durch  das  System- 
der  '  +  1  Gläaer  ein  Bild  B,  dessen  Coordinalen  in  Beza^  saf  die 
hintere  Flache  des  (t+l)iten  Glases  p,^'^,  ^jf'^  sein  nögen,  nnil 
von  diesem  Bilde  B  entttebe  dnrcli  das  (*  +  2)te  Glas  ein  neues 
Bild  C,  welches  zugleich  als  das  von  dem  Systeme  der  i  +  2  Glä- 
■er  von  dem  Punkte  A  gemachte  Bild  zu  betrachten  ist.  Die  Coor- 
dinalen von  B  in  Bezuff  anf  die  vordere  Pläcbc  des  {<  +  2)ten 
Glaten  seien  ;i(^i1,  /i^",  und  die  Goordinaten  von  C  in  Bezug 
auf  die  bintare  Fläche  des  (t  +  2)ten  Glases  seien  ;',(^'>,  ^i^^*^'. 
-  Dies  Toruageaetst  ist  nnn  nach  f.  14.,  wena  (k*  und  /*,*  zwei 
constante  Quadrate  beaei ebnen, 

IB.   (;>-/)0.™-/.™)  =  f' 

ud 

93,     (;.im)_f)  (;,,(.+I)_f,)  =  J*,^■ 
Fär  0=^  wird  ofifcnbar  p, ('*'')  uvendHcli,  ind  daher,  wie  leicht 
erhellen  wird, 

■Im 

fblglieli  nach  92. 

94.     -{9P-/)(Ä')  +  f+/,(0)=^". 
Wenn  man  p  unendlich  werden  lässt,  so  wird  offenbar 

aod,  wie  sogleich  eiiellen  wird, 

_pu*n  — /,w  ^  Bf), 
also 

f/.**V>  =  —  ^'J  — /iM ;  - 
rotgtteb  nach  93. 

95.     _(fit.l  +  f+/,W)  (,,,(i+«-f,)  =  ^,'. 

Daher  hat  aan  nach  92.  und  94.,  und  nach  93.  und  95.,  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 


p-f:  -(£(0  +  f+/,W)~y_/:  p,W_/,{0, 

■nd  ana  dieaen  beiden  Proportionen   ergiebt  eich  nacb  einem  b( 
kannten  Satie  von  don  ProportioMi: 
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p^(H-»_f,:-(jE(')-|-f+/,('T)=p,(i^)_-y,(«-«.-<£(>H-/,t'»-H't'*''). 
Weil  nun  alter  äffen  bar 

_^^(0  — p(*+-i)  —  SO, 
abo 

ist,  «o  werden  lUe  beiden  obigen  Projuirtionen 

KKd  (ülinn  DUO  ferner  anf  der  Stelle  ■■  der  GlekliiiKs 

OK      »-/)(p(^i)-n' 


Von  dieser  Gleiclittiig  läsat  sieb  die  folgende  wicbtige  Anwen- 
dnng  HMhen, 

nach  der  in  f.  8.  bewieaenen  Gleicbung  70.  ist,  wenn  man 
nth  jetzt  nnr  laiMer  an  die  in  f.  11.  gegebenen  BeatimMnogea ' 
hält,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  All  gemein  hei  t  fiii  ein 
Glas 

Kommt  nun  noch  ein  iwätes  Glas  hinzu,  so  iat  hiernach  tut  dieses 
Glas  in  völliger  Allgemeinheit 

und  folglich  dar^  Hnltiplication,  weil  offenbar  q,  ^qO)  ist, 

'?,("'  —  (f,-/.)ü>,n>-f,) 

Nach  96.  ist  aber 


(P-/)(f 


'    -     f,)-p.«-J.(u' 


d.  h.  es  ist,  wenn  man  jetzt  ßr  91,  9), Ol  rea|»ectiTe /^, /^, (»  setzt, 
für  iwei  GlILnr 


«8-    &)' 


_I_1. "-/    . 


Kommt  nun  ooch  eio  drittes  Glas  hiaza,  so  ist  nach  ffl.  flir 
dieses  dritte  Glas 

».IW— f,' 
also  durch  Multiplication,  wril  eiffnhai  ^,i*itss^>  ist. 
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'  (_Ll. (p-/)(pW-f) 

Vi«*    ""  (pl«)  -/,a))  (P.W  -  f.)- 
Nftcli  96.  ut  iber 

(P-/)(yta)-ft       _■      p-v 
(p,(i)  -/,(!))  (p.rt  -•  u)  ~  >,ö)  — (P.or 

81bO 

d,  h.  n  ist,  w«iiD  Md  tir  f,  <piW  reapectivc  Ti  /|<^  Beut»  für 
t  drei  ßluflr 

LKut  nun  jetzt  noch  ein  Tiwies  Glu  binsutreten ,  so  iit  nach 
97.  fvr  dies«!  vierte  9laa 

■lao  dnnA  HBltiflicstion,  weil  vSenbar  ^fi'i^s^')  iit, 

._£_,, tPrr/>  »o'-O 

V.«'    ~"0'i«-/i*)&>i3>-rf.)' 
Noch  96.  iit  aber 

'       (p-zx^p'-f)      —      p-y 

(>.,»-/.(*))  (p,0)  — f.) ""  p,«-Ti<«' 
also 

un'  tat  9,  9,0)  re*pecti 

100       l-i-\> ^■^■r 

'""•    V.*'  — p,(»  — /,W 
Wie  BBH  Buf  diete  Art  inoier  weiter  oebcD  kann ,  aiiterlief|;t 
Dtcbt  dem  geriugat«B  ZweiCel,  und  m  ist  «uher  in  völliger  Ailge- 
meiDheit  für  ein  SjBiem  vdb  (  +  1  Glttaern 

io  welcher  Gleichang  ebenfalLi  ein  sehr  wichtiges  nnd  werkwürdi- 
'  ges  Theorem  der  Dioftrik  wisgasprodten  'nX.  *). 


*)  In  eiacr  «dtera  Abknidkiig  nerdcn  wir  6m  Obig«  thails  aoob  Mwu 
WAiMr  tiurtiUireii,  dieila  Terschiedene  Anwendongea  der  in  diesem  Auf- 

.  utH  bewieienen,  groMtanCheiU  Ton  Höbioa  gelaiideDeni  von  Giuas, 
Besael  und  Clausen  erweiterteD  SitM  nituieilen.  Die  obige  Dar* 
BtelluDg  derselben  dürfen  wir  wohl  als  eioe  ima  ugenthümlkbe  in  An- 
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XVI. 

Sur  Dne  r^le  particali^re  ponr  tronver  Täqua- 

Hon   d'iine  ligne  ou   d'nn   plan,   tangen't  nne 

courbe  ou  une  sor^ce  du  siecond  degrä 

et 

Note  relative  ä  la  construction.deladiaüiette. 

Par 
Mr.  G.  J.  Terdam 

Doctrur  i«  scieace«  rt  ProfesMur  <l«  Math^Matiques  «  l'UnWanit«  de  L«ide, 


Sur  ane  r^gle  particuliere  ponr  trunver  l'^qnatioD  «l'nne 

ligDe  OD   d^uD  plao,  taogent  une  courbe  on  one  lorface 

du  se«ODa  itf^ti  en  nn  point  donn^. 

Qusnd   /=9)(^,  y)^0    repr^eule    l'^uation    d'nne    courbe 

Slane,  l'^uation  d'uue  draite,  tonehante  ceUe  courbe  en  nn  paint, 
out  lea  coordoun^ei  orthugonalea  aoot  ^  et  y*,  sera,  d'aprta  la 
tfatorie  g^u^rale  du  coutact  des  ligne«,  donn^  par 

ou  p]ut6t  par 

(s',-!0(f)+(^,-^)  (£)=«•   m 

Daus  ce«  jqnattons  Xi  et  y,  deiirueut  lea  coordonn^es  coqrantea 
de  la  tangifente,  et  ka  coef^cienta  dlSJ^reatiela  le  rapportent  au  point 
de  contact;  c'eat  a  dire,  au^apri:H  lea  aroir  däerminä  par  l'^nation 
de  la  caurbe  donn£e,  ou  Joit  aubatitner  anx  coordonneea  g<n^ralaa 
X,  y,  Celles  o:'  et  y*  du  point  de  contact  donn^. 

De  taitat,  paar  tronver  l'^qation  d'un  plan,  toucbant  nne  aur- 
face  dono^e  efa  nn  point  doun^  de  cette  aurfaca,  repr^aeut^e  par 
la  loatioa  gtoA'ale  F^^a,  y,  x)=;0,  on  anra  l'^nirtion 

•.-»■=£(*.^^)+5(?,-»').    (3) 

ou  plut4t 
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■^t)  Vi)  *i    A*Bt    IcB  coordoon^ea  ctuiraiitM  du  plftu  ton^nt,   et 
off  ^,  %'  res  coardoDD^s  particiilierea  da  point  de  conUct,  et  cei 
derni^res  sont  buh!  les  <)auitit^  qgel'oD  doit  Hettre,  aprta  I» 
diff^entifttion ,  ä  la  place   de  ^,  y,  %   dans  les    coefficienta   diff^-  , 
reotiela  ^.    ^  etc. 

'Ces.^uatLoDa  aont  g^nriralea.  Quuid  on  lea  applique  bdx  coqr- 
bes  et  BDX  aurfacea  du  seoond  degr^,  od  tronrerB,  (Ibdi  cbBque 
caa  particnlier,  l'^nation  de  la  tangente  ou  da  plan  täDgeot  pour 
UD  point  d^tenniB^  de  cette  coitfbe  on  de  cette  Hurface,  c'eat  k 
dire  ponr  le  poist,  dott  les  coordonu^ea  (toujoara  reetRBgulaii;«^) 
v^rifieot  l'6|UBtiaB  donn^e  de  1b  conrbe  ov  de  la  suHace. 

Cepesdant  «d  peut  ae  aenir,  ponr  lea  courbea  et  lea  surfacea 
du  aecoBd  degrä,  d  ane  ligle  g^a^rale,  Uquelle  doBne  toaf  de  suile 
IVquBtion  densod^e,  aaoa  ane  la  differentiBtiua  de  la  propos^e  aoit 
n^eaaaire.    Voici  cette  liglej  extr^enent  ample^ 

Soient  «,  ß,- y  tea  conrdoDnfei  dn  point  de  contact 
doii,!^,  situ^  aar  ane  anrface  dn  secand  degr^  dann^e 
F^^x,  y,  a)  =  0.  Changec  piirtout  :f'  en  ax,  y*  en  ßy, 
«»«B  Y»,  xy  en  \ay-{-\ßa::,  j3c%  en  Joa+^y^,  ««  en  |J?*H-|ry; 
X  9n_^x~\-ia,  y  en  jjr+i/S,  %  en  4*  +  l^;■  D^veloppei  \*i- 
qnation,  r^BDltante-^de. cette  aubstitution,  et  joignez  Ti 
ai  cbIb  eat  beaoin,  l'^quation  de  coDÜitioo  F{a,  ß,  y)  =  0, 
B  t»  qaelle'doiTent  aatiafaire  fea  cöordonn^ea  a,  ß  ei  y- 
Voas  anrei  ainsi  l'^qitBtian  du  plan  tani^ent  d^mand^ 
Comme  la  mSnia  i&gle'a'appliqae  aux  fboctions  4ti  aeeoad  degrä  a 
deox  variablea,  on  obliendra  de  mäme  l'^aation  d'une  ligne  droite, 
tangente  nae  coarbe  danntfe  en  nn  point  donnä. 

Qaelqaea  exemplea  ^cIuimaaeroDt  cet  ^bdoc^. 

1.    Soit  l'eqaatioB  d'aa  oerde 

^»  +  y»  =  r». 
Lea'  coordoBD^B  d^iii   point  d^lermin^    de  la  circonfi^rence  ätant 
-x's^a  et  j^^ß,  OD  aara  d'abord  la'condition 

Paii  ^=  ^^'+g-^)=a;^,  g=;ay.  ^.„t  ii  dire,  relatife- 

nent  au  point  o,  ß  doBB<>  ^tssta,  '^stsa^.  Ainai  i'riqaalion 
(3)  deriandta,  aprta  afoir  dirürf  par  2,  et  ea  däignant,  ponr  plna 
de  sinplioit^  par  x  et  y,  aana  acceota,  lea  coordonnfea  conrantea 
de  la  droite  tangente 

(y-^)^  +  (^-a)a  =  0, 
on  bien 

et  ayant  ^gard  it  l'^uation  de  coDdition,  on  b  Gnalenent  poar  l'^* 
qnation  de  Ib  tangente 

Hainteaant,  en  auirant  la  r^le  Aionc^e,  od  doit  remplacer  ^*  par 


.oogic 


lur  et  y'  par  ßy,  et  I'od  aara,  m»  aacun  caleol  präimiiMir«,  IVi 
quatioD  de  U  taogente 


2.    8oit  l'^iation  plni  gte^rale  d'im  cerele 
(x  —  ay  +  {y~6)*=ir'. 
t^ß   4fpi»üooa   (1)   on   (2)   cvnduiront,   p«iir  le  point'  de  contwjt 
V  =  a  et  y'=|9,  «  l'^qiutiai:  de  Is  Uo^nl« 

iß-6)  (y-«  +  (a-»)  {«-a)=05 
DD,  ce  qni  revieot  kd  mtaie, 

Ponr  appliquer  !■  t^^le  <Donc^  plus  haut,  il  faut  d^elopper  pr^ 
alabiement  l'^nation  dono^,  pnisque  lea  subttitotioDi  dana  lei  t«r- 
mea  da  lecona  de^r^  difi^rent  de  Celles  dans  lea  ternes  du  |H^Buer 
ordre.     Aiuai  la  propoB^  doit  iue  fcrite  aiDsi 

;»•  —  Ska:  +  «* -f- y*  —  »*y-|- **  =r  r». 
Renplacaot  ar*,  y*  par  aa:,  ßy\  puia  ^  et  y  dans  lea  temea  —  2«Kr 
-  et  —  2oy  par  1^  +  ^  et  iy+üS,  on  trouve 

«KT  — a«rtar  +  ia)H-«»+,!y-W(^^-^+4»=r», 

QU 

(«  —  a)x  -i-{ß~6)y—aa-i-a*—ß6-i'6*^r*. 

Cette  iquation  poarra  fttre  cosaid^r^  comme  l'^astion  ebercb^ 
de  I«  tanffente.  Maia  pour  la  rendre  identiqne  avec  räqnation  or- 
diDaire,  il  fkot  eo  älimiDer  r'  an  moyen  de  t'^aation  de  conditibn 

(a-«)'  +  (|S-4)-=r>. 
Or,  toivBBt  Celle  ci  aona  la  forme 

«»  — «o  + /»»—/)*  —  ««  +  ««— /J4  +  ^»ssr', 
et  la  retranchant  de  la  pr^c^dente,  on  obtient  _        , 

{a  —  4t)a!—a*+aa  +  iß  —  i)y—ß*+p6 

—  (a_«)a:_«(a_,)^.(|9„i)y_,J(,j_^, 
=  («-a)  {a!-a)^-(ß-&)  (y-iJ)  =  0 
conme  od  I's  trouT^  plus  haut. 


Lea  ^uationa  de  l'ellipie,  de  l'fayperbole  et  de  la  psrabole 
Ä'j»"  —  «r»y»  3=«»Ä», 


..Codgle 


^Bt  trait^R  saivant  U  a£Me  thgle,  donuroKt  de  snile  lea  ^natioiiB 
des  tangentes  an  point  ;i7'=sa,  y'^ß, 

ö'ax  ■+■  «*/?y = a'Ä*, 

Ä'ifca? —  »'ßy^a^ii*, 

qne  l'oD  obtient,  par  an  caltal  noins  diract.  saivant  tet  ^nations 

0),  (»> 

L'^atioo  d«  t'byperbble,  ra^orUe  aoz  asyaiptot«!,  ritant 
on  anra,  poar  l'^inalion  de  la  taag^ente  au  point  ^=:a,  ^=sß, 

jxy-4- f^+ Jf;r  +  oy = 4c*  ; 
■BIS  a;ff=c''  «t  aß^c*,  dönc 

Gonme  par  l'^natton  (I)  on  (3).     Cbaof^ant  cependant,   eonme  hi 
riffle  l'indi^ue,  ^f  *■  i'V'^iP^t  "^  *  ^'  mtB  l'^uatioD  bvuv^- 


4.    Pesant  encore   l'^qnatioD    g^a^r^le   de«  ligne«  du  aecsnd 
ordre 

celle  de  la  droite,  Ungente  an  point  tr'^ti,  j^sssß,  aan 

«tr  +  «(ioy  +  ijS*)  +  Ä(Jy + e<ix + i«)  +  rf(4jS + iy)  +  » = 0, 

an 

(3a  +  «^  +  c)ar  +  (2Ä/J  +  «a  +  «Oy  +  «w  +  ?<'+ 2«  =  0. 
Ceat  I'^natioa  connae  de  la  tan^nte  d»  eoarbei  du  aacond  de- 
gri.    Bn  retntBcliaBt  l'^uation  de  condition 

ia'  +  iMoß-^Uß'+iae-t-ißd+iessO, 
on  obtieat  facilement 

■  la  quelle  on  pairient  au  Bojen  des  £i]uattoDB  (1)  ou  (2). 


5.    Iioa  eqnaljons  des  surfaoM  du  second  de|;ri  «ant 
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px'  +p'y'  —  pp'x = 0, 

;»**  — //y'^;7''^  =  0,   - 
celiei   dea   plana,   UDgeDtN   cea   surfaces   au.point   x'=.a,   i/  =  ß, 
%'  =  f,  leroDt 

^*e'x  -f-  ßm*c*if~\-  ra*6's  —  m'i*e*  i=  0, 

ab^c*x  — ßa'c*^  —  ya*i/*%  —  a*i*c'  =.0, 

^»  ■+■  ^'ßy — pi^x  —  pp^a  =  0, 

\ta  quelles  ne  different  de  Celles,  doDofes  par  l'^qnalinn  (3)  au  (4), 
quand  on  ^linine  lea  termea  conntantB  an  nojen  des  ^uations  de 
conditioD. 

l/^uation  g^a^rele  des  aorfacc«  in  secoDd  dc^r# 

+  SciT  +  2c'y + Se'a -I- rf^  0 

^tant  traiUe  de  la  mdrne  aaiiiere,  douD« 

+2c(i:t>+^H-M  J  y-f-J/SH-2c"«»-i-Jy)+'fc=o; 

OD,  en  diveloppant,  ' 

(«o^-*jS-4-^'H-c)a^-(«'|!^-Äa+*"y+(^)y^-{a'V-^^'a^-*^s^-</> 

-t-ae  +  ßt/'-t-yt/'+a^^O, 
coiKHe  on  Ib  donne  dani  lei  Inüt^  de  g^onärie  onalTtique,  et  eu 
äiaiaant  d,  au  ntojeir  de  l'^uation  de  condifion,  un  l'obtieut  Miii 
l'aatre  foraM  antitj  doanie  par  l'^ratioo  (3)  «n  (4). 


posfe,  arant  que  je  connoiBsaia  l'onvrage  de  Hr.  PaiBBant   ,, 
„•neil  de  diveraes  nropositiona   de  C^oa^'trle,   r^aoluea 
QU  d^mootr^ea  par  rkaitlva«  alg^brjque. 

Dana  le  GhaiiitKe  II.  de  la  aeconde.  aection,  et  dana  le 
diapitre  VI.  de  la  tfoiaieme  section  de  cet  oUTrnge  (Edition 
de  1824)  «n'trouTe  ex^fe  nne  Rnrle  de  Mn^nanique  pour 
retrouver  de  auite  l'^quiitinn  cl  ane  tnngeote  et  du  plan 
tangent.  Cette  regle  revient  au  fond  k  celle,  qai  eit  exptiqii£e 
dana  cette  note,  la  quelle  a^unmoinB  pourroit  parnitre  plua  ezpMi- 
ti?e  et  plua  conplette.  Quant  ä  la  d^monitratinD,  on  peut  la  faire 
en  auivant  la  marche,  mdiqu^e  par  Hr.  Puiaaanti  eile  d^rire 
uusi  de  l'applicatioD  des  ^uations  diff^reDtielleB  (1),  (2),  (3),  (4); 
enfin,  pour  les  fonctiona  homogeneB  dn  second  «rdre,  od  poarroit 
ae  aerrir  d'un  th^orime,  meDtionnä  dans  le  calcvl  dilKreotlel  de 
H.  L*Abb^  Hoiguo,  13  Lefon,  art.  M. 


■izcc  ..Google 


Note  relative  a  I«  construction  de  la  cbainelte. 

Je«D  Bernoulli,  a  qui  Dons  derana  U  preni^re  connoUsBore 
de  l'^natioD  et  des  propri^tä  principnles  de  1«  cliainette,  donna 
aUMi  la  coDHtructioB  de  cette  courbe  Iranscendante  ou  m^aoiqne. 
Jacquea  Bernouilli,  Leibnitz  et  Uuigens  en  ont  doDDJa  de 
nSne.  Lea  conslructinps  dea  Bernouitlis  et  de  flaif^ens  sont 
■loiDi  limple«,  ni  recomnaadablea  ponr  rex^cntion.  Le  coatraire 
est  vrai  k  l'^ard  de  l'Jl^gante  constructioo  de  Leibnitz,  qui 
s'eat  vervi,  comiae  d'une  courbe  «uxiliaire,  de  ta  lugaritboii- 
t(ue,  ayaot  pour  modute  le  porametre  de  la  chainette;  cette 
logari  thmique  ^tant  conalruite,  la  demi  Hamme  de  denz  ordoa- 
n^a,  ^qnldiataotH ,  de  part  et  d'antre,  de  )'ordoiit)te  modnie, 
diniDera  denx  ordonn^es  de  la  chainette,  ^quidiataBtes  de  IW- 
doDD^e  parametre  de  cette  courhe.  Pour  faciliter  l'ex^cntion, 
OB  a  propoB^,  tl  y  a  quelques  anp^s  *),  l'enploi  de  deux  logarith- 
init|iiea  opposfes,  ayant  le  luftiae  axe  d'abscisses  borizontalj  et  pas- 
aant  par  dd  point ,  doat  la  diBtaoce  ä  cet  axe  est  £gale  an  para- 
metre dona^  de  la  cbaioette  k  cooBtruire,  c'est  k  dire  passant  par 
le  BOnnjet-de  cette  ebainette,  ou  ayaot  la  aine  ordonn^e  module; 
la  bisaection  de  toute$  lea  partiea  des  ordonn^s,  compriaes  eotre 
ces  denx  logarithniiques,  ding^s  en  seos  cootraire,  donnera  antant 
de  pointa  de  la  cbuinette. 

La  coDstruction  de  L ei b n i t z  est  tir^e  immädtatement  de 
l'^qualioD  expaaeDtielle  de  la  chainette.  II  exinte  cncure  d'aatrei 
conatractioDs ,  dMnites  de  l'äqnation  (sods  forme  logarithmique)  ' 
de  cette  conrbe;  mais  riea  de  pliis  ainpte  ni  de  ptua  äegani  qoe  la 
conatruction  de  Leibnitz,  nodifi^  comn^  il  vient  d'ätre  expliquri. 

Cependaat  quand  il  fajlait  coDatraire  la  coarbe  anr  une  grande 
^helle,  la  conatraction  prfalable  des  logaritbrniquea  pourroit  deve- 
nir  embarrassante.  Tbntea  lea  ,cbainettea  ^tant  dea  coarbea  aem- 
blablea,  on  peut  se  serrir,  dana  ce  caa,  d'nne  chainette  d^ja  con. 
atruile  aur  one  Schelle  plua  petite.  On  troure  auasi  daaa  pfnaieura 
Trait^B  de  H^caniqne  pratiqne  dea  lablea,  donnant,  ponr  un  para- 
metre, ^al  k  1  on  k  10,  lea  valenrs  numdriqnes  aes  ordonn^a 
d'une-  chainette^  pour  dea  abaciates,  croisaantea  en  progression  . 
-aritbmAique.     An  moyen'  d'uoe  teile  table  on  constmit  facilement, 

!mt  ordonnäea,  ;toate  ebainette,  dont  on  conaoit  le  paramfctre,  on 
e  la  quelle  ront  donn^  le  somnet  et  les  pieds,  ioit  le  sommet  et 
les  deax  pointa  de  suipension,  qni  se  tronvent  anr  nne  aSnie  bori. 
zontalej  puiaqne  du  rapport  entre  la  diatance ,  de  ces  pointa  et  la 
bantenr  ae  la  conrbe,  od  d^duit  le  rapport  des  paranitres  de  la 
ebainette  k  construire  et  de  celle,  pour  la  quelle  la  table  a  iti 
Galenit;  douc  la  nultiplication  dea  nombres  de  la  table  par  ce 
rapport,  donnera  les  valenra  numäiques  dea  coordooa^e*  de  la 
cuinette  demanded. 


*)  On^nairement  dana  le  Jonmal  de  Mr.  Crall«,  miia  on  retronve  l'indi' 
catioD  de  cette  conatruction  dans  le  Sammlung  tod  Aufgaben  und  Lebr- 
aataen  ana  der  analytiiehen  Geometrie,  Ton  L.  J.  Hagnua,  S.  2U, 
Aufgabe  102. 
IMi  tl.  13 
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Si  l'uD  veut  coostniire  uae  chaiuette  par  coordona^  mdi 
faire  oiage  d'oDe  table  calcnl^e,  od  poarrait  eacore  snivre  une 
autre  marclie ,  [las.  connae ,  k  ce  qoe  je  aache ,  trsc^  d'aprfes  niie 
jiropri^t^  dei  iquaüans  exponentiellea ,  fgni  out  In  mtee  farme  que 
celle  de  la  chuinette ,  et  dsDt  Tapplication  se  retrou?e  dM»  pluiienra 
Ibeories  atiles  (par  exenple  davs  la  thione  de  )a  clialeur,  comme 
OD  le  peut  vnir,  eatre  autres,  dans  le  Trait^  de  PbTsique  de 
Hr.  Lam^j  Tome  i.,  art.  246  et  buiv,  edition  de  1840). 

Suit  la  foactioa  exponentielle 

dsDs  le  qaelle  t  desigae  la  base  du  Byaltoie  de  lon^rilbnes  d^- 
riena;  a,  b,  p  des  conatantesi  si  I'on  doDoe  k  la  variable  a;  Iroia 
valeura  quelconques,  mais  düT^rant  de  la  mSme  quantitä  i  {x'^sf, 
^^^'-t- (,' .r  =  .a:'  +  2t),  que  Pod  fasse  la  subatitulion  de  ces 
valeurs,  lea  trota  valeura  resultantes  de  la  foDclion,  c'eat  a  dire 
Vxi  y*i  Vtt  seront  tellea,  que  le  rapport  de  ta  aoninie  dea  valea» 
^xtr^mes  et  de  la  valeur  DiojeDue  aera  uae  quantit^  cnoataate,  ia- 
d^peadaate  dei  coefScientg  a  et  £,  et  I'na  aura  partout 

D'apr^s  cette  propri^t^,  ai  h  eat  le  paramitre  d'une  ctiainette,  ayant 
tes  pi^da  im  sea  poiota  de  auspenBiaa  dans  uDe  mSne  horixODtale . 
^B,  et  ai  I'on  prend  poar  ligua  dea  aliaciaaes  oae  huriinatale, 
lirto  ä  uae  distance  CO^h  deaBous  le  aommet  C  (voyei  Tab.  11, 
P)g.  4.) ,  l'^uatioD  de  la  cbainette ,  rapport^e  k  cette  ligoe  et  ä 
forigioe  0,  sera,  conlaie  Pon  sait, 

doDG  si  Voa  prend  lea  abaciaaea  ä  dea  distaocea  ^golea  *,  que  l'ao 
meae  les  urdoDo^ea  correBpandantea,  on  aara,  pour  tri|is  ordaaD^ 
coD^t^ctttivea  y„  y„  y,,  le  rappart  coostant 


Cela  )ioi^,  puiaque  la  poaitiflo  des  poiata  A,  B,  C  eat  douaie,  .an 
coDBoit  la  loagnenr  daa  perpendicnlairea  AD=BE^f,  COs^h, 
et  /}0=£  OE^=\AB=^d.  Diviaaat  OD  et  ÜB  ea  deuz  jiarttes 
^alea,  et  menaat  lea  ordonn^s  o^,  tib\  la  diataace  dea  trois  oiw 
'  donaies  AD,  ab,  0€,  aer«  %ale  a  ealle  dea  ordona^ea  ab,  OC, 
tH/\  et  par  l'^alite  des  ordoBofea  »b,  ^If,  oa  aura,  auiTant  I« 
""       iDcee 


propri^t^  enoDcee 


Nommant  la  fl^ke  CF,  on   ta  haatear  de  la  cbainette,  =e,  AD 
aar«  =  CF-^  OC^c~\-h,  et  IVgalit^  ezprim^e  deviendra 
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■yl  t  «Ä  =  iVUiU  +  e) (I) 

Ol  pgnrroit  constrnire  facileioeiit  ces  valeurs  %alea  dea  ordonn^B 
■nnTcnDes  mö,  ^l/,  niaia  ea  suppnsant  les  dimenBiona  de  la  cvurBe 
plua  grandes,  que  ce)ti  coDvient  pjiur  dea  cuDHtrucliooa  g^märi- 
^es,  on  doit  faire  le  caicul  Dum^none  de  cea  valeurs.  Ce  calcul 
tern  dvnc  coDMottre  la  lungueur  de  deUK  ordoDu^es  iniiyeDDes  ^a- 
les  y,  =  0 j  =  o'^.  ' 

\a  biiiaectiüii   de  0»  et  Ou'  dooneru    dem    autrea  ordonn^s 
BOjednea  y^^cU^tfü!,  pour  les  qaeHea  on  uuru 


Od  p6nt  «  pr&ent  continuer  cette   marcbe,   en  divUaot  choqne  fois 
la  dislance  entre  deui  ordacDfes  (rouv^es,  en  deax  parties  gf^alea, 
et  BenaDt  la  lif^ne  de  ['ordoDo^e  miiyetme,  que  l'on  calculera  en-    . 
snite;  ■aii^il  est  ii  remarquer,  que  le  culeu)  des  ordonti^ea  auivan- 
tes  yi<  jT«  b'c-  derieot  plua  facile,   que  celui  des  denx  premiereB, 
k  canae  qu'on  ne  devra  plua  faire  k  cbaque  foii  l'extraction  de  ra- 
eine«.      Car  seit  divis^e  la   distanee  aU  ou  t^K  en  deux  partiea 
%alei,  et  men^e  la  pfrpendiculiiire  f/ ou  «/*,  il  eat  ctair  que  lea 
ordÖDU^^  ^  et  cd  anront  la  m^aie  diatauce  que  les  ordaonMB  HC  ' 
et  ab  ou  cd  et  c'cf,  ou  »t  et  AD\  donc 
ÜMf        ci-\-^ 


ce  qoi  donne 

».=5(8?,— ')■      (3) 

On  recomnence  k  pr^ent  la  nlme  ■arcbci  en  parlant  de  Tordoon^ 
OC  du  Bommet;  op  divise  Oc,  Otf  en  deux  partiea  ^galea,  et,  en 
mfensnt  tiB  orittDafw  aioytofiet  gk,  ^k,   oa  en  calenlp  Icb  I»n- 


n6;easitera  l'extraction  d'une  racine,  on  le  Service  d'tme  table  de 
racinea,  mais  poat  Usi  «rdoon^eB  aiiiTBnteB,  nenAeB  entre  cd  etotj, 
entre  ab  et  ef  etc.  etc.  cette  Operation  ue  devra  pas  fitre  faite ; 
Beulement  au  comoieiiceaeDt  dv  csicu)  de  chaqne  a^rie  d'ordonn^ea 
moyennea,  la  valenr  de  la  premiere  ordonn^  d^pendra  d'une  ^ua- 
tioD  dn  aecond  degr^  k  deux  termes.  II  est  aia£  de  voir,  qne  le 
calcnl  d'oo  aasez  grand  nombre  d'ordono^a  exigera  pen  de  temps, 
.et  qne,  aani  recourir  k  une  table  caiculfe,  les  poinls  de  la  cbai- 
nette  seront  obtenus  avec  un  degrj  d'exactltude ,  que  lea  conatruo- 
tiona  g^ui^triqaeB  ne  sauroient  Bonner. 


13'. 
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Le  cercle  oscnlateur  au  paint  I«  plus  W  C  de  fa  cbaiaette  « 
pour  rafon  le  paramfctre  h  de  la  Chainette,  et  ce  cercle  ne  s'toirto 
pas  sensiblemeDt  de  ta  chainette,  toules  le  foia  qoe  lo  flache  CF 
est  moindre  que  la  septieme  partie  de  la  largeur  AB. 

La  parnbole  oicuiatrice  au  anOimet  ou  su  poiat  lo  plus  fcaa  C, 
8  pour  ^uatioD  y,  =2A^j  son  param^tre  est  douc  le  double  du 
parnmetre  de  la  cliainette;  eile  eoiDcide  aensiblement  avec  la  chai- 
nette  sur  uae  ^tendue  ponr  In  quelle  la  fle^h«  CF  est  moindre  que 
la  sixieine  partie  de  la  lar^ueur  <^S.  C'eat  eocore  cette  nSme^a- 
rabole  dani  lu  quelle  la  cbaiuette  eat  transfornäe  poar  aiusi  dire, 
qOBDd  lea  forcea  verticales,  qui  a^aaent  aiir  les  points  de  la  courbe. 
De  Bont  dIds  proportionnellea  aux  ^Mnena  tU,  jnaia  ans  £l^nieDS<£r 
des  abiciaHea,  «  d^ootant  Parc  ou  la  looguenr  d«  la  courbe. 

II  exiate  encore  nue  parabole,  la  quelle,  touchant  d'abord  la 
chaiuette  au  poiat  C,  pois  a'^cartaut  inieniiblenent  de  cette  courbe, 
la  cotipe  .ensuite  eu  un  poiut,  par  le  quel  passe  en  m^nie  temps 
rordunn^,  traversante  le  fojer  de  cette  parsbole.  Elle  a  uu  para- 
metre  =  1,862  .  k,  c'eit  '»>  dire  noiadre  que  celui  de  la  parabole 
osculatrice,  maia,  daus  l'es^ution,  eile  a^accorderoit  snr  uae  p|uB 
grande  ätendue'aTec  la  cbaiuette,  et  ces  deux  courbea  pourroieot 
etre  cens^es  coiucider  en  tant  que  la  fleche  CF  aeroit  moindre  que 
la  quatritme  partie  de  AB, 

Cea  räuttsta  «ont  deduita  d'un  caicul  nDm^iqiie.  IIa  fbnt 
voir,  que  dans  I'applicatiou  qu'un  pourroit  faire  de  la  th^Ari'e  de  la 
cbaiuette  a  la  conatructioD  des  poots  auapendus,  on  pourroit,  siiaa 
erreur  aensible,  preudre  la  parabole  pour  la  cbaiuette.  A  la  v^ril^ 
la  conrburc  dea  cbaines  d'un  te)  pout  ne  peüt  ftre  celle  d'une 
cbainette,  giaia  ä  la  rigueur  non  plua  celle  d'uue  parabole,  quoi- 
qa'elle  eu  ditßre  tria  pen.   ' 


XVII. 

Ueber  die  Anflösnng  der  Delischen  Auf§;abe. 

Von 
Herrn  Thomas  Claosen 


Ke  Conclioide  mit  kreiaförmiger  Baals,  obgleich  eine  Cnrve 
vom  aecbsten  und  also  bollern  Grade  ala  die  Coacboide  des  Nico- 
medea,  die  nur  ront  vierten  Grade  ist:  läaat  aich  zur  AnflQauuf^  dea 
Deliacben  Problema  lehr  einfach  aDwenden.     Oa  aie  «ich  ebeo  ao 
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eiiiUcli  necliSDiKfa  *beiclireilt«n  läaU,  bu  acMeu  rs  aiir  niclit  UDin- 
tcreiB*Dt,  die  gcanHriBclie  Coutmclion  der  AulösuDg  derAufgabr, 
oder  äbrrliiui|)t  d«r  CubikwumI  aus  einer  beliebigea  gaDien  Zabl 
durch  dieselbe  mi  entwickeln. 

Drr  Punkt  B  (T«b.  II.  Fig.  5.)  der  Linie  AD  bewegt  sich  nuf 
den  Kreisunfanffe,  dewen  MittelpuBkt  C  i»t,  w&brend  die  Linie  be- 
itüiidig  durch  A  geht,  und  der  Punkt  D  auf  derselben,  deisen  Rnt- 
fernung  von  B  cooatant  ist,  beschreibt  die  Carve. 

'     E*  sei  Jc=u,  BC^b,  BD=i^e,  DA  =  r, 
AE  [DE  ist  senkrecht  auf  AC)is=a!,  L  DAE^^. 
In  dem  ebenen  Dreiecke  ABC  ist  ' 

*»=«»+a»(r  — 3*)  cos  9.  +  (r  — 3*(V 
r'  —  6rr  +  9#*  +  2i?r  co<  jp  —  %ae  coa  gi  -+-  «*  —  Ä'  =  0 
und  iwenn  man  mit  r  multiplicirt  und  r-cos  y^st  setit 

#-■  —  ftw"  -f-  («»  —  i»  -(-  fci  »I-  •iax)r  — «««a?  =  0- 
Gs  sei  diese  Gleicbiog  ' 

so  wird 

12«'  =  a»  —  *»  +  »*»  +  2«^,  •»'  =.Öff«-a-  —  8«'  i 

.  _»(«*— A')        _'"+^    fl'-A* 
*   —     1—«.    '  ■^  — I  _  «•       8«     ■ 
Ks  sei  K.  U.  in  der  Deliachen  .Aufgabe  «■=:  16;  so   wird  wenn 

«^2,  ^  =  3  setzt:  ff^l,  ^  =  2. 
Nadi  diesen  VerbSllnisMn  ist  die  Figur  gezeichnet ,   es  ist  ueHlicb- 

AC=i.Aß;  Bß=s^.AF,  FE^AF,  AO—AE=AeC^. 


XVIIi. 

Aufztilüsende  geometrische  Aufgabe. 

Mitgetbeilt  vun      , 
HerrD  Thomas  Clniisrn 


Kk  ist  (Tnb.  II.  Fig.  6.)  ein  Kreis,  und  auf  seiner  PeTJ 
phiric  sind  vier  Punkte  A,  B,  t\  D  gegeben,  in  deoei 
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er  van  eiuen  Bbri^ens  unbekannteö  Ke^elaehaitte  ge- 
■  clinitteD  ivtrd.  Man  soll  den  Winket  finden,  nnler  de« 
eine  d^r  HaoptncbseD  des  Kegelsebnitta  irg;end  eine 
der  Liniev,  welche  die  Paakl«  J,  ß,  C,  D  tu  tneien 
verbinden,  z.  B    die  Linie  AR^  acbneidct. 


XIX. 

Zwei  allgemeine  Sanmations- Formeln  fttr  die 

dritte  Potenz  der  Glieder  der  Reihen,  deren 

»tes  Glied  =  +  f  1  +  (»  —  1)  .  S-»]  ist. 

CEin  Nachtrag  zu  Nr.  XLI.  in  Th.  L  H«ft  .).) 

VuD  den 

Herrn  Ooctor  Hell«ruof^ 


F.    Die  Fornelo  selbst  sind: 
l)f+(H-I.!!-)" +  (!+».»•)• +  (1  +  3. 2-)'  +  .,.. 

+  |1+(._1)2-J. 
=  «.|l  +  (»-l)J^i|.(l  +  (»-l).2».fl  +  /..4— 1)1 

S)  l_(I  +  l.i.).  +  (H.2.i>)-- 

+  [1  +  (2«  -  äjJ-J- -  [1  +  (2.  -  I) . 2-I' 
=  — 2i».|»».2**+.I  — 3.«.2i».(2^l  — 1)  — 3.2^1.(2'  — t)l 
.Z.  B.  man  erliält: 

a)  nsDQ  .r^O  ist, 

aus  1):  f+2'+3-+ +  ..==..  (itl) .  (ü^+i, 

«is2):   l"-2'-|-3>  — <'  + +  (2»-l)"_(2«)"  = 

-»■(•hs  +  S) 
^)  irciD  x-=i\  ist, 
ansl);I'+3'+5'  + +(2«- !)■=».(«).  (2  .»■- I) 
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.11.2):  l'-S'+5'-7'H +(4»-3)- ^(4»-l)"  = 

—  a«.(16.»"— 3) 
/).•.».*  =  »■«, 

itt.  1)1  !■+«■-♦*■+ M-(4»-3)'=».(».-l).(S.»"-i.-3) 

...  S):  l"— 5"  +  9"-13"H +  (S.»-7)"  — (8.»  — 3)'  = 

—  *..(»•.»■— 48.»  — 181 
i)  wenn  ^=s3  i.t, 

...  1);  l'  +  »'H-n'  + +(8.»^T)' 

=;».(4»— 3).(32.»>  — 2*.«  — 7) 

>d>  S):  P-9'+lT— Ki'H-....+(16.«_15)'_(16;»-7)-  = 

—  J».»".«'— 9.».S'— 84) 

etc. .  «tc. 

Der  Beweii  für  die  Forn«!  1)  i^teanz  dweelbe,  den  wir 

früher  (in  ^.  nnd  B.)  bei  .r^O  und  ^=1  gebrnucliten,  neislicb: 

nie  Summe  der  ersten  iV  oder  A',  Zablen  von  der  Eorm 
^+y.i'+'  irt  =A'.|H-(A'— 1).2'1  .ider=A",  .(1+(A,— O.a»]. 
Seilt  nan  ober  A'=».[l  +  (»  —  l). 2^1] 

und  iV,=(«-l).[l  +  (»  — 2).2^'li 
80  erlialt  man: 

JV.[|-KjV_1).2"1-A-,  .(H-(*,-l).2.)=(I+(»-l)-2'I'. 
und  A'— A',  =  l  +  («  — 1).2» 

d.  h.  alao.  EratruJi: 

Die  Summe  der  !+(»—  1) .  2*  auf  einander  folgenden  Zahlen 
von  der  Form  l+r.2'+l,  von  denen  dt«  grösste  =H-(A^— l).2»+'j 
nid  die  klein.le  =  1  H-  A.  .  2~',  l.t  =  [1  +  (»  —  I)  .  i"!'. 
Cnd  Zveitena  nin.n  nnn  auch: 

«|H-(,_1).2'1"  =  1"  +  (1  +  1.2»)'  +  (H-2.2^"H 

+  (!  +  (»- l)2'r 
rrA.Il  +  C'-llä'l 
adi,  w«r«M  die  Pomel  1)  annitleKtar  fn»gt. 

Der  Beweis  f»r  die  Formel  a>  iu;oili  eine  leichte  Folge- 
ruuK  aas  den  vorstehenden.    Nemlich: 

Wenn  man  voa.2  .  «(l-H«— 1)  ■  2"'J' die  *lH-{»— 1).2'1', 
nnchdem  man  hierin  2 .«  alatt  la  gesetzt  hat,  absieht;  so  erhält 
man  die  Fnrmcl  2). 

O.  1)  Wir  fanden  (in  E.  1.)  «rf»--'  =  !P  ""J""  =  V«!  •■  B- 
fiir  v^S  war 

«»•  =  t .  A»  .  (2A'- 1) .  (8  .  A»  -« .  *-|-3)i 
daher  iat  .och,  wenn  man  2»  statt  m  setzt, 
Ä(2.)»'-i=j«(2»H-l)=t,A',  =  J(2.r-'+.-ä(*— '»'-'• 
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Hau  list  aber  sletg: 

dab«r  iat  ancb: 

^■(a«— l)*^~i  =  yA',— 3a'->.9i*=y'f.»  (■ach  Ä  2.); 
UDtl  aDcbi 

=  l»-i  — V-i^pi^i —  ....— (im}^-^ 
V         «.  B.  l»-8'+3'-....-lV=— 7».2770WM3. 
2)  Bt  iM 


Daher  miua  also  aucb  stets  S[a&-t-6y^—S{aM-~l'T^  =  fiJlfana. 
Z.  B,  venu  0^4  nud  ^^1;  so  E<t: 

Ä(*.-Hl)' — *(^  — !)•  =2*  .  Ji'.  (»■•  .  A^  — 3  .2' .  jV+3) 
=c_8»  +  5» -7« +»«  —  ....... 

-{4»-l)*  +  (4is+l)' 
«Ic  etc. 

In   diesen   Gleicbangen   wird   nao   auf  beiden   Seitea  nocb  die 
Biabeil  addiren. 

Dies   Bas  ffenügen,   da  bier  den  aogeblicbeD  Fuade  von  Tur- 
ner seine  vollataodige  Ausbildung  geworden  lu  sein  sebeint. 


XX. 

Historische  Bemerkungen  über  das  Prindp  der 
Differentialrechnung. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Uhrar   am   GymOMiam   lu   Salmedfl. 


Die  Blemente  der  DiffereDtialrechnunK  wurden   von   Leibnitz 
gefunden  und  bekasot  genacbt,  als  die  E^anstioDsaethode,  w«l- 
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cber  jene,  wie  sieb  biitoriich  n«;hwei»eD  lüut,  ifarvn  Ortpraag  «u 
TentankeD  hat,  atcfa  >■  weiteitea  tod  iLrer  uraviün^licLeD  StraDve 
eatferat  kette.  ^Aitck  bette  «e  icbon  läont  ibr  gewobotea  tM, 
die  GeoeMlrie,  tertueeD,  iadem  mut  eeit  den  Zeiten  Feniet'a  ueÄ 
Rebenere  bei  Qttadnterei  die  geoBetriicbeo  Grewee  durcb  «llge- 
■eiBe  Zeicben  eaadrackte  mid  ■»  Reiben  fand,  deren  SuHBen 
»nf  ii^nd  eine  Weiu,  obn«  na  dei  Prjecip  der  BibsustionsHetbode 
SU  denken,  bestimmt  worden.  Solche  Reiben  yreren  «i  nun  sBcb, 
dnrcb  deran  BMnu:btnng  f^ibnitz,  wie  er  gelbst  wiederholt  gesiebt, 
die  Differential  rech  nang  fand,  nnd  webMcbeielich  liegt  hierin  der 
Gmod,  dmH  ea  ihn  lo  icbwer  wnide,  die  KleHenle  seiner  Denen 
Recbnang  auf  ibr  anprfinglicbet  Princip  zuräckiiifuhreD  and  h  zb 
begrtiddeD,  alt  aan  iha  BpSlerl^in  den-Torwarf  nacbte,  dus  die 
DifferentiatrecbDUDg  eines  lieberen  Pnndaiaentea  entbehre.  Allein 
«nch  biena  hatte  et  «elbtt'die  Veranlanung  ganbep,  denn  in- 
«nt  spraeb  er  aich  nirgend«  deatlicb  aber  das  WeMo  der  Diffe- 
lentiale  ana   und  sodann ,   anatatt  ein  fQr  alle  Hai   an  einen  Bei- 

3iiele  BD  leigeD,  wie  am  genögendBlen  daa  Differeatial  ■ittalst.der 
rüDEsethode  anfgefeaat  werden  könne,  nahn  er  sa  qnantitatea  in* 
Maiparabiliter  parrae  seine  Zaflncbl.  Diese  tod  Leibnita  bjaolbe- 
tiscb  aagennaiaeneD  *)  Grössea  sollten  asr  ein  HiilfsDiittel  ihm 
-  Reweiae  der  Ivebriätse  seiner  nenen  Rechnung  sein;  man  verstaail 
ihn  aber  in  diesen  Punkte  falsch,  nahm  jeDe  fiir  wirkliche  Gröaaea 
nnd  stellte  sie  in  Vergleich  mit  den  anderen  bisbei  gebrauchten, 
obgleich  sie  von  ihn  späterhin  wiederholt  filr  Pictionen  erklärt 
wurden.  So  entstand  die  Lehre  *on  Unendlichen,  nod  eis  die  nn- 
ansbleiMichen  Zweifel  4ber  die  Deutlichkeit  iiad  Bestinntheit  die> 
aer  GrSsaen  aar  Spraebe  kamen,  faitden  Lfcibnita's  Erinnerungen, 
daaa  die  Differentiurechanng  an  aioheraten  nittelsl  der  EzbauslioBa- 
Methode  b^rfindet  werden  aSsne,  keinen  Anklang. 

Di«  obige  RebanptuBg,  dasi  die  DiffareOtialracfanifng  der  Ex- 
hanstionsnethade  der  alten  Geoneter  ihren  Dr^mog  su  verdanken 
kabe,  eifaUt  noch  mehr  Beslitigtiag,  wenn  man  die  Erfindung  de> 
Plnxionen  anfkierksaa  sludirt.  (überall,  wo  Newton  in  seinea 
Sdiriften  tber  daa  Prindp  der  Plnxionsracbnnng  spricht,  xeifft  sich 
deutlich,,  daaa  er  auf  dem  van  Keppler  nnd  Cavaleri  eiqgeacfalage- 
nen  Wege  weiter  foftschritt  nnd  so  an  jener  Rechnung  gelangte, 
ud  man  kann  mit  grosser  WafarscbeiDlicbkeit  scbliessen,  dass,  ' 
wenn  Newton  einnal  ein  seihstständiges  Werk  über  die  Plnzionen 
verfaaat  bStte,   er   es  sicher  anf  die  in  seinen  berühnten  Principiia 

Sehnsebte  Methode  der  ersten  nnd  letsten  VerhXItnisse  d.  h.  auf 
ie  Eabanstionsnetbode  gegründet  haben  würde.  Das  Princip  der 
Pluxionen  wurselt  in  der  Geametrie,  was  am  deutlicbateh  ana  den 
ihnen  an  Grande  liegenden  Begriffen  von  Zeit  und  Beire^ng  er- 
bellt, und  desshalh  vemocbte  auch  Haclaurin  an  ao  leichlor  in 
seiner  Treatise  of  fluxions,  ibr  Prinoip  rein  nach  den  GraadtKtsen 
der  alten  Geometrie  an  bdiandeln,  —    ladessen  blieb  s  * 


*)  Er  bedieni;  sjch  des  Worte*  asaumere;  i.  B.  in  der  AbbiDdiung:  Ten- 
tanen  rie  motuum  coelextiuni  causis  (Leib.  op.  Tom.  Dl.  p.  213  sq.): 
Assunisi  inter  il«iuon»raoduiu  quantiUtes  inuomjiirabiUter  pärvsi^  v.  g. 
diRerentiun  iluarDiii  quantiutum  communiuui  ipsia  quantiUtibus  incom- 
parabilem.    Sie  miin,  ni  fallgr,  luciilUsune  ejqtoni  posnu».  cto. 
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FlaxioBHecbnaDff,  wwwolil  früher  eaUMkt,  ■!■  in  DiSer«Dtial- 
rechnnnfi;,  laogelZeit  aia  MMKklienlidieB  Bigentlmm  Newtsa's  BBd 
■einer  Frennde;  aber  «Hefa  apSterbin  tat  «ie  liek  nie  Sber  ihr  Va^ 
(«rlaiiil  hinana  verbreitet,  während  die  DifferentialrBchaua^  aogleiob 
allgeweine  Anerkenautig  fand  nod  bagieria:  aaEvebanmen  wnrd*. 
Hieria  mag  anch  der  Grand  liegen,  'wesahalo  Maäauriii'a  oben  ge- 
nanntes Werlt,  daa  gewicBemasaen  Newtoaa  Principiia  sur  Seite  zu 
aetsen  iat,  ao  weaiir  beachtet  wurde.  Die  DiffereDtiAlrechDUDg 
hatte  eiiw  sa  ftlUckÜche  Beaeicbnnog  und  bot  in  der  AnwenduM; 
so  wenig  Schwierlfrkcitea  dar,  daaa  mua  kein  Bedürfniaa  eiapfana, 
pich  nach  einer  andern  Methode  annnaehen.  Wenn  aoch  ihr  Pritt- 
«ip  Rcbwankend  war,  so  waren  doch  die  danaligen  sai^MiahafiteB 
MatbeMatiker  von  ihrer  Richtigkeit  fibarxeögt,  und  nbder  reich 
begable  wurden  dadurch  snfrieden  geatellt,  daaa  die  Ke^tata,  diO 
vittelat  deraelbi'ti  gewonaeD  wurden,  mit  den  anf  andere  Weise 
eriialteatn  vvllkonuaen  DbereinstinniteB.  Die  nnendlichkleineB 
Gröasen  bildev  fortwibreod  die  Grundlage  der  DiffereDtialrechnung, 
■nd  auch  daa  «rate  Lahrgeb&ada  der  faftkern  Aarijsis,  die  Ana];»« 
deh  iDfinimeat  petils  des  Marquis  de  l'HoB^itsli  daa  aehr  viel  rar 
Verhreitang  deraelbea  beitrag,  erklärte  mit  ihrer  BQUe  die  Diffa- 
reatiale.  Jede  Variinderliche  of  ward«  um  eine  uaeadlich  kleine 
GrSMe  Ae  veraiehrt,  nnd  die  Differenz  «wiacben  dem  so  erhaltenen 
•nd  dem  urapriingliGb  gagebenen  Anadrack  daa  DifferMtial  dea  g»- 
gebenen  'genaavt. 

HaclBDriy's  Beispiel  blieb  jedoeh  attf  dem  PeBtiaad»  aioht  ohne 
NoehafcnMingt  in  aeiae  Fasnlupfea  trat  d'Alembert,  der  als  Hit- 
heraiMg«ber  der  grcwen  fraozöiischea  Enc^clofHldie  bei  Akfauuqg 
der  matheBathdie»  Artikel  fielegenbeit  nahm,  aber  daa  Princhi  der 
DtferCMialrechnnag  aich  aMaiM[vecben.  In  dem  Artikel  „difierea- 
tiel"  dringt  er  daraaf ,  dsM  der  Differentialrechnung  der  Begriff 
dfir  Grilnse  in  Srunde  gelegt  werden  mnaae ;  „I*  calonl  diff^rentiel, 
sagt  er,  ne  cOMiate  qu'a  ddterminer  alg^briqnement  lu  limite  d'uu 
nppart,  de  lai|in)lle  an  a  dijk  l'expreuion  en  ligoes  et  a  ägaier  cea 
deilx  limiteSf  ce  aui  feit  trenver  une  dra  lignea  que  l'en.cberche."  — 
„Qn'est-ce  ea  effe^  fahrt  er  fortj  que  trvnrer  un  maximum  «4  ÜB 
niaimnm?  Unt,  dtt-on,  faire  !■  dimreace  de  dy  ^gale  ii  aito  •« 
Pinfini;  maia  posr  parier  plus  exa^ement,  c'eat  chercher  la  «guantiti 

^  qni,  exprime  )a  llmUe  du  rapport  de  dy  fioi  k  da;  fiol  et  faire 
ennite  cette  qnntil^  nulle  au  iafinte.  VaüIi  tout  le  mjatere  espli- 
Ifu^  C«  n'est  point  dy  qn'on  fait  :=  k  rinfinii  cela  serait  ^Mrde 
«ar  dy  Mnit  prise  paur  infiniment  palile,   ne  peat  Ure  tnfiiiie,   c'eat 

^:  c'eat-ä-dire  qu'oo  cfaerche  la  valeur  de  a:  qni  rend  infinfe  lA 
limite  du  ra|»pert  de  tfy  fini  ii  da>  Gni." 

Olingeachtet  diaier  Vorgänge  entbehrte  doch  noeh  das  nm  diese 
Zeit,  im  Jahr  I75&j  abgcfasste  Lehrgebäude  der  DiSerentiahech- 
BUng. unsere  unsterblichen  Euler  die  feste  Begründung  durch  die 
Gränzmethode,  aber  er  setzte,  in  der  Ceberzeugung,  dass  T»r  aHen 
Dingen  die  ao  vagen  unnndltchkleinen  Grossen  aus  der  Differential- 
rechnung entfernt  werden  miisaten,  mittelst  eines  kühnen  Gewalt- 
atrMchs  dieselheu  :=0  nöd  legte  dieaen  Nullen  einen  inteDStven 
Werth  bei.  Nach  seiner  IMeinuag  müsM  man  wif  ihre  Entstehung 
BückBioh^  aebmeH,  dann  dürften  sie  auch,  je  Bacbdem  aie  tiu  einer 
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rSiMMD  od«r  kt«iDereii  GrttMe  CMtilmd«!!  iriu«B,  einen  vereehl«- 
3<^BCii  Werth  HMter  elnuder  faaken,  Atirleicb  ai«  dareh  du8«il>« 
Zeicbea  dargeitellt  Trfirden.  Dien  Amune  vM-anlaMt«  aber  bei 
der  BestiaMmDir  der  Diferentiale  vielfucb«  Scbwieri^keiten ,  snvat 
'da  Ealer  durch  die  DMereakevrecbniiDg  ud  nittelat  der  KntiviakV 
luBfir'der  PaaiHioDen  ie  Reiben  dahin  grelanffen  ir«llte,  and  ia  der 
That  iM  die  Dniikelbeit  und  DBverttiDdli«hkeit ,  die  in  dfo  erstrtr 
Capiteln  der  Batencben  DiifereDtiRlraebaaaB;,  hemcht«  eioe  mevk- 
wUrdifT«  Bracheinong:  für  jeden,  der  mit  der  änsaertt  lichtvollen 
Dnnrtelluvf^  Kaler's  *e'rtr«iit  iat  ■). 

Kaler*!  Bemtthaasen,  daa  Prinelp  der  Differentialrecbnong  fest 
zu  hegrfinden,  befriedig*  keineewe^i  die  allf^meine  Erw««rtng^ 
ja  die  Verwiming  in  dieser  Hinsicbt  wurde  Immer  vocb  gröiser. 
llati  meinte  aogsr,  dasa  die  Differentialrechnung  biaher  nach  oi^t 
TOD  d«r  raehten  Seile  aufgefasat  worden  lei,  and  glaubte  naaieHt' 
lieb  in  der  ao  lehr  erweitertea  nod  in  allen  Theilen.  der  Mathem* 
tik  mit  Natien  gebrannten  Lehre  von  den  Raihen  ein  Hittal  a* 
einer  heasern  Beatimmung  nnd  BrklKrDng  des  DifFerentiais  gaßin* 
den  zu  haben.  Waa  fiberhanpt  teit  dieser  Zeit  lur  Pe*tate)lnng  den 
Principi  der  Dififerantialreckanng  geacbab,  Usat  sieh  unter  awei 
«Itremeinc  ficaiektaiinnkte  briwen:  entwoder  behielt  man  den  Ba< 
grm  nnd  dn>  Zeielien  einea  Differentials  bei,  und  bestimmte  deti 
Begriff  ao,  dnse  die'  Widersprüche,  auf  welche  er  zu  fWireo  schien, 
beseitigt  worden;  oder  man  verwarf  allea  bisher  AngeDommena 
nnd  sachte  anf  anderem  Wege  zn  dem  xn  gelangen ,  Wia  mittelat 
dm  biderigen  Methode  gefnndeb  war.  2m  dem  eraten  Fall  gekürt 
die  sogenannte  Gränzmethod« ,  von  der  weiter  unten  anaflifa^icbea 
die  R«de  sein  soll;  sn  dem  zweiten  alle  die  Welsen,  'in  wtlohen 
mit  Hälfe  des  Taylorscliea  Lehrsatses  das  Differential  einer  Fmc- 
tioB  gehndan  wird.  >  Unter  dieaea  IMalereo  nimsat  Lagrange'a 
FNUctionentbeorie ,  die  im'Jabr  1397  zu  Paria  nnidiien,  den  entan 
Pinta  ein. 

Wegen  des  grosaen  BeiAills,  mit  dam  sie  aufgenommen  wnvde 
nnd  zum  Theil  noch  jetat  ouilf^nommen  wird ,  wollen  nW-  sie  hier 
einer  niheren  Betrachtuag  uoterwerfev.  Schon  in  4em  vntlatHadi^ 
gen  Titel:  Tb^rie  de«  fonctiona  «oalytiqnea,  contenant  le&  prio- 
fliftea  du  cnlcnl  difftrentiel,  d^gag^  de  laut«  consiil^ratign  d'irani- 
nent  petits  on  d'^Tanouissuns ,  de  li*ites  on  de  Anzioas,  et  «eduitsi 
k  l'analyso-nlg^brique  des  quantitfa  ßnias^  sind  die  ganie  IVndaws 
de«  Werkes  und  sngleicb  die  Gesichtspunkte  angegeben,  ans  wel- 
chen RiBo  dasselbe  xn  betracbten  hat.  Lagrange  will  nicht  alleio 
eine  neue  Theorie  un&telleD  zur  Begründung  des  Priocips  der 
Differentialrechnung,  sondern  auch  oiedare  uad  n obere  Anal rsis,  die 
bisher  völlig  gesondert  waren,  mit, einander  yerlHnden.  —  Nachdem 


Zeffben   betrsebtete,   mit  denen   man  aber  naeb  {«wessen  ainDreish  er- 
'        '  '  '      ~     '  luiDc  (Ühr«T>  kSnne.    Man  nah  den 

„      .  g  niuht  als  ein  nnibwendiffea  Er- 

zeagniss  der  Vemunfi  hd,  goiHleni  nsnnie  ihn  eine  heuristiacke  rieiion. 
'  Verftl.  Job.  Sckuli  Enlvricketeng  einiger  matbeDiatbchen  Tbeorian,  Kö- 
-—^—^  MW;  and  Flseber  üb«-  den  eigentKehen  Sroo  der  böbam  Ans. 


dachte«  Gesetien  eb«  rieben  RecbiuiDc  nibt 
Algoritbinni   der  DifTsrentiBlrechDung  nicht  i 
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er  DUB  laerat'die  bwb'eri^ii  MeUi»4eB  aur  Begriaitiiag  <1m  Prin- 
cips  der  DiflercntUlrachniiag  einer  Kritik  ueterwoffeD  und  keioe 
ffcnB^ad  befiindea.  be^ioet  er  nit  der  PriifuDg  doa  FnodaHeMUl- 
»«oreHB,  diu  näalich  jed«  Function  f(.ir),  feKa  ihre  rer&nderlich« 
^  ndi  die  Gritiie  •  (i  Äant  une  quantiU  quelconque  ind^temin^) 
vennefart  wird,  «ch  ia  eine  Reihe  von  der  Farm /(x) +  ;>*•+' ^i* 
-^ri*  -i- ...  .  eotwickelD  leaae,  vro  die  CoefficieoteD  y,  7,  r... 
nevfl  eiB  der' nnprüni^ich  ffegebeaen  Punctioo^^)  abgeleitete 
FHactioDei  tob  Je  beKeichneD,  und  sucht  it  priori  in  beweiien, 
dHi  ndr '  gene  poaitive  Exponeeten  von  i  TorkoBHen.  kSaaen. 
Dmi  dieier  Bewei*  eher  ner  ein  ichwechea,  uDsuJänftlichea  Rüsoo- 
neBent  —  ao  wird  er  «Kcb  weilerhiD  voa  Lagrange  aelhst  deceich- 
aet  —  ist  und  dnrehaoa  aicbt  deai  Beneiae  ein«B  Satxea  gleicht, 
der  eiier  ao  «llgeneiDeii  Tbenrie  ab  Grundlage  dieoea  %M,  be- 
greift jeder  aogl eich  beiB  eraten  Leaen  *),  In  Folgenden  werden 
MiB  die  CoefGcieaten  «,  7,  f .  .  .  der  einzetnen  Glieder  der  Reibe 
häitiBBit;  nod  sugleicb  dargethan,  dnu  wie  o  nv»/{jc),  ebenso  f 
»ui  pi,  r  ana  ^,  n.  a.  W.  hergeleitet  wird.  Wiewahl  ao  nach  L>- 
grange'a  Meinung  mit  einem  Blicke  sn  überiefaeu  tat,  wie  die  ein- 
seinen  Glieder  der  Beibe  tob  einander  abhängen ,  und  darin  ein 
Hsaptronng  der  Functionentheorie  vor  derDifierentialredinung- be- 
•tchen  aoll,  ao  iat  doch^die  Bildung  deraelben  in  allen  Fällen  nicht 
ao  leicht,  wie  ea  la  sein  acheint,  nsMeotiicb  bei  irrationalen  Fnnc. 
tionen.  Ba  ist  beknnot,  daas  die  CoefBcienten  p,^yr...  der  erste, 
■weite,  drille, ....  DifferentialcoefGcient  der  gegebenen  Fnnclion 
find;  wilre  also  in  jedem  Falle  die  Uotwickefang  einer  Function 
in  eine  aaicbe  Beibe  möglich,  ao  würden  alle  Schwierigkeiten  be- 
seitigt mIb.  Dem  iat  aber  nicht  ao.  SchoB  Euler  hatte  im  14.  Ca-  , 
pitd  dea  2.  Buchs  seiaer  DiffereBtiolrechDaag  geieigt,  doss  die  Dif-  ' 
lereitiale  ia  ^ecicllen  FiUlen  dnrcfa  ReiheBentwickelBBg  aicht  ge- 
fonden  werden  können  nnd  dann  unmittelbar  ihrer  eignen  Natnr 
gemkas  (ex  ipaa  diiereBtialium  natura)  hergeleitet  werdea  aüasen. 
„Unee  madwaoa,  fägt  er  hinxo,  ex  ipsa  duferentialiam  natura  de> 
dneta  nnUnsi  dubinm  reliqait."  -Anch  l>agraBge  wiea  in  aeiner 
FuuctioBcniheorie  auf  diese  apeciellen  Fälle  surück,  in  wdclen  die 
eraten  Glieder  der  Reihe  Terachwinden  oder  unendlich  werden  und 
ao  die  Bestimmung  der  Coefficienten  uuMSglich  machen,  und  er 
hilft  aich,  wie  Enler,  dnrdi  uomittelbare  Uerleitang  aus  der  Fnnc- 
tioB..  Hier  giebt  er  also  %a,  dass  obiges  Fundamentoitheorem  nicht 


*)  Da   er  mit  Hülfe   illgenKtiiec  al^liraiscljer  Schlüue  seftihrt  wird,   so 
gilt  von  ibin,  was  Cauchy-in  der  Vorrede  tu:    Coura  d'analyaa  algebri- 

Sue,  von  dieser  Baweiiart  sa^t:  Quant  aux  metbodea,  J'ai  cherehe  ä 
lur  donaer  toute  Ia  rigueur  qu'iin  exige  an  geom^tria,  da  manlere  k 
ne  jauiais  recourir  «ux  raisoni  ür^ea  de  Ia  gen^raltte  de  l'algebre.  Lea 
niaoDS  de  cette  espece,  quoique  aaaei  c«iuinunement  admiaea,  aur-touC 
dan*  je  patta«  des  airies'  coD'verg[eot«a  «ux  aeries  diTergantea,  et  det 
quantit^a  reellea  aux  »praaaion«  imaginaires  ne  peuTent  itn  conaidf- 
'  B,  ce  ue  semble,  que  commo  de«  inductiona  propres  a  f«tre  ureasentir 
ilquefoi*  Ia  Tente,  inaia  qai  «'accordent  peu  stbc  l'esactituoe  ai  Tau- 
es Sciences  matfaematiguea.  On  doit  itjeme  observer  qu'ellea  ten- 
1  faire  atiribuer  aux  fofinules  algebriques  une  etendue  iudefinie, 
undisque,  dsns  Ia  r£alite,  Ia  plupart  de  ees  formulea  aubaiatent  unique- 
ment  aon*  certaines  eonditJMis,  et  pour  certajnea  valetua  dea  quanut^ 
qu'elles  renteaBcnt.        ' 


quelque: 
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ia  allen  PällBn  sur  BesliMniitig'  des  DiffrrentiBts  aBsraicbt,  iiad 
deasbalb  durfte  ea  andi  nicht  an  die  ä{Hlae  einFr  weit  «H^aeioercn 
l^brc,  all  die  Diff«ntiiilrecbniiDf{  ist,  ufeilellt  werden. 

DeMBarh  iit  im  ßrunde  mit  l^grtuge'a  Funftionentheorie  nicbti 
^wonnto;  undere  Scliwieri^keiten  bei  Neite  EfBetil,  entbabK  daa 
in  Grnnile  ^legte  frindp  einer  Jnrrbgrei^ndBn  Allgsneinheit. 
DsBielbe  gilt  non  aucb  van  allen  übrigen  HelLoden,  too  dam  Da- 
rivatinnicilenl  Arboraxfa,  von  der  KxpuBentialrechDunf^  Pwufuich'a 
■.  I.  w.  welelie  die  Uifferentiilrecbnung  vertreten  sollen  und  la  dc> 
nen  mitteilt  dei  Taylanusben  äatnci  ilus  Differential  einer, FnadiiMi 
«•rlMlIen  vcird.' 

Wäbread  dieser  mannigfncben  Versucbe,  das  Princip  dar  Dti^ 
reitialrecboung  feit  xn  begründen,  batte  die  Akademie  der  WisstB- 
scbsl'len  EU  Berlin  für  da*  Jabr  1786  eise  liebere,  streag  wiiaeii' 
•ebaftlicbe  Tbeurie  des  ■ageoannteti  «ntbeiiHtiub  Unendlicban 
in ■  Gegenstand  einer  Preiianfgabe  gemacht,  L'Hnilier  anilianf 
-  gewana  den  Preis  durch  aeina  Uxpeiiiion  ^l^mentaire  des  priDcipea 
des  calculs  ■nspfrieors,  in  welcher  er  zn  beweiien  lucbte,  dass  dai 
unter  den  Namen  der  Kxbaastiunsnelbode  bekannte  Ver&bran  der 
griecbiicben  Geameter  gehörig  < 
Principien  der  höhern  Ansljrsii 
von  demselben  Verfasser  xar  Vervollstanilignng  Jenas  Bntwnifea 
■in  anderes  Werk  unter  dem  Titel;  Principiomm  ealculi  differe»« 
■  tiulis  et  intagralis  ckposilio  elementurta,  das  aber  Bbw  daa  Princia 
oicbts  weienllich  Ncnea  beibringt.  L'Hnilier  hat  ib  beiden  Schril- 
len, seinem  Voriatie  getren,  eine  Zussmmenataliuug  dar  TkanrcMe 
gegelian,  die  das  Fnndament  der  Exhauationsmetbode  bilden;  je- 
äoch  entbehrt  dieselbe  eioes  durchgreifenden  ZuiamaMnhnngeai  da 
die  an  die  Spitze  gaitelltc  Definition  der  GrKnce  'nicht  hinränglich 
allgemein  gefasst  isL  Auch  bedient  ar  sich  bei  dem  Nacbweiae, 
4ass  die  Gränxa  eines  Verbüttuissei  mit  dnm  DifiereoüalTerhiillBiaBe 
ideBliach  ist,  der  Entwickelnng  der  Functionen  in  Beiben  mitlelat 
dea  Tsjlorseben  Lehnutsei,  was  zu  tudeln  iit  Von  diesen  Aos- 
atellungen  jedoch  abgeaeheo  verdienten  beide  Schriften  alle  Auf- 
marknmkeit,  weil  nieht  allein  das  Princip  der  Differealialrechaung, 
aanderu-  auch  die  darauf  gegründeten  Theoriea  imnMr  naf  den  Be- 
griff der  Grliuse  zurück gidiihrt  werJeo,  und  die  bisher  so  vielfucli 
gehandbabten  Ideen  über  das  Unendliche  und  Dnepdiicbkleiaa  ge-. 
rechte  Würdigung  finden.  ' 

Dieser  Versueb  L'Hnilier'a  Jedacb,  die  Difierentialrncbnung  mit. 
telft  des  Begriffs  der  Grinse  streng  wisseusobafttich  zu  begruaden, 
blieb  im  Allgemeinan  ohne  gehürue  Anerkeoaang,  da  La^raage'a 
Functionenlenre,  beioad^ri  von  mnzSsiacben  Uathematikern  sehr 
bereitwillifT  anfgenommea  wurde.  Zwar  bediente  man  sieb  nidit 
dairchgiingtg  ibmr  Bezeiebnuag,  aber  man  huldigte  Tollkonmea  den 
an^^eHellten  Principien  und  itimmte  willfährig  Lavrange'a  Ditbeil 
iber  die  Theorie  der  Grenzen  bei:  sie  sei  zu  schwierig  und  zu 
dunkel,  als  dass  sie  einer  Wiasenschaft,  wie  die  bSbere  Anaijüs, 
deren  Fundament  auf  die  einfachsten  nnd  klarsten  Principien  ge- 
baut i^erden  müiie,  als  Grundlage  dienen  könne;  man  hütete  sHih 
aber  wohl  an  ihrer  Richtigkeit  cn  zweifeln.  Da  nun  um  dieselbe 
Zeit  eine  durchgreifend  neue  BeLandlungsweise  der  Mntbematik 
beinahe  in  allen,  ihren  TbeJlen'  ren  Frankreich  aui  sich  verbreitete,  - 
»o  darf  man 'lieh  nicht  wundeni,   dais  zugleich   ancb   die  Lehre« 
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l.agraB^'i  über  das  Prinrip  der  DiSafcntmlrechniiig  ein  gtwsaw 
AaaekcB  gewunuen  und  beinalie  alle  andere  Anaichten  vcrdrAngten,  . 
Das  Gebiet  der  nathenatiicheii  WUsenflobafteB  inirde  in  wengen 
Jahrsehnteo,'  namentlich  dnrch  Anwendung  der  Theorie  auf  Aatro- 
nomiv  and  Mechanik  so  sehr  erweitert  nM  nebenbei  mit  den  ele- 
ganteiten  analjtiRcben  Entdeeknng^n  ao  glänzend  bereichert,  daii 
aieh  diese  Zeit  nnr  mit  jener  vergleichen  läsat,  welche  anf  die  - 
Bntdeeknng  der  hohem  Analytia  folgte^  nnd  wi<i  damala,  bekam- 
nerte  maa  »ich  ancb  jetat  weniger  am  die  Principien,  vielmehr  was 
min  eifngat  beachSfligt,  die  scowierigaten  Uoterauehnngen ,  wann 
auch  nnr  einen  kleinen  Schritt,  weiter  zu  fordern.  Nachdem  «ich 
jedaoh  dieaea  Drängen  etwas  beachwichtigt  hntte^  kehrte  man  au  einer 
rahigen  PrÜfnag  &r  gewimnenen  Reiuttnte  anrück ,  und  wiedemm 
war  ea  ein  französischer  Hatbematiker,  der  Bahn  brach.  (!anchTi 
Profeaaor  an  der  polytecbai sehen  Sobnle  in  Paria,  atellte  snerat  in 
dem  Conrt  d'analjte  algäbri^aej  Parii  1821,  eine  umbaaende  Theo- 
rie Aber  die  Keonaeichen  der  Gonvergenz  und  Divergenz  der 
Reiben  auf,  nachdem  Lagrange  dnrch  die  Beatimmung  des  Fehlere 
bei  der  Tajiorschen  Reibe,  wenn  dieselhe  bei  einem  bestimmtan 
Ciliede  abgebrochen  wird,  den  Ton  hieran  schon  früher  aBgestiaiBt 
hatte.  Mit  dersetban  Schärfe  nnd  Gründlichkeit  entwickelte  darauf 
Gauol 

Jahre  1S39  unter  dem  Titel:  Le^Dna  aur  le  calcul  diWrenliel,  in 
einer  nanen  AnSage  erschien,  „Hon  bnt  principal,  sagt  der  Var> 
faaaer  in  dar  Vorrede  su  tetaterer  Schrift,  a  iti  de  conoilier  la  ri- 
nenr,  dant  je  m'Maii  hit  une  loi  dana  mon  Cotira  d'aoaljae,  arec 
i»  8i>i|riicit^  qae  prodnit  la  conaid^alian  direete  dea  quantit^  in&> 
ainest  petitea.  Ponr  cettp  raison ,  j'ai  cru  devoir  rejeter  lea  dä«e< 
lapjWBenta  dea  fanctiona  en  a^riea  inGniea,  toutea  lea  fois  que  lea 
tAtm  obtannea  ne  aont  paa  convergentea.  11  en  r^aoUe,  psr  exeaa* 
p)e,  qae  la  farmrie  de  Ti^lor  >e  pcnt  plua  Ctre  admise  comrae  gj- 
B^wle,  qn'antant  qv'elle  est  r6dnit«  a  nn  nombre  fini  de  teraea,  et 
eamplAM  par  nn  reate." 

Hit  Raoht  hat  nach  dieaen  VorgingeD   der  nenestbn   Zeit  dar 

Srliaste  Theil  dar  Matbenatiker  den  Versuchen,  das  Prineip  der 
ifferentialreobnang  durch  den  Begriff  der  GrAnxe  feat  and  aieber 
%u  begründen,'  seinen  Bej&ll  nicht  versagt,  denn  aLcht  allein  er- 
giebt  es  die  geschichtliche  Forachnog,  ilaas  sich  allnühlig  ans  der 
ExbaaslionsmetiHide  der  Geometer  de«  Alterthniaa  die  Dilhrential- 
rechnnng  herangebildet  hat,  und  dasa  dieselbe  nach  deK  Sinne  ihrer 
Erfindar  an  «icheriten  auf  die  Lehre  von  der  Gränze  bssirt  wird, 
Sendern  die  Grfinzmetbode  hat  auch,  wie  kein  anderea  Verfiibran, 
allen  atreng  wisaenachaftllcbea  Anfbrdernngen  genügt  nnd  allen 
Anf-riffen  Trotz  geboten;  nnr  der  eibaige  Vorwurf  igt  ihr  gemackt 
worden,  als  sei  aie  für  Anfänger  zu  dunkel  md  za  schwierig,  na 
als  Pandnnent  der  böbeni  Anal3nia  an  dienen,  das  nickt  ge«>g  naf 
das  lichtvollste  und  klarste  dargestellt  werden  kttane. 
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Uebongsaufgaben  für  Schflier. 


12. 

Die  OacillationsgeacbwiDdigkeit  v  eines  geraHiaig  bewegten 
AethertlieiULeiis  udi)  seia  AbBOmd  von  Rubepiinkt  lämt  elcb  unter 
der  VurauüsetzUDg,  dass  die  anf  das  Tbeilchen  wirkende  Kraft  der, 
,  Klastizrtät  der  Entfernung  vom  RubejiunktP  |>roportioaal  seij  dnrch 
einfudie  Elülfsmittel  finden. 

Ist  in  der  Entfernung  1  die  Kraft  der  Elastizität  :^E,  die 
Entfernunf^  Tnm  Ruheiiunkte  ^.r.  die  grösste  Ausweichana;  von 
Rnbepunkte,  nm  welcbe  das  Tlieilcb^n  beim  Anfange  der  Bewe- 
gung entfernt  ist,  =a,  a  —  ^^X,  und  wird  A  in  •  gleiche 
Theile-getheilt,  sn  ist  die  Kraft  F,  vrelcbe  das  Aetbertb  eil  eben  an 

der  Stelle  {a  —  w— )  anregt,  =E.{t*  —  m — ).  Wird  nun  ange- 
nommen,  dass  in  jedem  Räume  —  eine  gleichfarmig  besckiMntgIa 

BevagOBg  ■tatlfinde,  die  erit-im  näehsten  Raune  -j-  4eai  AfaataDd« 
Tom  Ruhepunkte  Dropnrtlonal  sicli  ändert,  ober  in  einem  salcben 
Rauiiie  conslant  bleibt,  su  ist 

»«  .r«  — t^«_i).r(»_U  =  2fl(«  — iw.— ) .  — - 

[.egt  man  jetzt  m  alle  Wertbe  von  *«:=::  I  bis  flii=;M  bei  nnd  sd- 
dirt  die  erÜalteneD  Glcicbnngen^  so  bleibt 

Seil  die  Bewegung  eine  con' 
v  die  Geschwindigkeit,  so  wird 
f'  =  J5(2«-X).  X  =  E.(«  +  a  — X)X  =  J5(«-f-3:}  (•  — ar). 

Setzt  man  ann  xt^a  cot  #,  so  erhält  man  v^\/E.9  sind' 


n^nberger'a  Asironeati«  3.  40S. 
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Zwischen  zwölf  beliebiseti  GrSuen,  die  wir  in  AllgeH«iffleu 
durch  0,  «',  a",  0*';  b,  f/,  ff",'  l/"\  e,  d,.c",  e'"  bezeichnen  wallen, 
findet  imaer  die  folgende  Relation  Statt: 

{mV  —  t^i)  (»"*"  —  a-'i") 
+  (V  — Ä-c)  <*"«•  — i^O 
+  (««'  — «/a)   («"«"  — «'"»O 

■  Für  «  =  «",  Ä  =  Ä^,  c  =  c"   ynd   «'=:«*',  6'=i>"',  c'  =  c"' 
g«ht  dieoe  ReUtion  in  folgende  über: 

(«*'  —  a-Ä)»  +  (ie»  —  *'«)»  -I-  {««'  —  (/«)» 

Man  soll  die  Ricbtigkeit  der  obigen  allgeneineD  ReUHon  zwi- 
■eben  zwölf  Gröuen  beweisen. 


Aufgaben  und  LeWsSlze.  Von  Herrn  ProfcHor  Dr.  Oettin- 
ger  XB  Freiburg  i.  R. 

IJ  Ein  Dreieck  cn  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  Linie,  welche 
eine  Att  ihm  anliegenden  Seiten,  und  die  welche  die  gegenüber- 
stehende Seite  in  zwei  gleiche  Tbeile  theilt,  gegeben  ist. 

2)  Bin  Dreieck  %a  bilden  wenn  ein  Winkel  und  die  Linien, 
welche  die  beiden  anliegenden  Seiten  in  zwei  gleiche  Tbeile  thei- 
)en,  gegeben  ijnd.        , 

3)  Ein  Dreieck  an  bilden,  wenn  ein  Winkel,  .die  regennber» 
liegende  Seite  nnd  die  Linie,  welche  eine  der  anÜegeaaen  Seiten 
in  zwei  gleiche  Tbeile  theilt,  gegeben  ist. 

4)  Em  Dreieck  zu  bilden,  wenn  die  Linien,  welche  die  drei 
DreieeksHiten  in  zwei  gleiche  Theile  tbeilen,  gegeben  sind. 

Nennt  man  die  Uöhen,  welche  den  drei  Dreieckweiten  («,, 
'•>''■)  zagebören,  der  Reibe  nach  A,,  A,,  A,,  die  Linien,  welche 
die  drei  Seiten  in  awei  gleiche  Tbeile  theüeo,  der  Reihe  nach  4,, 
f,,  f,.  so  gelten  folgende  zwei  Lebriätse  für  die  Ableitung  der 
Höben  und  nalbimngslinien  von  einander,  . 

,.  ,  _!/{(<. +f.-i-0».+<,-t,)«,-t,-t-f.)("'i-«-t.-t-f.)l    , 

z  _W-t(^-t-'.+^)C'.+',-'»)('.--'.+f.)(-'.-f- '«+'.)! 
»  —  l/(2*,»-|- «,'  —  *,») 

z     v^K^+^+'.)(^-^-<.-'.)(^-*.+^)(-'■-^-^+^>l 
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*,».»,\/[(jptT;-Hj;)(j^-j;-j;Kj;-s-+i;X-j^-jpl-j;)l 
"     , |/(M,-*,'-H3i.M.-->.U.-) 

Diese  Sätze   reiben   lich   bp   ilie  schon   beVannten,  welcbe  tSt 
die, Ableitung  der  Höben  und  Seilen  von  einander  gelten,  «n. 


Anfnben  tob  den  Herrn  Professor  Dr.  G.J.  Verds  mm  Leiden. 

1.  Toni  les  triangles  spfa^riques,  ftysnt  BÖme  base  et  mtoie 
«ire,  ont  lenri  lommetB  dsna  la  circonKrence  d'an  pstit  cercTs, 
Msunt  par  les  deux  points,  o|)po*ä  aax  extr^mit^s  de  la  ba*e. 
Eb  ontre,  le  petit  cercle,  psssant  par  les  extr^nites  de  la  base,  et 

SrBBt  Bon  ceutr«,  diam^tralement  oppos^  aa  ceotre  du  premier  pe- 
t  cercle,  josit  de  la  m^me  propri£t£. 

Cette  propoiitjon  u'est  paa  naav eile;  od  la  tronre  dans  qnelqnes 
.  Traites  de  Trignno Metrie  spli^riqne  et  de  G^om^trie  analytique. 
Hais  ponr  Irouver  le  centre  de  premier  petit  cerde,  un  a  cette 
eoastnietioB.  Menez  an  arc  de  grand  cercle,  perpendioalaireneot 
par  le  nilieu  de  la  base.  Le  triangle  ^nt,  en  g^B^ral,  scalftne, 
cet  arc  conpera  vn  des  cAt^,  a^acenli  k  la  base,  et  lera  conp^ 
par  Is  prolongenent  de  t'autre.  .  Da  milien  de  cet  antre  cAt^,  dd- 
crives,  aree  nn  rajon^  soostendant  le  qnart  d'un  graod  cercle,  üb 
aro  conpant  le  prolongenent  de  l'arc  perpendieulaire.  Le  point 
dlnterseetiiM  sera  le  centre  dierchj. 

2.  Tous  les  tjianglBs  apb^ques,  ajast  aeme  base  et  Bens 
pMnitre,  oat  lennioBBets  da«  la  «nreonf^renee  d'nu  cerele, 
doBt  le  centre  se  tronve  an  nilien  de  la  base.  Si  la  sobbs  des 
denz  cdt^s  est  ^gsle  a  deux-aagles  droits,  on  pluldt  ^ale  k  nne 
desii  circonffrence,  le  lien  des  so«aets  sera  iridenunent  nn  gr^pd 
eorcle  de  la  spbire. 

3.  Qsssd  OD  joiat  les  iiitlenx  des  cdt^s  oppos^s  d*uD  t^- 
trsedre  regulier  oa  irr^gulier,  les  Irois  droites,  ainsi  nentoi,  se 
conperoDt  ea  an  mdme  poiat,  qnl  sera  pe'  centre  de  gratitd  du  t^- 
^^dre.  Si  le  t^raedre  est  r^gnüer,  las  dites  droites  se  coujie- 
ront  perpendiculsiremeDt  au  '  centre  de  la  iph^re  circoDscrite; 
aiais  cette  dernifere  propri^tj  a  ^galeoicat  lieu  pour  le  t^trafcdre 
demi-reg'ulier,  dont  les  platis  soat  des  trlaoglei  ^uuz  et  aenibla-' 
bles,  quoiqne  nun  fquilaleranz  ou  r^gnliers. 

4.  üa  qnadrilatire  plan,  dans  leqvel  on  s  men^  le«  deux  dis- 

Gaales,  psn?8nt  6in  considerd  coainie  la  projection  d'un  quadri- 
ere gMMcb«,  aa  d'oa  tdtra^dre  soit  prranide  triangulaire ,  on 
»■Uli.  14 
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mra  auni  cette  proprUU  ,^«e  Im  inittMi  piiMDt  par  Im  nilieax 
„des  eitin  opposäi  ,el  <Iei  dens  diagonal«  ii*am  trapesoide,  M 
„cottperdiit  en  un  m^me  point."  '  On  le  dtfiiontte  -  inua^iatemeDt 
eo  partnot  du  tb^oreme  coniin  „qne  lei  droitea,  qni  joigneat 
„les  cdt^s  adjacenta  d'nn  jrape>oTde,  fariBent  na  pa- 
„raHelogramme."  De  la  od  ponrrait  au^i  remonter  a  la  d^ 
iBODStratioB  de  la  propontion  pr^^d«nte.    . 


xxu. 
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Auizug  DIU  eiaem  Briefe  des   Herrn  Professors  Dr.  G.  J.  Verdaai 
an  der  llnivcrsitKt  tu  Leiden. 

T^eide  ce  '23.  Junrier  18^. 
Dil  qne  votre Jouro^  estiv^^  Arcbiv  für  Mallensti^  uad 
PhysiLi  MroisBoit,  je  ne  propotwia  de  roua  offrir,  de  teiB|W  flBi 
tflBpa,  ^aeli)iieB  notices  BiatLenatiquea.  Hei  nnnbreww  oeeopatiaaa 
ont  tomouri  empech^  de  satisfaire  k  cb  voGu,  et  peulätre  j  a[iT«ia 
encore  difli^r^  de  toob  adreaser  eetle  lettre,  ai  la  leeturaive  vo|^ 
JoaratJ  n'asoit  pss  üxA  raon  attcntian  aar  un  noiat,  l«|uel  n« 
aembloit  hon  de  deute  dao«  Pfliitaire  des  jKathifaHt^ueav  fit  ^ul- 
regarde  1'bonneur  de  priorit^  d'un  c^lebre  Math^aticiea  Bollandais 
du  11.  Si^ele.  J'al  **  vne  le  pMfIhne  conna  de  trff^BomArie, 
ponr  trvurer  la  poiitia'n  d'wa  point,  dB  <|liel  on  observe 
lei  MDglea  entre  trois  objeta  ^loign^a,  dnot  le«  diatafe- 
ce»  «utuellMB  BoUt  eonnaeB.  La  preaifere  id^  de  ce  probi^aie 
est  dne  li  Willebrordas  SaeMlna,  G£oiaittre  Helhmdais,  a«  ti 
Leide  en  1501,  et  depuia  1613  juaqn'ea  1626  (1'ubd«<  de  »  ttmt) 
pTofesaeur  de  Matb^matiqaeB  «  1' LT ni>' ersitz  de. cette  rille..  II 
est  coDnu  que  parmi  ses  travaux  Bcientiflquea  ob  diatioffüe  la  ne- 
■ure  d'un  d^r^  du  m^ridien  de  Leide,  par  une  triaDgalation  qa'il 
fit  entre  lea  villes  d'Alcaiar  et  de  Bergen  np  Zoom,  donc  la 
diif^reDce  de  latitude  fut  trouv^e  da  71j  minutes.  TI  a  d^crit  les 
d^tailfl  de  cette  Operation  g^otl^sique  daas  un  ouvrae;«  (aujourdbui 
tr^B  rare),  iotilul^  ..EratoatbcDes-Batarua  de  Terrae  ambi- 
ijtfis  verä  quantitate,  a  Wiljebrordo  Snellio,  Jta  rtov  (| 
„aaoffnj/idjüiy  fttwovaiüv  Siojngiäy,  suscitatus.  Lugduni  Ba- 
tavoruD.  CI3I^Cj£V|i.ll  A  1»  page  165  de  cet  oaTtage  on  re- 
coBBait  la  premiere  trace  de  ce  probleMCi .  aiai*  c'eat  dana  le  eita- 
pilre  X.,  qu'il  dit  d^nitivement,     „DamA«  in«ae.  diatnotiaM 


D,s,t,zecbyG00gIe 


Ml  , 

„«Tarri  cNriae  Leide naia  ideotdeo  aoMicite  inveitiravi, 
„at  tB'nta  faeiliil  feonj£cti]r«iD  cxpere«  de  locia  oEser- 
„vattcBiiBi  Alenariae  et  Bergee  sd  Zomam,  et  ad  eaitt 
„rem  TfaeArema  ■citnn  excogitavi,  cujus  nsai  in  patrii 
„nostri  deinCefs  peraa^nua  eaae  p-oasit,  cara  tot  llln- 
„slrioB  locernn  interratla  tan  »ccDratB  aint  cognitaÜ** 
Elt  aiä  page  203  il  ^dodc«  aon  probl^ne  en  ces  verbea  „Tribm 
„tocorttBi  iuterTallia  inter  ae  datia,  quarti  diHtantian  ab 
„ataaiifcna,  mtticä  StaUane,  defivire."  II  dünn«,  en  premier  jien, 
U  aolution  graphique  de  ce  probleme,  par  l'intecsectioD  de  dvnx 
segnena  de  cercle,  capable  cbacuu  d'un  des  deus  Snglea,  obaervte 
daoa  la  atatioo.  ün  aecood  tieu  it  doape  une,  aolution  tHgonom^ 
Iriqne,  en  faiaaat  uasge  dea  trisoglei  rectanglea,  que  I'od  obtieol, 
eo  abaiaaant,  dea  ceutrea  dea  cerclea  d^rjta,  dea  perpendiculatres 
aar  lea  edtä  du  Iriangle  donnä  et  aur  lea  cordea,  qui  vont  de  la 
Nation  anx  poinU  obaerv^a,  c'eat  ä,  dire  aux  anales  de  ce  triaDgl& 
Euauite  il  doone  de  aa  aolution  le  calcnl  Dun^rique  (saus  einployer 
n^nniBolns  dea  logaritbaiea j  doQt  TiiiTeiitiOD  ^toit  a  peine  connua, 
on  deaqntfllea  ü  n'exiatoit  pas  encore  de  table)  pour  un  caa  par- 
'  ticnlier. 

|1  Bte  peroit  ainai  jualifi^  qne  la  preniere  id^e  de  ce  probliaie 
appardent' tont  k  fait  k  ootre  Sn^lliua,  et  Don  paa  k  Potbenot 
Dana  tona  uoa  Trait^a  de  Trigonomärie  rectiligne  ce  probl^me  est 
diatiwnä  de  tont  sutre  par  l'^ithete  de  Probleme  de  Snelüiia. 
J'ai  cMrcbJ  den*  le  WSrterbiicb  de  Klfigel,  —  que  voas  ares 
eoDtitiu^  et  achev^  avec  tant  de  aaccfea,  —  daos  l'espoir  de  tronver 
qQelqnea  reflexiona  on  noticea  biatoriquea,  relstivea  k  ce  famenx 
pröblitnie;  naina  je  -a'j  trouve  rieo  k  cet  ^ffard.  Bnfin  je  preaoia 
en  maina  le  coara  de  Hatb^matiqae  dn  cjffcbre  G^onf^tre  Allemaod 
KKatner,  et  dana  le  volume,  intitul^.  „Anwendungen  der 
„ebenen  Geometrie  nnd  Trif^onometrie,  erster  Tbeil, 
„dritte  Abtheilune  der  atatbematischCD  Anfangsgründe. 
„GSttingen  1790!!"*)  je  lisois,  dans  le  Vorrede;  pag.  4.,  ce 
qni  snit; 

„So  tsai  ich  notangat  die  Anfgafie  der  Sl  Abband.  8.  39X  beim 
„Willebrord  Snellins  „Rratostbenes  Batavaa  etc.  etc. 

,^lso  bat  Snellius  diese  Aufgabe  aebr  rtdhtig  trigonometrisch 
„anfgeTöat,  and  Potbenot  ist  nicht  der  erste  Erfinder  von  ihr, 
„hat  aber  Termotfalicb  von  des  Snelliaa  AiiBfjaung  nichts  ge- 
„wnsst.  Wäre  Soellias  dem  Herrn  de  Montesson  bekannt 
., gewesen,  ao  hätte  er  vielleicht  gesagt,  —  Sneltias  habe 
„rotbenots  '  Metbode  gebraucht!,  wie  Cassini  de' 
'„Tfanrr  sagt:  Snellins  habe  zur  Hessnng eines  Grn des  eben 
„die '  Dlelhoae  gebrancbt  wie  die  fraoiösiacben  Astronomen 
„(M^mnires  de  Parfs  174S,  pag.  123"),  anatatt  zn  sagen: 

„die  franxöBiscbeti  Astr wie  Snellius.     Die  rbc- 

„toriacbe  Frgur  belsat,  glaube  ich',  iihtgor  n^ou^ov'.  !!■' 

*)  Es  sind  hier  ESftners  geoniBCriache' Abhandlungen.  T.L  geuf^iiiL      G. 

**)  On  trouTc  cette  eipression  da  Cassini  dan«  les  Älemoirea  de   l'Aaa- 

.  dcQiie  dea  sciencea   de  Paris,  j)our  les  aanees  1703  et  1718,  et 

nojQ  (hms  Ti  rolnme  de '1718,  ce  qiu  est  probableuie'nt  une  faute  d'im- 

presaion,  au  lieu  de  1718. 
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Je  we  KUtirai  hononf,  Hr.  Le  ProfeBMnr,  li  tori  tom1«m  fixer 
TDtre  attentian  bdx  reflexions,  qae  j'ai  (iria  la  libortä  de  vona  adm- 
aer,  et  encore  plus,  ai  voua  voilü  en  bira  ■endoii  daaa  votre 
Journal. 

PerncUea  aioi  encore,  ii  cette  occaaion,  la  reMarqoci  qae  la 
•oIntioB  gfornitriaati  Aen  £qaationi  da  sacond  d^zr^,  conaaaiqn^ 
par  Mr.  t*  Profeaieur  MenaiaK  dana  le  111.  Heft.  Ne.  XXV.  de 
votre  Joarnal  ne  differe  aa  fond  d'une  aolutioo  pareillei  d^^ 
dona^e  par  Cagnuli  dana  aob  Traitä  de  Trigoaoniitrie. 
Cbap.  XII. 


Briefliebe  Mittbetlong  dea  UerrD  Profeuvrs  Dr.  Gerling  an 
Harburg  an  den  Beraasgeber. 

Als  eine  der  (^oMBrtigaten  tin  rieh  tun  gen  anr  BefSrderniig  dea 
mathematiBcIi-pfajsikaliicheD  Dnterricbta,  welcbe  ia  der  neuam  Zeit 
■  in  Deutschland  getroffen  worden  sind,  verdient  gewiaa  ein  Bao  Jie- 
xeichuet  zu  werden,  welcher  auf  Befehl  Sr,  Hobelt  dea  Knrprinxen 
und  Milregenten  in  Marburg  auagefiibrt,  und  mit  deoi'  Aatuun 
des  gegenwärtigen  Winter  -  SeMeaters  de«  acadeHiaehen  GebraacEa 
erötmet  worden  ist. 

Auf  einem  hohen  Punkte  obnweit  der  Hitte  der  Stadt,  die  nck 
um  den  ^chloisberg  in  langen  Bogen  berumcieht,  wurde  näoüick 
ein  älteres  Staats -Gebäude,  der  logenannte  Diirnberger  Hof  in 
wissenBchaftlichen  Zwecken,  und  xwar  namentlich  für  £ib  seit  vie- 
leu  Jahren  hier  bestebeude  mathematiBeh-phyBicalisehe  In- 
stitut, gana  neu  anigebant.  Das  luatilut  erhielt  in  denselben  den 
ersten  Stock  eingeräumt,  und  somit,  unmittelbar  neben  einem  ge- 
räumigen Hörsaal,  zur  augemeaseneren  Aufstellung  dea  pbvBicaH- 
scben  Apparates  vier  Säle,  weiche  nebst  einem  dazwischen  liogea- 
deu  Zimmer,  was  zu  gewissen  Versuchen  verdunkelt  werden  kann, 
durch  Flögelthüren  mit  einander  veriinnden  sind.  Sie  stellen  ao 
eine  Länge  von  150  Fnsa  dar,  und  verstatten  also  duacbe  Ver- 
ancbe  in  geschütztem  Raum  auzuatellen,  welcbe  man  sonst  nur  im 
Freien  würde  vornehmen  können. 

Zngleieb  ist  dadurch  auch  die  Gelegeuheit  segeben,  dass  üb 
grosser  Theil  des  Apparats  an  aeiner  bleibenden  State  henntst 
werden  kann,  ohne  dass  er,  wie  soast  üblich,  dazu  jedesmal  in  das 
Auditorinm  geschsK  zu  werden  braucht. 

Oeherdies  sind  nahen  diesen  Sälen  noch  zwei  ArbeitMimmer 
eiugeriditet.  Hau  hielt  nämlich  bei  dem  Plan  den  Gedankea  fest, 
dass  nach  den  gegenwärtigen  Znstand  der  Wiasfensebaft  ea  dnrcb- 
ans  nicht  mehr  oinreicht,  dasa  der  Sludirende  die  Vorlesungen  be- 
suche, sondern  daaa  ihm  vielmehr  auch  Gelegenheit  gegeben  wer- 
'den  sollte,  sich  in  eiseuen  Aiiieiten  an  Kben.  —  In  fneaen  Arbeita- 
aimmem  ist  nun  aucli  eiustweilen  der  Apfiarat  für  die  praktiscbe 
Cieometrie  in  Scfarinkeu  nutergebracht  Auch  werden  sie  von 
denjenigen  Stadirendeu  benutzt,  welcbe  sich  Apparate  seichnen 
wollen. 

Im  Erdgeachess  hat  das  Institut  WerkiUtt  und  Schaüedei  im 
oberen  Stow  iat  die  Amtswohnnng. 


Dui.tizc-ctyCoClglt' 


«13 

;-W«Ba  das  Mihcr  «rwHhnt«  rcIhIi  eim  Dsmhaft«  Verbeiaerung 
HDil  V6rTollstäiidi{piatc  dea  Inatitnta  ffeHannt  EU  werjea  verdient, 
M  iat  duge^en  Doch  Vehrerei  neu  liiDzu^ekommea  was  bhbicr  der 
DniTATiität  gmnx  feUte. 

Et  ist  oänlich  nnnillelbar  mit  den  Haupt  •  Gekände  eia  Thnnn 
verbnoden,  der  >d  einer  Hdhe  vod  80' Fds»  vom  Pelieoffruade  sich 
erbebt,  und  auf  seiner,  ebenen  Fläche  eineir  Pavillon  als  Lacal  Tiir 
Bitrononiacfae  Beobocb fangen  mit  beweglicben  Inatrnmenten  dar- 
bietet. Freilich  kann  dieeer^  Eitirithtnn|;,  vom  Kt^Ddponlct  der  heu- 
tigen AatroDomie  an«,  der  Nane  Sternwarte  nicht  beigelegt 
werden,  imofern  man  damit  eine  Anstalt  beieichnet,  die  mif  die 
Auabildong  der  WiMenscIlaft  seibat  absweckt.  Wohl  aber  ist  durch 
diesen  Tburm  der  Zweck  vollstäadrg  erreicht,  dass  ron  nun  an 
der  Harbarger  Stodirende,  in  dea  Vorlesungen  über  Astronomie, 
das  waa  er  oört  auch  praktisch  belegt  seheo,  und  aeihst  üben  kann. 

An  lastrameoten  enthält  dieser  Tburm  bis  jetzt:  Ein  tragbares 
Passagen- Instrument  von  E)rtel  nebst  Ubr,  einen  Chronometer  von 
Kessels,  ein  füofTiissiges  Fruuenhoferscbes  Ferprohr,  einen 
desgleicben  Cometensncber,  ein«  narallacliscbe  Maschine  mit  drei- 
fussiuem  Fernrohr  und  einige  kleinere  Werkzeuge.  Zugleich  ist 
der  Thurm  in  der  Mitte  ganz  durchbohrt,  su  dasa  flir  alle  uhysica- 
lischen  Tersnehe,  welche  eine  grössere  Hübe  erfordern  als  die  Zim-  . 
mer  darbieten,  eine  freie  Fallbnbe  von  80  Fuss  su  Gebote  steht. 

Kndiicb  ist  auf  dem  höchsten  Punkt  des  Scblossber^s  in  einer 
geradlinigen  Entfernung  von  nicbt  ganz  160  Ruthen  ein  ringsum 
gans  freistehender  Palverlhnra  cum  meleArologischcn  Tburm  her- 
^stellt,  der  jrtsl  auch  im  Bau  vnlleodet,  näcbsteu  Summer  seine 
innere  Üiprichtnog  «rhslten  wird;  somit  als«  unch  in  dieser  Hin- 
sicht dem  Institute  eine  grössere  Wirksamkeit  gesichert. 

Bei  dem  bekaonlin,  und  nanentlicb  pcbun  gelegentlich  der 
magnetischen  Beohucbtnngeo  bewieseneu,  Eifer  der  Marburger  Stu- 
direnden*,  steht  sn  erwarttin,  das*  diese  neue  WPBentlicle  Verbesse- 
rnng  des  Instituts  von  ibuen  gruadlicli  beuntzt  anü  spmit  der 
Zweck  der  Kurbessisehen  Staats- Regierunir,  welche  dieselbe  ver*' 
fügte,  recht  vollständig  werde  erreicht, werden. 


Bemerkungen  und  Aufgaben  von  Hern  Bicherling,  Lehrer 
am  Gymnasium  su  Lübeck. 

Bezeichnet  }  den  Zinsfuss  (d.  h.  die  Zinsen  vom  Kuiital  ;=1), 
Jh  das  Kapitalj  in  den  künftigen  Wertb  desselben  uucb  a  Jahren 
boi  snsamm engesetzten  Zinsen,  nod  setsen  wir  l-i-^:=x,  su  bat 
man,  wenn  jährlich  die  Summe  r,  sugalegt  wird, 

I.      A-  =  *«"  +  y  C«--l) 

ond,  veno  jährlich'  die  Summe  r  weg^nontmen  wird, 
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Vm  !■  *vr  aouMcrbrttclieneiB  lagsritfaMMbei  BkrcdHMVf .  t*ug- 
licli  1«  naclrfnt  neliaie  imb 

*.=*.■  [1+^(1 -5)1 

Mtie,    da   :I^1  Ut,  (1)    8ln  y^^— ;  so  erbält  man 

*,=*."(l+^(c..  ,)•!. 

Nun  setae  man  ferner  (3)  tg  ^^cos  7  K  T^i  aa,erliält  nan 


r(3)*,. 


>»)•• 


II.  lüMt  siefa  nDr  dsnn  sDf  diese  WeEae  zur  iiDUDterbrocbenea 
logBrilhai sehen  BereehniiDg  taii|[li<b  mncheg,  wenn  die  Jibriichc 
Wegnahne  die  Zinse»  de«  KaiHtah  nicht  Überateigt.  Onter  dieser 
VftrBUflsetxnng  nehaM  aiftn  wieder,  wie  ▼•rbin. 


(1)  .in  y  =  Vi 

WIM   TE  (CO 


M»  Crkilt  Biia   jtja  =  j&x"[l  —  -T  (coa  9i)*T.'    D«  nun  nnter  der  ge- 
nracbten  VarBusaettnng  gMix  gewiu  -r  (cm  <p)*^t  ist,  bo  nehme 


QBd  erhält  dftnu 

(3)  itn  =  Jb%'{iiiMipy. 

Nennt    man    ferner   i    die   Hise   and  r  die  jährliche   Beute, 
bat  man 

zur  Beslimmnog  der  Mise  III.  *  r=  — -— — • 


Om    diese    AssdrOcke    snr    logarith wischen    BereiAaung    tauglich 
sn  iBBChen,  nehme  nan 

SelM  nan   nun  (1)  aia  ^^^— ,  an  erliilt  man 
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F«rwir  farp«  ■»  IV.  lo  na; 

Ninnl    maD    nno    wieder  (1)  sh  jpc=i|/~,  *u  i 


AitfirabeQ    Obfer    d&i  recbtirltlili|re  Dreieck,    dorcb 

Algebra  ISsbir. 

Die  beiden  Katheten .  svlleo  a,  6,  die  Hypotenuse  c^  uod  du 
von  der  Snitze  des  rcditcD  Winkels  auf  die  Hi|)otcBUse  geßllte 
Perpenditei  snll'  h  beiaien. 

1)  £  und  c  SU  besÜBiien  nus  a,  h. 

Man  bestinoie  die  Projectionea  der  beiden  Katheten  auf  die 
Hypotenuse    einzeln   «nd    nddire    die    Resnltste,     so     erbäh    man 

c=  r^7==^,  «od  afla'a2^=cA  bestioinit  sieb  6.     Beide  Ausdrucke 

sind  bequem  sa  constrniren. 

2)  a,  li,  c  XU  bestimmen  aus  h  und  c :  b  ■^  w»  :  m. 

b'\ik  kin  geonetriscb«  Hhtel;  dvvun  %ungebeod,  j^Tiuigt  n^ 

znnäcbst  cur  Bestimmung  von^^^r^-.    — =-,  woruuf  sieb  e  und» 

bettinmen  lusen. 

3)  Aehnlicb  ist  die  Aufgabe :  ans  h  und  b:  h^m'-n  die  andern 
Stücke  zu  bestiaBM, 

4)  Ans  a±£^«  nnd*A  die  andern  Linien  zu  bestimmen. 

Man  qnadrire  «d^f^:*,  a»  faekomat  man  c  la  4ia  GleichnuK, 
wOraufi  mun  «u  beacbtesi  hat,  dusa  ati  =  ch:  das  Resultat  giebt 
c==p:A=t:l/«*  +  A*.  Bs  ist  klar,  dass  in  beiden  VU\W  nur 
das  ZeicbcD  +  ror  der  Wurzel  gebrnncht  werden  kann. 

5)  Aue  Jf  M-^:^.*  und  «die  fibri^^en  l^ioien  zn  bestivinen. 

Han  verfubre  zunächst,  wie  vorbin,  stäche  dann  a  zur  ge- 
soebten  Grösse,  so  findet  nan  «:^^(#±V^3s*  —  2c*),  wonns  b 
und  A  tu  hrsliromen  sind. 

6)  Aus  M  —  Jr=^nad  e  die  iibrigen  Linien  zu  bealimsiea. 

7)  Aus  c  +  a  =  «  iiDd  &  die  Linien  zu  beatirnnt^n. 

Man  verfahre  auf  Bbnliche  Art    wie  in  5.,  eltMioire  c,  so  be- 

sliaint  sieb  »^ — j- — .  ■ 

8)  Aus  c  -  a^d  nud  b  dieselbe  Bestimmung  zu  machen. 


Kürz«  nnA-eiK^eli«  AbleVtnnf  der  gaazen  ebenen 
Triganonetrie  ans  dea  beiden  Kigenscbaften  des  ebe- 
D«D  Dreiecks,  dnss  die  Sumne  d«T  dr«i  Wink«!  180*  be- 
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trägt,  nod  d«ss  lieb  die  Seiten  wie  dieSinvi  4ei  gegeH- 
ttberiteheodeii  Winkel  verhalte«.     Von  Har«a»geber. 

'Weil  nscb  den  beiden  genannUn  SAfaen 

Bin  Ö         c'    »aC         * 
und  %\a  A^ün  (ß+C)  iit,  ao  ist 

*     ■"'  (J+C) i     wn  g ^ 

•in  C       —  e'    »iii  C —   e' 
und  folglicb    ' 

,     iJD  (B-t-C}-f-mn  B ^  ".■j'^     «in  {B't-C)  —  Ka  B o  — * 

«D  C  e    *  lin  (7  c    ' 

Zerlegt  m*a   nnn   die  ZSbler  det  beiden  Brilcbe   nof  den  linken 
Seiten  der  GleichbeitHeicben  in  Factoren,  und  letxt  zngleicb 

sin  ^=3aiii  ^C  cob  ^C, 
■0  erhält  ■■» 

4    ■  «in  (g-t-jC) a+A     i»«  (g+jC)  j__  a— * 

sin  ^  c    '         CM  iC  e    ' 

nnd  folglich 

_      MB  (g+jC)  +  ain  tfT g«in  j(J.|-C)  co»  jB o+A-t-g 

Rin  JC  ~" '  sin  ^  <•        * 

.      »in  (B+iO  —  nn  jC        actM.j(g+C)  sin  ji? a-t-i~-e 

«niC  —  «niC         .     —  e       ' 

_     CO«  [g4.|g)+«<M  ^C_  gcoB  ÜB^C)  CO!  jJ g+tf— i 

CO«  jC  "^  .      «w  4C  c  '    ' 

„  CO»  (J+^  — Ml  jC^  Hain  ^(g  +  C)  rin  ^g <-t-fl— g 

coi  4C  ~  cos  iC  ~  c        ' 

oder,  weil 

■in  j(J7  +  0=:(»»  9-^>  ooa  j<4+C)  =  Bin  i^ 


in  "in  i't  «in  jg  _  a  +  i  —  e  .  .  , 

'  •  :      sin  i<7        ~  .      Se       ' 

II  sin  i^  cos  jB        a-^e—b 

"■  cosi^r       —        ite       ' 

t«  ""  M  »in  ig        A  +  e  — a 

**•  «o«i(7       —  ^ ^^• 

Durch  Addition  von  9.  nnd  10.  und  durch  Snbtraction  von  IL  nnd 
12.  ergiebt  sich 

13    ?2!JtLrj2)  —  i±i    «in  \iA  --.g)  _  a—h 
'        «in  iC  c     '         c<w  ii^' '   ~"      e    '    '' ■■ 

womnn  ferner  durch  DirUien 


.■:,;.  ..Google 
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o4er. 

15.    ti°D«4(-<  — 4  =  f^eot  jC 

hlgt. 

Ana  10.  und  11.  und  nun  9.  nnd  13.  folgt  durch  Hnlriplicntion 


j^    ■ini.<-  .in  J_(a+e-<)(.  +  <- 
17. 


Tis — r" k< 


,8.  .i.j^=y/5+IE^S3, 

und  folglicli  durch  Divinion  . 

und  dnrch  Hnltiplicntion 

Sl.  lin  ^=gjV^(.+«+«)  (»+C-«)  (.+C-4)  («+«+»). 
-  FcfMr  «giebt  lieli  ma  18.  nW  |9.  Iddit 

.      ,     S3.    .in  l^.=£=^»>:» 

also,   wenn   Man-die   iw^te  Gleiebnng  von   der  enten   lubtrabirtt 
nach  eine^  bekannten  gonionetrUchen  Farn«!, 

^     -(fl  +  g)'  +  r*-e)'-8«'' 

OM^SS-« jjj ^ ,    ^ 

WWW»  «Hl  Hob  gdifirigir  EahfickebiBg  loglM^ 

1  .ueb  leickt  di«  beidea  GleicluiDgeB 
M.    (»  +  *)»  «B  iC* +  («  —  *)«  coi.iC'ssc»     ■ 
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318 

Sctit  man  in  der  letxt«D  Gleicfauo^  Koerat 

coa  (Ä+iC>»  =  l-8iii  (Ä  +  i<7)?, 


4aiiD 

aa  erbält  a 


ain  («  +  iC)'  =  l  — («a  («  +  1C)'J 


M.    »II  («  +  iC)-:         ^  ^      , 

28.    OB  (Ä-t,iC)"  =  — : *'*'    ,       i 


und  hieraus 


Nack  leichter  Hedtmitig  erbilt  wid  aber  hierttna  fehier 


wobei  nan  su  bcnerlu»  hat,  4ms  wegaa  d^r  xwailaa  4er  beiden 
Gleicfanngea  4.  die  Grönen  a — b  nnd  t,ai{B+\C)  immer  gleiche 
Voneicbeo  haben.    Ave  30,'  and  3L  fotgt  endlidi  durch  Diviaion 

Wenn  naii  den  Winkel  C  des  OEreiecks  ABC  durch  eine  gerade 
Linie  balbirt,  ae  wird  man  aogleich  die  geometrische  Bedeatuog 
des  Winkels  B-\-^C  ttWtaoiw. 

DssB  in  Obinn  eine  ToDständige  Abbaadluag  der  ebenen  Tri- 
gouametrie   entbalteii   ist,   wird   man   sogleich  ükeraeben.     Von  der 

Sewöbnliciien  Entmeketnng-der  eMgetaiPsrmSlil  duwimfceidat  aieh 
leselbe  dadnrch,  daai|  man  |»ei- der  ersteren  tob  der  For»el  24. 
ausgeht,  und  diese  Pomel  mit-llMfc  (Atter  CsDstnictioii ,  hei  der 
bekanntlich  mehrere  Fälle  au  nDteracheiden  aiad,  beweist.  Bei  der 
obigen  EDtwickelnng  gelangt  man  au  dieser  und  *u  ^llea  zur  Anf- . 
lösnng  der  Dreiecke  nfttk(gen  Formeln, "^nn  niinotir' ent  den 
Sau,  daaa  sich  die  Seiten  wie  die  Siona  der  gegenttbentehenden 
Winkel  veAnhen  bewiesen  hat,  <we1ch^  bekannllrch  Aussent  leicht 
ist,  aof  rein  Boaljüschem  Wege  und  dnrch  gans  allgemeine  Schlttne, 


byCoOglc 


weikslb  idi  'der  ctbiveo.  MeÜode  vor  der  gcwShntlebeB  dcH  Vmi 
zog;  geben  möchte,  da  dieselbe  Bbentiei  lebr  loWbt  Mid  .Mit  sebr 
fie  ringe  dl 'Zeitaufmad«  snm  Zwacke  führt. 


-  Nouvelle  bitterie  galvanique. 
:  (Ataiimw  dei  BcienceS  de  BraieOei.  S^ance  du  0  Vivner  1S4L*) 
.H.  AL,  .Crtiliaj  et  Quetelet  fönt  un  rapport  &vorabIe  inr  UDe 
noii?elIe  battvria  (falvaDiqne,  pr^aat^e  dans  nne  pr^dente  a^aiice 
par  H.  J.  A.  Vaa  Nelaen  de  Mneatricbt.  Cette  pile  revient  pour  le 
Cand  b  la. -nodificatwii  appc^e  par  H,  Faradav  a  la  pile  de  WollS' 
stuB,  ai  CO  n'eat  qua  M.  Van  Nelseu  euploie,  paur. «Sparer  loa 
cuivrea  de«  couplea  Bucceseife,  des  correaux  de  veire  au  lieit  de 
papier  verni  dont  H.  Fsraday  fait  usage  iaift  le  näue  but.  £d 
outie,  U.  Vao  Nelaen  a  ^opli  le  .eidc  aval^m^.  Coame  les  ti- 
■nllats  qu'il  en  a  phteans,  depiÜH  den«  aps  qu'il  ea  fait.  usaga, 
M>vt  tree  satiafaiaaDta,  et  qne  «ette  pile  prodiiit,  a  es;alit^  .de  pature 
et  de  grandaiir  dea  Aimtotti,  ifa  affeta  plpa  foer^uea  que  c^a^ 
q|n  l'jvn  ^  Qb'ieot  de«  pilea  ordiwirenueBt  enplej^ea,  il  na  ■•»  ^m 
aana  ntilit^  d'eo  danaer  ici  la  deacriptioD,  et  de  faire  .cpaoaitra 
qn^oes-iuv  de  aea  eSeta. 

JjU  älements,  cuivre  et  «ine,  lont  dispoatea  aiD«  quo  nous  l'a- 
Topa  dita,  Ronaiti  duna  la  caaibiDUsoii.de  Wollastaq;  c'est-a-dire, 
que  ie  cuivra^  aitudä  aa  ^inc  dans  cbaque  conple,   va  embrasaei  le 


zinc,  du  con|4e  laivsat;,  de  maniere  a  6tre  .en  ranni  avec,  les  deuz 
faces  de.  cstte  pla^e,  neis  aaoi  contact  i|rec  ^iTe.  Elle  diSere  de 
la  yile  de  Wollaitun  ea  cf  que  les  latnea  n^tailiquea  sont  beancovp 


plus  raffmtch^B  les  unea  des  anteas  que  dans  cetU  derniere;  ellea 
ne  s|y  traurent  qu'ä  deux  nilliaBtres  de  distaasei  et  avDt.  maiate- 
nues  ainai  par  des  laorceaux  de  li^ge  i«terpai^i  ei^e  ies  plaflief 
de  aiuc  et  cellea  de  cnivre,  tandia  que  les  piaquerde  cuirre  des 
ä^aeDts  cana^utifs  sont  separto  par  dea  carreaax  de  verre  de 
■läjne  ^tendue  que  lea  plaqnes.  Elle  ae  distiugne  eucore  de  ia  pile 
de  Wollastna  en  ce  que,,  au  lien  de  faire  plonger  cbaque  paire 
dans  un  vaae  particnÜer  contenaDt  de  liquide  acid in ^,  la  pile  entiire 
est  iaiBiergfo  daas  nne  senle  ange  continue,  sans  cloisons,  Tona 
las  «oopka  aont  plM^.daaa  nae  eapace  de  üdre  4e  bois,  .soiMiea- 
aewefat  mrui,  «Uns.  jequel  il«  sont  lacileiaeBl  reteaua,  sana  q«'^  vtii 
afaeaaiire  de  lea  attacber  par  des  vis  b  uae  barKti^dB  boia,.  aimi 
qu'on  est  oblig^  de  le  -faire  dana  la  caaibinueon  k  la  Wallasta«. 
t«U«  dispaaitiOB  prfaeate  encare  l'aTaBtaKe  de  facilii(«r  beaiaai^i, 
le  dJBMSUiUagc  .dea  ^I^BanU.  Lea  «0Bpk8,.räiai*  daup  le  cadra« 
MMt  4eaeanrfM .  t«i»  b  la  feia  dana  le  liquid*  aeidal^  reafami^  dau 
l'aug«}  oa  MVnte  .«acare  qua  lea  lanea  dß  Eine  »»at  BMaig«p^ 
awK  •ein.  I>a  pil«  que  l'nölenF  »oaabnünt,  il  j  a  d«aa  qva,  a«B' 
aiaU  e»  10  eaoples,  doat  ka  Iimm.  de  aipc  OMlU  ceotiatetraa  de 
loMfmesr  suF  8  de  lergcur.  Cellea  de  cntvre  ant  In  ailaie  Urgew 
aar  nne  longoau  b  ^  pria  Aftnble,  ftmr  ae  re|>li«r  aatMir-  4ea  la- 


■)  L'Iasütat  1^  Sect.Ni>.  Wb.  lt.  Hai  Wbl.. 


.,C(Kig[e 


mUM  it  unc.    BIIm  nnt  lond^  aaz  Iwmi  de  rninc  du  cmipl«  pr^ 

.Ce  p«tit  instranent,  qn  n'«  qn'voe  BocIiaB  horisontele  de  351 
centiHelrei  chit^,  qui  ne  conaonme  que  |ieu  d'ecide  et  one  Tart 
petile  qnantit^  de  linc,  produit  des  effeU  Uk»  ^nei^iquea.  Plongj 
deu  HD  a^lenge  de  ÖO  pertie«  en  voluaie  d'ean,  nne  d'acide  nilri- 

Jue  et  antant  sulfbrique,  il  fait  rongir  le  cbarbon  de  boii  avec  nne 
iviire  dont  les  ^eux  penvent  difGcilement  sapporter  l'^lat.  Un 
fil  de  fer  de  4-  nillimetre  'd'^poisieur '  lur  35  centinetrefl  de  Iod- 
gneMF  rougit  aur  toote  son  ^tendne.  Qaand  le  fit  n'a  qae  SS  cea- 
timttrei  de  loogneur,  il  aGtiniert  nn  faaat  degr^  d'iacaadeicence,  et 
■e  tarde  pu  k  iltre  diaperae  en  globnle*.  Im  däemaposition  de  l^su 
eat  op^r^  avec  ud«  trha  gTsede  rapiditä, 

Lei  denx  bstteries  gsIrBoiqDea  t[W  I'aatetir  a  eonatrult««  ponr 
ITniTcnit^  Catttoliqae,  d'aprfci  le  plan  de  cell«  ci-deiaiia  dfcrite, 
BiaSi  rar  nne  ^belle  pinfl  n-ande,  otfrent  dea  effista  proportfoBD^  ■ 
lenn  dinenaioni.  Celje  du  cabiaet  de  pb^^aiqne  conaiste  eo  $S 
GODpiea,  dont  les  lames  de  linc  -ont  16|  centieietrea  de  lanraur  rar 
M  de  hanteur.  P«r  son  aieyen,  nn  fil  de  platine  de  -^'g  de  nillN 
■Ure  d'^BicMur  sur  46  centimitrea  de  longnenr,  fnt  mia  en  iorsn- 
descence  arec  nn  Mat  extnordinaire,  et  tonba  en  aept  norcenix 
aux  extr^aiil^  deaqnela  )e  näal-  fendn  e'agglomära  en  boulea.  Vn 
fil  d'argent  de  -^  d'^tsMar  aar  40  centiMtrea  de  langneur.  ron- 
git  fortenient  et  tomba  en  fragmenta.  Cd  fit  de  fer  de  l"*,  22  d*^  . 
paluenr  anr  40  ceDtim^tret  de  loognenr  fut  port^  rapidenent  k  \a 
ploa  vire  ignitioa,  et  ae  rMuisit  en  qnatre  norceaBK  dans  lesqueis, 
en  plnsieon  en^reiti,  le  fer  fondn  s'^tail  ranasa^  en  gros  globules. 
Lora  de  cette  derni^  expMence  la  batterie  avait  4^«  travaill^ 
depnls  loDgteHpe  et  Aait  Iris  affaiblie.  An  d<bnt,  ob  avait,  afin 
d'exeiter  nne  dtincelle,  raiqtrocbj  jusqa'aa  centact  les  deax  laan 
de  cniTre  ^ni  aenreot  de  condadenra;  lea  extreniKs  rapprocb^te  ae 
Bondtrent  incontineDt  ensenble,  mi  poiol  qn'il  Tallnt  etaplojer  nn 
ccrUin  tSdrt  ^ar  lea  atpmttr. 


In  den  Norii  GoHHentariia  Acadeniae  aoientiapum 
imperialli  Petropolitanae.  T.  XV.  p.  107  fiadet  man  eine 
aieMlieb  weitiKiifige  Äbbandlaag  von  Lexell,  welche  die  folgende 
Deberscfarift  lährti  Sointto  probleoiatia  algebraici  de  io- 
veatigalione  nnmererna  continne  proportionalinin,  qit«- 
rnm  oatnr  anana  a  et  snMnia  qnadratoruBi  6.  ImKiogange' ' 
dieaer  Abhandlung  neidet  Lexell,  daaa  in  Sainderaons  Alw 


dteaer  Abhandlung  neidet  Lexell,  daaa  in  Sainderaons  Alge- 
bm  aicb  AnSSsnagen  tom  HoiTre  far  die  beiden  Pille,  wem  vier 
oder  fünf  Cilieder  itr  geonetriaeben  Reibe  g«s«eht  werden  ^  he- 
"  '  m,  nnd  daaa  Haelanria  in  aeiaer  Algebra  aohrtfeaia  qBoddwn 
Inen  pro  illo  tantan  caaa  qno  Banerna  teminomn  eal  ivpnr 
iben,  MM  er  eelbet  abek-  die  Aiftttamg  dea  atlgeweiBen  Pr«- 


lindea,  und  daaa  Haelan 

apeeinen  pro  illo  tantan 

gegeben,  mm  er  aelbet  abek-  die  Aiftttamg  den  atlgeweii 

ntena:  qno  qaaemntnr  nsmeri  quotcnaqne  coatiane  prepertionalea, 

datia  eor»  smnm  et  aanna  qnadratamn,  nicbt  aowobl  propter 

utilitaten  ex  hoc  proMenate  lemdaaten«  aondem  Tielnehr  propter 
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cgT«|^  Mia-  ciJcnli  nbsidiB,  fsM  «d  «iu  HtotiaMM  re^mntiir, 
■otevaaBH«* -bftbe. 

!■  emsn  ia  BeiimD  ßfindeD  befindiiclien  Msoiueript  W  Jo- 
hiiaii  Friedrich  Pfyff  lieli  di«  folgvnde  tioch  weit  aUgeneiBen 
Aür^abe  Torgele|[t: 

WesD  die  Snmne  «  von  (t  Gliedero  «iner  {^eoaetri* 
•  eben  Reihe  und  die  Summe  6  der  rten  Poteusen  dleier 
Glieder  gefrebeD  iai:  die  Reihe  xa  beitimneD,  d.  h.  ihr 
erstei  Glied  und  ihrcD  ExponenteR  bb  finden; 
DBd  hat  zii^eich  einige,  wie  ea  mir  Bcheiut,  sehr  benerkenawerthe 
»Hgemeine  Gesicbtipunkte  angegeben,  welche  zu  einer  aweckm&ui- 
gcn  AnAöaung' diesea  Problem  führen  können.  Indem  Ich  den  Le- 
sern des  Archivs  fibei'  die  ron  Pfaff  aufgeieicbneten  Bemerknngen  , 
im  Folgenden  einige  Hittfaeilungen  mache,  möchte  ich  mir  sngleicb 
erlauben,  dieselben  lu  dem  Verauche  einer  vollstXiidigen  Auflösung 
des  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Problems  auf  dem  von  dem  ge- 
nannten, der  Wiasensch«^  leider  lu  früh  entrissenen  grossen  Matfae- 
Rintiker  volles  ei  ebneten  Wege,  und  an  dar  Hitlheining  derMibeK 
in  dem  Archive  an fxuf ordern. 

-  Bezeichnen  wir  mit  Pfaff  das  erste  Glied  der  gesuchten  Reilm 
mit  a:,  ihren  Exponenten  mit  y,  so  ist  die'gesnchte  Reihe 

und   nach   den  Bedingnngen   der  Anfgabe  haben  trii'  daher  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

^1 -H  y  +  y»  4- y»  + . . .  +  j«^4  =.«, 
^l  +  y'  +  y*'-l-y»'+..  .-l-j#^-«0  =  *; 

»der 


,jn»g  »- 

lenc,   und   dividirt  dann  die  erste  Gleichung  durch  die  sweite, 
erhiüt  man   die  folgende  bloss  noch   die  nn^knnnte  Grösse  y  ent- 
haltende  Gleichung : 


oder,  wenn  w>r,der  KSrze  wegen  -r^^c  setzen, 

^i-,r     ■,i_^,  ,(i_,^,  —  ". 

also  iiscb  «inem  beksnnteii  Satae 

(1 +y+S'*  + . .•+»'^")'-"  (l+y+y+y' H- . . . +»^') 

=  .|1 +y +  ,*'+... -Hyf'-UCI 
aitr 

-(>+»+»■+. .■+y-'r-'(i +»+»•+• --i-s^')) 

DieM  GlflicbDBg,  Mittelst  welcher  der  gesuchte  Bxpoeeet  y  be- 
■tiant  Verden  ■!!■■,   iu  offenbM-  tob  Grwle  (r-  — 1)^,   hat  «i>er 


fdmr 

linkeA  Seite  4ea  61«iclili«itsz«iehea«  im  AllgvineiiieD  dnrcb  /l(y)>  so 
twM-  «ko  die  obige  Gleichung  die  F»m 

erbält,    uod  setzt  nun  —  für  y,  su  wird  diese  Glelchnng,  yne  ttnn 
nitcb  leicbter  Recbnqng  findet, 

Wenn,  aber  überhauftt  die  Function 
jet*)  =  -^*" +  **""*-!-  Ci»-fl-+-.  ..+€»*  +  ©« -i-Ä 
einer  Gleichung 

den  Mten  Grades  die  Bigeusehnft  but,  dass  lie,  wenn  aun  —  Ar  » 


,ffl! 


Obergeht,  so  itt  jederzeit 


^s;=3t,  Ä  =  95,  C=C,  o.  s.  w.; 
d,  h.  „^e.Toia  Anfunge  und  Ende  gleich  weit  nbatehenden  Co^- 
cienten  der  Gleichung  sind  einander  gleich,  welcliea  auf  fulgcDile 
Art  leicht  im  Allgemeinen  bewiesen  werden  kann. 
Nach  der  VeraDssetsvDg  ist  fiir  jedes  ar: 


_  A"  +  Jg^i-f-Ct»-»+...-t-<tJi*  +  g«  +  g, 

,  »■  ' 

nnd  fölglieh  flr  jedes  »,  wenn  man   Alt  x*  auf  beiden-  Seiten  ntnl-' 
tipticirt, 

^VÄ»+Ci'  +  ...  +  €»"-«+a&j"-i-(-;5U- 
=  3t  +  »*  +  C»»-H...  +  0.--»+Ä«"-<  +  ^ji-f    ^ 
also  nach  einen  bekaonleu  Satze 

^r=qi,  Ä  =  »,   C=€,  n.  8.  w. 
wie  behauptet  wurde. 

Daher  tist  auch  unsere  obige  Gleichung,  aus  weicher  der  Bx- 
ponent  y  bestimmt  werden  musi,  die  Eigenschaft,  dass  die  Ciieffi» 
cienten  der  Tom  Anfange  und  Bnde  gleich  weit  ah»tehenden  Glie* 
der  einander  gleich  siDU. 

Nnn  fant  über  schon  Euler  in  den  Commentariis  Acode- 
miae  scientiarnm  tmperinlia  Petropglitaoa«.  T.  VI.  (M.  s.' 
auch  f.eonhnrd  klulera  Binleitung  in  die  Anulysis  des  Un- 
endlicbea.  Ans  dem  Lateinischen  übersetzt  von  Job. 
Andr.  Christ  Michelsen.  ThI.  III.  Berlin.  1701.  8.  |3)  ge- 
xeist,.  dass  solche  Gleichungeq,  in  denen  je  zwei  vou  Aofanec  und 
Ende  gleich  weit  abatehende  Glieder,  gletche  CoefficieDteD  haben, 
sich  imsier  lom  (3M  +  l)>teTi  und  Tom  2«len  Grada  auf  den  nten 
berahbritgeB  Jaasen,  worüber  Folgendes  za  Leaierketr  ist. 


i^Aiogle 


S2S 

Wenn  die -Glcicbung  zverrt  tum  (S«M"l)*t«D  Grade  ist,  und 
'  ai»  iM  AllgemeineH  die  Fern 

kat,  M  kBno  msii  diMeibe  such  auf  folg«Dde  Art  dantellen: 

^(»»»*> -*-!) -4- *(»*^>  +  1>» +-...  + Ä(»  + 1)«"  =  0, 
und  Mirnn  kmpn  bIbo,  weil  bekooDtlich  lI1>srba]U|tt 

^^s±i=,^_.^.^.,»-._ . . .  _,+i 

iat,  in  die  Paoction  auf  der  recbten  Seite  de«  GleichheitszeicbeDB 
■it  x  +  1  ohne  Rest  dividireti,  wodprch  man  eine  Gleichunr  deB 
2«tea  Grade«  erli2)(,  io  velcher,  wie  licli  bei  n&herer  übterwdung 
xeigt,  Docb  die  von  Ao&oge  und  Ende  gleich  weit  «bstehendeii 
Glieder  gleicbe  Coefficienten  habea.  Wenn  sich  also  seig^n  lAsat, 
daas  jede  GleichuDg  des  2Mten  Gradei,  in  welcber  die  vam  Aof^Dge 
und  Ende  gleicb  weit  abstebenden  Glieder  gleiche  CoefficienteD 
babai,  aitf  den  «ten  Grad  herabgebracbt  werden  kaan,  ao  wird 
di«t  ailDlt  von  jeder  Gleichung  dea  (2i»-Hl)aten  Grades  wau  der  io 
Rede  Bteheadea  Seachaffenhut  bewieaen  sein. 

Dm  aber  zu  zeigen ,  daas  jede  Gleicbnng  de&  2Nten  Gradea,  in 
welcher  die  vom  Anfange  and.  Bade  gleich  t^eit  abstehenden  Glie- 
der gleiche  Cöefficienten  haben ,  anf  deu  titt'n  Grad  faerabgebracht 
werden  kann,  verführt  Enier  a.  e.  0.  auf  Mgende-Art, 

B«ir«ebtwi  wir  «aerat  die  Gleicbung  dea  vierten  Gnidea  >         i 
»*~i-Jx*~i-Bx*-i-J)(-i-ls=9, 
nnd  denkaa  lua  ,dieaeU>e  auf  die  Foro) 

o4er,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet,  anf  die  Parm 
*•-**■(« -f- J»)«  ■+ («iiS  +  2)i«  ^- (o -»- |S)« -I- 1  =  0 
gebracht;  Bo  habpa  wir  zor  BestimHiang  von  aaui  ß  die  heidfcn 
Gleichungen 

a-^ß^J,  aß  +  2  =  B  oder  a^ß^ji,  aß=zB  —  2; 

und  nach  einer  bekannten  EigenBchaft.  der  Gleicbnngen  sind  folglich 
I*  und  ß  die  beiden  Wurzeln  der  Gleicbnng  dea  zweiten  Grades 

^•— ^»-f-Ä  — 2  =  0, 

können  aUo  durch  Außoanng  dieaer  Gleicbjing   gefunden    werden. 

Bat  man   aber  auf  diese  Weise-  a  und  ß  gefunden,  so  efhitk  hiaa 

die    vier  Wurzeln    der    gegebenen    Gleicliung    dea    vierten  Grades 

durch  Auflösung  der  beiden  Gteiehuugeu  üea  zweiten  Grades 

»V-f- 0.-1-1=0,  *»-t.j?a  +  l  =  0. 

betrachten  wir  ftmor  die-  Gteichnng  des  aechsten  Grades 

«•  +  A%*  -\-  B»*  -H  G»  +  ^a'  +  ^+ 1  =0 

nnil  denken  uns  dieBelbe  auf  die  Fenn 

(a'+oa-H)  (a»-t-^»-»-l)  («* +ra-»- 1)  =  0 
oder  auf  die  Form 
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^(t^+ar  +  ßr+3)**   i 

'  «bracht,  ao  habeD  wir  znr  B«stlniniitig  tod  a,  ß,  y  die  drei  Glei- 

äiiDgen 

-  oder 

a  +  ß  +  r^=A  aß+ay  +  ßr  =  S  —  3,  ttßr  =  C—%A; 
und  a,  ß,  fr  Biad  al|o  nmcb  einem  beknnnten  Satse  von  d«»  Glei- 
dmngen  die'  drei  Wnneln  der  Gleichung  dei  dritten  Grades    ' 

•■  —  ^t.»  ■+■  (*  —  3)«  —  C+ 2^  =  ft. 
B«t  man   eher  durch  AnflSinng  dieter  Gleichung  a,  ß,  y  gefnqden, 
00   erhalt  mnn   die    eecba   Wurzeln   der    gegebenen   Gleic£nng,  den 
aechtten  Grsdea  durch  Anflöinng  der  drei  folgenden  qnadrntiachea 
Gleichungen  ^ 

**-t-««  +  i=o,  »»+/?« 4- 1=0,  «*+rx  +  i  =  o. 

Mehrere  Blit&eilnBgen  au  machen,  Terhietet  jettt  die  Beacbränkt- 
heit  des  Raua»,  Daas  aber  die  Tarheigebonden  AndooMugon  an 
viel  fachen  fernem  Entwickelungen  Veranlassung  geben  können, 
liegt  dentlicb  vor  Augen.  VorsQglich  würde  es  n^rlich  auf  die 
Aumudung  allgemeiner  Geaetne  aakomnen,  nnd  swar  nmtiehst  auf 
eine  völlig  allgemeine  Entwickelnng  der  Gleichung  des  «ten  Gra- 
des, durch  welche  bei  einer  gegebenen  Gleichung  des  2*ten  Gradea 
die  Hülfsgrösse  m  besimmt  wird.  Ohne  Beweis  giebt  Euler  a.  a. 
0.  die  Co^GdeiiteB  der  mni  ersten  Glieder  dieaer  Gleicbing  nof 
folgende  Art  sn: , 

!;  —jii  B  —  mi—C+{m  —  l)Ji  />  — («  — S)Ä  +  2^~-'; 

f.-(,_4)/>-«-t"-ftp^^-'^"-*^t>.-»). 

.    n(H-S)  (,  — 6)(«t-7) 


Auf  jeden  Fall  scheint  eine  neue  ünte rauch nng  dieses  Gegeustandea 
Dnd  der  obigen  Aufgabe  über  die  geometriscbes  Beiben  wunscbetw- 
werth  sn  sein.  G.  . 
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XXIII. 

CDtersncfanDg  der  trisonoqietrlscben  Relationen 
des  geradlinigen  Viereclies. 

Voti4ui 
Herrn  Prof.  C.  A.  Bretsehneid«r 

in  Gotha. 


Süd  in  eis«r  Bheoe  vier  beliebige  Punkte  ^,  B,  C,  B  (Tnf.  III. 
Fig.  I.)  gegeben,  von  denen  nie  mebr  als-  swei  in  derselben  Ge- 
raden liegen,  so  wird  der  Inbegriff  der  lecbs  geraden  Linien, 
welelte  darch  diese  Punkte  gelegt  «erden  könneai  ein  Tollstäa- 
digea  Viei'eok  genannt,  und  die  gegebenen  Punkte  Haupt* 
acKen  dewelben.  Je  twei  jener  Geraden,  welelie  keine  Buupt- 
ecke  geHein  liaben,  beiwen  Ga^eniteiten  des  Viereckes,  ihr  von 
den  Hanptecken  veracbiedener  Dutcbachnittspunkt  ein  ingeordne- 
ter Pnokt,  nnd  der  in  den  letsteren  von  den  beiden  Gegenseiten 
E bildete  Winkel  der  cbarakteristiscbe  Winkel  dieser  Seiten, 
bat  deanaeh  jedes  vollständige  Viereck  drei  Pasre  von  Gegen- 
itutaa:  AM>  nnd  BC,  AB  und  CD,  und  AC  nnd  BD;  femer  drei 
ao^ordnete,  Punkte  E,  F,  G-,  nnd  drei  charakterische  Winkel:. 
ABB,  AFB,  und  HGB.  Ferner  sollen  die  drei  Verbindungslinien 
je  aweier  der  angeordneten  Punkte  zugeordnete  Seiten,  das 
von'ikneu  gebildete  ßreieck  augeordnetes  Dreieck  uud  die 
Winkel  des  letsteren  zugeordnete  Winkel  genannt  werden, 
wihr«ud  dagegen  die  durch  die  Uanpteeken  gebenden  Geraden 
Bauptaeiten  und  die  von  irgend  sweien  derselben,  gebildeten 
Winke)  Hanptwiukel  heisaen  mögen.  Zwiscken  den  Baupt-  und 
■ugeonlneten  Punkten  oder  Ecken  Gndet  übrigens  der  wesentliche 
Dntemcbied  slntl',  daas  in  den  ersteren  sich  immer  drei  Hauptsei- 
teo,  in  den  Ictateieü  dagegen  nur  iwei  derselben  schneiden. 

Verbindet  man   die   vier   Hanptecken   eines  voDständigen  Vierr 
eckea  durch  einen  stetigen  Zug,  so  daaa   keine  derselben  übergan- 

fen,   aber  auch   keine   swei   Mal   berührt  wird,  so   lassen  sich  da- 
nrtb,  in  welcher  Ordnung  auch  diese  Funkte  auf  einander  folgen 
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möreD ,  docli  immer  nur  zwei  Paare  toq  Gegenieifen  beBcbreifaen, 
wäbrend  dua  dritte  Paar  siets  auifällt.  Kine  aolchQ  vieneitige  Fi- 
cur  neoDt  mUQ  ein  einfuciiea  Viereck;  die  vier  durch  den  ste- 
tigen Zug  erhaltenen  Uauptseiten  werden  oan  apecieil  Vierecka- 
seiten,  dat  nicbt  erbaltene  Paar  der  Baoptieiten  dagegen  Dia- 
froDOlen  genannt,  Kndlicli  beissen  die  vier,  von  je  zwei  Seiten 
des  einfachen  Viereckes  ffehildete^,  Winkel  apecieil  Vierecks- 
winkel; diejenigen  acht  Winkel  binftegen,  welche  von  einer  Dia- 
gonale und  einer  Viereckaaeite  gebildet  werden,  mtigen  die  Be- 
Denuung  Diagooslwinkel  erbalten. 

».2. 
Die  voUitändigen  Vierecke  »er&lleo  nach  Verschiedenheit  der 
gegensei tiifen  l'age  der  Ränptecken  in  zwei  wesentlich  verschiedene 
Claasen.  Haben  näniich  die  Hanplcckea  eine  solche  Lage,  dus 
jede  derselben  ausserhalb  des  voa  den  drei  übrigen  gebildeten  Drei- 
eckes lie^t,  (wie  dies  in  Taf.  III. Fis.  l.  der  Fall  ist,}  so  wird  der  eine 
der    zugeordneten   Pnukte,    nämlicn   E,    un  mittel  bar   durch    die 

'  XU  ihm  fcehörigen  Benpfaeitea  |ebildet,  die  beiden  andern  dagegen, 
/"  und  0,  entstehen  erst  durch  die  Verlängerung  jeder  von  bei- 
den za  ihnen  gehörigen  Bauptseiten,  oder  kürzer  ausgedrückt:  v«n 
den  zugeordneten  Punkten  liegt  nur  einer  ii^^i'^slh,  jeder  der 
beiden  undereo  ausserhalb  der  vier  Uauptecken.  Haben  dagegen 
die  letzteren  eine  solche  gegenseitige  Ijuvc,  dass  eine  von  ihnen 
innerhalb  des  van  den  drei  nndereu  genildeten  Dreieckes  liegt, 
(wie  dies  in  Taf.  111.  Fig.  2.  der  Fall  ist,)  so  muss,  nm  die  zugeordneten 
Punkte  zn  erhallen,  von  jedem  Paare  Gegenseiten  nur  die  eine 
verlängert  werden,  so  dass  jeder  dieser  drei  Punkte  iaaerhalb 
zweier  Hauptecken,  aber  zugleich  auch  ausserhalh  der  beides 
anderen  Haapteckeu  liegt. 

Sucht  man  jetzt  die  aimmtlichen  ein^hen  Viereeke  anf,  irelebe 
in  dem  vollständigen  Viereeke  der  ersten  Claaae  enttiBltea  aiad,  so 
bekommt  man  eritena  das  gewfihnliche  einfoche  Viereck,  ABCDA^ 
mit  vier  hohlen  Winkeln^  sodann  aber  zwei  sagenauvte  Qhei^ 
schlagene  Vierecke,  ADBCA  nnd  ABDCA,  mit  swei  ballten 
und  zwei  erhabenen  Winkeln.  Diese  einfwchen  Vierecke  solten 
im  Folgenden  durch  die  Benennung:  einfachit  Vierecke  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Form  unterscbieden  werde*.  G« 
ist  bekannt,  dsaa  die  Winkelaiimme  in  den  Vierecken  der  ervten 
Form  4  Rechte,  in  denen  der  zweiten  und  dritten  Form  hiagcgei 
8  Rechte  beträgt. 

Werden  dagegen  auf  gleidbe  Weise  die  einfachen  Vierecke  be- 
stimmt, welche  in  der  zweiten  dasse  der  vollatändigen  Vierecke 
enthalten  sind ,  ao  werden  zwar  ebenfalls  ihrer  drei  gefnnden, 
ABCDA,  ADBCA  und  ABDCA-,  allein  sie  sind  aftmmdieh  nur 
von  einer  nnd  derselben  Form,  indem  jedes  von  ihnen  drei  hohle 
nnd  ein^n  erhabenen  Winkel  enthält,     Diese  neue  Fem,  derea 

.  Winkelsumme  jederzeit  4  Itacbte  betrUgt,  soll  künftig  als  ein- 
faches Viereck  der  vierten  Form  bezeichnet  werden. 


die  der  ersten  ond  vierten  Form  als  Vierecke  erater  tiattnno;', 
die  der  zweifen  nnd  dritten  Form  hingegen  als  Vierecke  «wei- 
ter Gattung  zusamnenfassen. 
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Die  '%achfot(;en4«ii  CBtersuhun^iep  wardeo  sicli  auucbliess- 
licli  auf  die  TollBtändisen  Vierecke  erster  Clsase  gründen ,  und  so 
WFtt  Hie  ein  eiafachei  Viereck  in  Betmchlnnf;  Hchen  milssen,  g^eta 
das  erster  Kam  zb  Grunde  lehren.  Die  so  enlniekHlen  Formeln 
werden  theils  die  Vierecke  der  drei  übri^n  Pornen  unmittelbar 
nrnfVoien,  llieils,  wo  dies  nicht  der  Vull  sein  sollte,  uuf  diesel- 
ben leicbt  Kbergetrogen  werden  kflnnen.  Gm  endlieh  die  Vor- 
zeichen in  den  Formeln  fainlänfflich  ttestinnien  zn  können,  soll  in 
der'zn  ßmude  p;elegten  CuDitmktion  (Tof.  III.  Fi^.  1.)  die  Hanjiteck« 
j4  ,  auf  deren  vorwärta  verlKngertcn  Schenkeln  die  zngeordneteD 
Bnnkle  J'*  und  G  liefen,  a'ls  erste  E.Tke  nngenommen  und  dabei 
festgesetzt  werden,  daas  die  Summe  der  l]au|itwiakel  BAD  ood 
BCD  kleiner  als  2  Rechte  sei. 

♦.3. 
M»D  fnb»  »luaiiehr  folgende  BezeichDong  eioi  IJ  iiir  die  Sei- 
ten und  ihre  ferläog^rnnge«  und  Abs^lioitte: 

AOtxo,    FO^a^i      ABm=l,    OBmiA, 

BC=a„   FC^at,       C/»  =  *„    GCs=b^ 

ACzicK,     ASkai), 

ffD  =  e„  DE^c^ 

,2)  für  die  charakteriBtischea  Winkel: 

AFB  =  A,   HGD=B,   AEDi=.C, 

3)  Air  die  HaBptwinkel: 

ajD  =  i,ai>),    AhC=iaö,},  CADi^(ac) 
BCD=ia,^,),  A^C=(a,6),  'cBD:={a,c,) 

,  u.  B.  w.  so  dasB  jeder  Hanptninkel  durch  die  ihn  einseht ieasen den 
Seiten  angedeutet  wird  ^ 

4)  für  die  zugeordneten  Sdten  und  Winkel: 

GE=^a,         FE=ß,  FG=sy     - 

GFE=(ßr),  FdE={ar),  FJ^G ^(aß)! 

5)  Femer  Bollen  die  von  drei  Hanptecken  cebildeteo  J>reiecke 
Banptdreiecke  heissen  nnd  ihr  Flacbeninhart  in  nacbstehender 
Weise  bezeichnet  werden: 

ABD=T^,  ACB=T^ 

BCD=  r„  ACB=  T,; 
dagegen  mögen  die  von  zwei  Hanptecken  nnd  einem  zugeordne- 
ten Punkte  gebildeten  Dreiecke  Nebendreiecke  beisseD  und,  da 
et  ihrer  12  sind,  dnrch  ein  T  angedeutet  werSen,  dem  die  Hanpt- 
seile,  auf  welcher  das  Dreieck  steht,  nnd  die  Nummer  des.  znge- 
ordneten  Punktes  in  seiner  Spitze  beigesetzt  ist;  wobei  man  die 
Punkte  F,  G,  E  beziebunnweise ,  als  eraten ,  xwuten  und  dritten 
Punkt  betrachtet.    Demnach  wäre  z.  B^ 


.A.OOt^lC 


AED=  T|^  ABFi^  Tu,  BDG=  r«,,  ■.■.w. 

«)  DcH  FliekeBiobsIt  dca  sa^MrdaeUB  Dreiwkn  -fi/*«  wallea 
wir  mt  Ä  keseichBea;  da««!  Mllen  4i«  FlickeaiMksU«  der  ia 
Tat  UI.  l'ig.  1.  eatfcaltcnf»  raibckea  rnneke 

ABCDAs^zF,  ABBCA=: F;  ABD€A  =  F- 

gcaetzt  werden.     Hit  Bülf«  dieser  Beseicfcnang«B   nnd  BeaeBaHB- 

g»,  deren  ZweckwUrigkeit  lichdarch  du  Nacbfolgende  recht- 
rligen  wird,  Itönneu  nnaaekr  die  triEonsaetriKkea  BelfttitBc« 
des  follitändigen  Vierecke*  leicht  nad  ülwnichüich  entwickelt 
«erden. 

».4. 

Jede  HsnBtieile  g«kKrt  ab  Vierecluaeite  ■«  xwei  einbckaa 
Tierecken,  nnJ  all  Dreieckseeite  so  iwai  H&uptdreiecken.  Nan  iat 
aber  aus  den  Eleaenten  der  ebenen  Trigonanetrie  nnd  Tetrago- 
noaetrie  bekannt,  dan  jede  Seite  eine«  ^eradtinigea  Drtiecfcs  gleicb 
derSnane  der  anf  lie  bezogenen  Projektionen  der  beiden  ande- 
rea  Dreiecluieiten,  nnd  da»  jede  Viereckateite  gleicb  der  Saaae 
der  anf  lie  bezofreaen  Proiektienen  der  drei  ibngen  ViereckMei- 
len  iat,  gleicbTicl  Ton  wclcker  Ponn  da*  Tieredi  ist;  also  wird 
KOT  3rd  erst: 
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WvnleD  diue  6  Gleicirnngeii  besiehuiipweiBe  mit  aa,^£,cC| 
■altipliärt,  ao  erhält  tun  linker  Hsod  die  Quadrate  der  Haopt- 
niten.  Je  iwei  denclbeu  sddirt  nud  nit  einer  eDtspTecheodep  dnt- 
teD  verglicken  geben  die  Anadrncke: 


Dli-izcc^AaIO^^Ic 
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0*    ^6e  eoB(te)  +  d,c,  cos(£,(;,)+ M,  eoa  ß  —  ec,  e9*  C 

=  **+«,'— *fe,  CM  (*«,)  =  *,*  +  «»  — S*,e  CO«  {&,€)] 
a,*^ie,  cos(^,)  +  A,r  cos  (^,£)  +  £J,  coa  0 — cc,  cowCi 

=  *»  +  c>— 2*Ä  CM  (Äe)  =  «,»  +  «,»—**,«,  cm(£,c,)I 
*'    ;=«;  coB(««)  +  «,e,  cM(«,c,)  +  0r,  «o»  C — «ia,  coi^ 

^«»+«,»  —  2«e,  cu(<H!,)^ «,*+<;* — 2#,e«ii(<*,c)l 
,  i,'^:=iae,  CM(dc,)  +  a,e  coK(0,e)  +  «(!,  eoiC^— «m,  conJl 

^«*  +  c*  —  2<rc  cm(«c)=S«,'^-c,'  —3«,«,  cos(«,e,H 
c*    =a6  eoa{^)-+,a,6t  cw(«, £,)  +  ««,  cos^-'J^t  cm^I 

=  0*  +  ^,*— Soi,  CM(«^,)^a,>H-^  — 2«,&coa(a,&)| 
f,*  ^ffÄ)  coa(aii)+a,6  coa(a,A)  +  am,  toaji—M,  toaßj 

=r  fl»  -I-  i*  —  2a6  cob(«£)  =:«,*  +  Ä,»  —  8«,i,  cos («,ä,) 

Denanch  kdnneti  Jede  zWei  Gegenseiten  anf  ilret  verschieileite 
Arten  sus  rier  übrigen  HauptaeiteD  and  den  6  von  ihnen  gebilde- 
ICB  Hanptwinkeiii  tfefubden  Werden,  PUbrt  maB  endlich  noch  drei 
HüirBgrÖgsen  d,d,o,  ein,  so  dnss  man 

<f,*^£rcos(£cH-^i  cos(^,}4-&,c  Cos(i,it)-M,«,  cM(fi,c,)i 
it*:=aecoa{ac}-i-aei  tQB{ac,)-+-a,ccoa{ti,e)-i-a,c,  cob(«,c,)|  3. 
4,'^a6e<M{a6)-t-4i^,  cos(<ri,)-t-(i,£«oa(»,A)-Hi,/,  GoB(a,£,)} 
kat,  so  ergiebt  sich  auch  lochi 

,*,*:=*•-+-*,*  — 2W,    cos  Ä  =  e>  +  e,'+a«:,    cos  Cl 

'    J.'^e'-l-c,»  — 2t«,    coa   C^d»  +  <f,'  +  S««,  coB^I  4, 

i.»  =»'  +  «,»— 8«a,  cos  ■*  =  Ä*  +  *,»-4-aM,  cosä) 

♦.  5.    . 

Die  geoaietrische  Bedeuinnr  der  Uülfsgrösten  ^i^t^  ergiebt 
sieb  sofort,  wenn  man  die  AasdrücLc  Nr.  4.  eonstmirt.  Man  ziehe 
nämlich  Tuf.  III.  Fig.3.  ms  in  Usapteälre  «  die  Gerade  OX^C 
und  verbinde  ß  und  X  durch  eine  Gera'le,  bo  ist  ßA=^,.  Zieht 
man  ferne»  aus  ß  die  Gerade  ßM#-4C  ani  verbindet  tf  nnd  i^, 
so  wird  die  Gerade  BM:^S,;  -und  HiBClit  inoii  BP-^  Aß  und 
ßP^JB  nnd  verbindet  C  nnd  P,  bu  ist  die  üenAo  CP=i=  i,. . 
Diese  CoDStruktion  leigt  erstens,  duBS  die  Hiilßigrössen  J,(^,<f,  die 
dopuellen  VerbloüuagBliaiea  der  Mittelpunkte  Je  iwcier  Ges;eiiBeileli 
sind,  und  zweitens,  dasi  sie  sich  sämaitticb  m  einem  nna  desuel- 
ben  Punkte  schneiden  und  gegeoieitig  Lulbiren  HÜisen.  Bezeich- 
net man  von  den  Winkelu,  welche  je  zwei  der  Linien  Siä^o,  mit 
einander  an  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnitts  punkte  macheB, 
diejenigen,  die  den  Seiten  a  6  c  gegenüberliegen,  bexiehnngaweise 
■it  ('^ii)  (t^ii)  (''i]))  ■"  '"''  i"^"  noch; 
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4c»  =rf,«  +  *,»  — M,d,  COR  (*,,)[ 
*».*='.'  +  ^.*  +  W,rf,  CO»  (*,,)( 
«,»=V  +  J.'  +  W.tf,  «Ol  (J,,)|  , 
4c,*=^,*  +  J,*  +  3^,d,  cos  (if,,)' 

Aus  den  biihei  gefuBdeDea  PorHelo  ergflken  aitk  nun  durch  iwcck- 
mäwige  Verbtadang  4«nelb«D  folgwde  oene  AusdrQcke:    - 

*,«+*.'=*(«*+«.')) 

Deaoath  ist  in  jedem  vollBtäadigeu  Vierecke  die  doppelte  Summe 
der  (tvftdrnle  Ewaier  Gegeoieiteo  gleich  der  Sänne   der  Quadrate 
der   duppeltea    VerbinduDgiliDiea   iwiscbeo    den  Hitlelpunkten    der 
beiden  «Bileren  Paarfl  van  Geffenseitea. 
Unnitlelbar  ergietit  aicb  bieraua: 

J,*:ä  —  «* — «i*  +  i'  +  i|'  +  c'  +  Ci' 
■*,'=       «•+#,»  —*»  —  Ä,»+c»  +  «J,'  j 

rf,«=:       «»+«,»  +  **■+-*,»  —c'  —C,'  j 

2(c«+,e,»  +  «»+«,')=   *,'+M,'+  d.»     l 
*(«'+«. '-!-*»+*,')=  J.»+  rf.'-t-M.»     ] 
5,  *  H-  *,'•!-  rf,  *  =■«'  +  «,  *  +  i*  +  Ä, '  +  c"  +  c, » 

invelcbes  die  bekanntea  vöQ  Buler  {cefnndeneu  SUlse  sind.  Für 
dit  verschiede aeo  hier  vorkonneadeD  Winkel  er^ben  aicb  fol* 
geode  Anidrücke: 

ij,*  —  <f,*=4««,  cos  ^,  «,' — a'  =  d,i,  CO!  ((),,)  1 

,*,»  — rf,*=4M,   OM  Ä,  *,»  —  &'=^ä,d,  coa  (*,,))  8.    ' 

d,* — S,*^4cci   coi   C,   c,' — <;*  =  J,J,  cos  (J,,))    , 

«»-!-«,»=*'  +  *,*— 2cc,  cus  C^«»H-c,»-+-2Ä*,  cos  Aj 

Ä*  +  4,*^c*  +  c,*  — 2«a,  cos j/=«*  +  «,*  +  2«r,  cos  Cr 

C»  +  «,»Ä=»»+«,»— 2W,  GM  A^fl'  +  £, *  +  %»«, coa^j 

O  =  «0,  cot  A-i~M,  coa  ll  +  rc,  cos  C  ] 

Ferner  ertiUt  nun  dircb  Addili*n  Ton  (2)'u»d  (^  and  sebfirlffe 
SubstiUrtio»  mn  (1)  die  Gleichingeii: 
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d*    +*,»  =  *'    +©»,  +2£iC,   cos  <£,c,) 

=:*,»  +  «,»+**C      GOB  (to) 

<»,»  +  i.»=sÄ»    -f.ff,«+2*,«    CDS  (i, ff) 

Ä*    -t-iJ,'^c*    +«'   +8«,fl,  CO!  (a,c,) 

=:«,*+«,*+2<k;  COl(<M))  l 
^1* -t-'i*=£i* +0*   +2ei>,     cos  («jc) 

^«'  -f-«,»+l»o,  coi(0eiH 
r*    +rf,'  =  «*   +Ä'    -4- 20,^1  coa  («1^,) 

=s«,'  +  *i*  +  8»*    cob(«ä)   I 

=  M|*  +  S*   +Sad,  coi(a£,} 

Sibd  daher  die  9  Cenrden  <M,M,«c,if,(t^,  gegfeben,  m  iMaw  licb 
BUB  je  Bechaen  von  ihuen  immer  swei  HauptwiDkel  findcB.  Sind 
die  flau{itBetten  allein  gegeben,  Bn  reichen  dieae  hin,  alle  drei  cha* 
rakteriiti sehen  Winkel  an  berechnen;  sollen  hingegen  die  4  Fier- 
eckswinkel  irgend  eines  einfachen  Viereckes  geninaen  werden ,  so 
mnss  ansser  den  6  Hanptseiteo  anch  noch  eine  der  Gritsaen  ä  und 
'awar  diejeoige  gegeben  sein,  welche  in  den  Diagonalen  dieses 
Vierecke«  gehört.    Demnach  ist  also  ■.  B. 


CO«  -4^  — 

„         ••  +  «,»  — C'  —  «,»  '.'  — 'i'\  11 

""  ^^ ^ "-^  —  tbiy         l    "• 


COB  Y?= 

und 


j'-t-t,'  — a*— a 


C0B(a«)::= «-jjJP 1-,  coB(gA,)=  '3^/ 

co«(a.Ä,)=— |t-^-j^ ,  coB(a.^)=  *^  *^J i- 


♦  6. 

Neben  den  in  f.  4.  unter  Nr.  1.  x^Banraengestellten  Fnndaven- 
talgleichnngen  giebt  es  aber  bekanntlich  noch  eine  iweite,  in  weN 
eher  die  Sinusse  der  Winkel  vorkonmen,  ond  die  gewohnlicb  un- 
ter der  Form:  0  =  m  sin  -/*+«  sin  Q-hp  sin  R  für  das  Viereck, 
■nd   m  sin  P^m  sin   Q  für  das  Dreieck,   dargestellt  wird.     Der 

Kurse   halber   aollen   im  Folgenden  beide  gleich,  r 

werden;  dies  giebt  die  AuBdrücke: 
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a  ain  {mci)^i    BiB.(fa,>:=e    mb  C—'a,  Bin  («iCi) 

^«      HD    C  —  6i    «O  (^1«,) 

A  na  («c)    =:^,   ain  (j,«}^«,    Mn   C—Oi   ün  (a,<;) 

'  ^0,   ^B  C— £    rin  (de) 

«  um  (a6i)^C     ÜB  (£,c):=:&    MB  tf+«>,  »n  (a,^ 

^£    Bin  Ä-4-«,   ÜB  (*,e,)\ 
.0  aia  («i)  ^«1   NU  (^,)=sA,  nn  ^•^#,  »■  («i^^ 

=  2,  sin  3-t-c    riB  (fe) 
&  BiB  («,j)^e    «B  {aiC)=sit    bIb  A^b,  ais  («i^i)| 

^«    Bin  ^  +  01  aiB  («iC|)| 
j  ÜB  («^)   =3e,    aii  (»e,)  =  «,  hb  Ari-ii  wb  (b^i) 

s:=a,  aiB  ^+c    Bin  {«e) 

.Huftiplicirt  Ban  dieafl  bccIib  Gleichan^eB  ihrer  Ordonng  nncb  mit 
den  GrdBWB  (;,'rj,2a,«,  bo  «rbilt  hsb  durcligini^  iit  Fradakte 
je  zweier  Haoptaeiten    in ,  Jbb  Sinna    im  «innBcEloaBeBen  BaapU 


'  dukte  die  entepcecfaenden  Fl&cfaeDränaiB  gesetzt  und  zagleidi  die 

BeseicliDungen  * 

w,  ala^sSiF»'. 

,    Ä«.   Bin  ß  =  2F'iu. 

ee.    Bin  C^2r  ) 

eiDgefillirt,  HO  ergiebt  aich  bei  gefcSriger  VergletehiBg: 

/"  =  r,  -  r«  =  r,  -  T.j  IS. 
F"=  r,  —  r,  =  i*«  —  r,) 

Ana  dieien  Gleicbaogen  folgt  Bnatittelbar,  daia-die  Gröaaea 
FF'F"  die  FllcheniDbohc  der  einbehen  VieMcke  enter,  nreitar 
und  dritter  Farn  sein  wiaaeo,  nad  ein  Bück,  auf  Tb£  lU.  Fig.  >. 

giebt  UBMitlelbari 

Dreieck   BCP=F"^=\Miy  ain  ^=:^if,J,  sin  (J.,)\ 
Dreieck   BCPz=F'  =\M,    ain  Bssi^d^i^  ün  (j,,)|  16.    . 
Dreieck />/rV=  JP  :=i««i    *>>>  C'^ss^^d^  «in  (d,,)i 

Durch  gehörige  Verbindung  der  Aaedriteke  ia  (14)  and  (H^  findet 
■lan  noch  die  Werthe; 

#• + /"  ^  r,  -*-  T,,  F — F'^  T,  »4-  r, 
F'^F^ssT,  +  Tt,  F  —F^TssTt-^-T^ 
F'+F"=  r,  -  T„  F'—F*'=!  T,  -  T, 
ingiekhen 
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ST,  =s*'H-#"+/" 

sr.=/'— #"+i"| 

2T,^F  — #"—/*" 

♦•  '■ 

Wie    wir    bisher  ReUtionen    zwiachen  den  Seilen,    iogleicbeD 
.    BwiseheB  de«  Teracbiedeaen  FläebenrfiuHen  tuMaiBen^;Mtelll  habeUj 
■o  Imw»  ■ifli  Boch  RelationeD  iwiBchen  den    venchiedeDen  Win- 
kelu  Migebeo.     Zu  den  Bade  setze  man : 

(•»j  +(•.«.)=»  ] 

(«e,)-(o,c)  =»'[l». 

(fc,) -(«..)  =♦-' 
'  sa  ist  znvttrdent  klar,  dasa,  wenn  ^I^ISO"  wird,  ^  und  tf>"^0'' 
werden  mais,  wesbalb  denn  unter  allen  tJaiBtändfta 

y-^y'-f.^  =  180'  (20) 
ist.  Auch  zeigt  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  I.,  dass  ip  die  Sqmaie 
aweier  se gen iiberl legender  RnuptAinkel  im  einfachen  Vierecke  der 
ersten  Forra,  3W +  «/>;'  and  360° +V^  hingegen  dasaelbe  Tdr  die 
einfachen  Vierecke  sweiter  und  dritter  Fona  ist.  Mit  Hülfe  dieser 
drei  Winkel  nun  so  wie  der  drei  charakterialUcben  Winkel  des 
Viereckes  können  alle  12  Hauptwinkel  auf  folgende  Weiae  auage- 
drückt  werden: 

(«;)=9(>°— J(^-»-C+^),     (fc)=i(Ä+C— f')  — W     l 

(«,«)=90"'— i(— ^+C+y),  («,e)=90<'— i(Ä— «H-vS    ) 

Bi  sind  daher  allgemein  in  jedem  eiofochen  Vierecke  die  vier  Vier- 
eckswinkel bekannt,  wenn  die  SnniDie  awerer  gegen  hb  erliegend  er, 
und  die  beiden  zu  ^cb  Viereckjieiten  gehörigen  ebarakterisliiehen 
Winkel  gegeben  sind.  Hit  Hülfe  dieser  Ausrücke  lassen  sich  eine 
■ngemeia  grosse  Haaae  tob  Kdalioneu  xwischen  den  einzelnen 
Winkeln  dea  vollständigen  Vierecke*  bilden.  In  Folgeaden  solleii 
einige  derselben'  sasaniaen gestellt  werden ,  da  wir  sie  späterhin  in 
Anwendung  bringen  ■tuaeu. 

««(ffÄ)coB(«,i,)+MB(flÄ,>   eoB{aii) — -i-mmp—eoiJeiuBi 
tat{a6)co»(a,6)  -H;oa(«,Ä|)co8Xa*,)=r  — cos^-l-coiy  cosfiJ  23. 
cos(«*)cos(«Ä,)  +«>8(«,*,)co»{a.ii):=-|-cosÄ— coiipeoi^) 
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MB[mi)B\n{»i6)  -HsiD(s,£,)>in{«rJ,)=-H:OB^-H:Dfly  OOB0)  34. 
*ia[ai)ain{ti6,)  +■!■(«,&,)  sin  ((i,£}= —coBff—coiiff'coi^V 
COR  {ai)  CM  {a,&,)  —  eoi  («£|)     Wb  («,ä)=  — ain  ^  ün  ifl 
COB  (rnH)  cot  («,^)    — COB  (0,^,)  eva  (a^,)  =  — aio  i^   sin  ifj  35, 
cos  (al)  COB  (a^,)    — cob  (o,£,)  cos  (a,£)^  — iin  ip  sin  ^' 

'    ■.  B.  w.     Ni«int   naii   bingeKen   linker  Hand' inner   aar  die   B'ilf- 
^teB  der  Hauptwinkel,  lo  wird: 

cua  j(«A)  CO«  Ha,&,)  —  cos  Ko^i)    cpb  i{a,ii)  l 

=  MB  j^  —  siB  1^  COS   l^i 

CDS  Hat/)  COB  {(«i'^)  — cos  i(a,t,)  cos  i(«^,)  1 

^bIii  j^^-r-COB  j^  COB  jtfl 

cos  i(«^)  CO«  i(«£,)   -—cos  j(«|dt)  COS  y(a|j)  i 

s:=coB  ^B  —  coB  ^ifi  tin  |^' 

■iii  j(aÄ)  sin  j(m,j,> — Bin  i{ä6,)    sin  |(«,£)  V  . 

^coa  j^-f-sin  ^^  cob  {ßi 
■in  4M)  ein  ^«/)  —bIb  j(«,£,)  stn  {(•&,)  I 

^■in  Y-^  +  coB  |y  cos  iBl 
Bin  ^a£)  sip  i(a^,)   — ain  j(a,£|)  sin  4^0,^)  I 

=  coB  ^-i-coB  Jip  sin  J-^/ 

eoB  j(«£}  COB  |(«,£|  )^C0S  1(96, )     COB  j(<B,4)  ^  CBS  ^^  BID 

cos  j(r»i)cos  j{0,$)  -l-coB  j(0,£,)'COB|(04,)=;sin  ^^  sin^ff! 
COB  j(a£)  COB  j(a£,)  +c«aKa,£,)  coa  j(0,£)^BiB  |ip  cos|j4 

u.  s.  w.  Wollte  noB  nlle  nSgüchen  CombiDationen  der  vorll^en- 
den  Gattunft  anter  dett  IS  Bauptwinkeln  entwickeln,  ao  würde  dies 
72  verschiedene  Hygiene  tov  Ansdriicken  geben,  deren  Jedes  soa 
drei  einselnen  Uleichnngcn  bestände.  Es  lobnt  jedock  nicbt  der 
Hübe,  nehr  von  dieMn  (-'ormria  bier  nufBambren,  da  Bie,  sobald 
■an  ibrer  bedarf,  «BS  den  GUicbiHgeii  (31)  und  (32)  unnittelb«r 
gefunden  werden  köniico. 

».8. 
Nacb  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nnn  daiu  übergebeD, 
andere  verstektere  Relationen  awisalieo  den  Bestandtbeilen  des  voll* 
stüdigen  Viereckes  aufcusucben,  tu  welcbem  Ende  wir  fulgendeB 
trigononetriacbe  Tbeoren  vorausBcMcken,  das  wir  an  einen  andereo 
One  <H.  B.  Kr.  XIV.  in  2.  Hefte)  näber  entwickelt  und  begründet  baben. 
Sind  näniicb  Jimi*  die  drei  Seiten,  KMJV  iie  ihnen  gegennberliegCB- 
deB  Winkel  und  @  der  FlScbeninhalt  irgend  eines  beliebigen Dreieutea, 
Und  werdrii  Tür  ein  iinilcres,  ebenfalls' ganz  beliebiffea,  Dreieck  die* 
selben  Grösaen  beiiebuBgsweiBC  mit  it,«i,M,  A',itf,A^,9,  bexeiebnet; 


..bot^lc 


■o  Baden  für  ita  Fall 
chuBgen  sl«fl: 


as6 

4aia  m  =  u,  ist,  ■*•*■  fo^fCBde  GleU 
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99  :ssA,m  an  McM  M,-t-Jtm,  cm  K,  na  M  \ 
^JtJt,   sin  M  CM  Jf,  -4-«M,  sin  ÜT    eos  ÜT,/ 

39,  =it,M  coB  JTaiB  Jf,+«M,  lin  JiT,  coB  JT  (      ' 
^4A,   coa  ^ Bin  Jf,  +  «M«)  CM  Jf    rinJiTJ 

«-».     . 
Die  ToratelietideD  Awdrfick«   geitetten   nun  eine  Knaittelliare 


«»/,»  =  »•*»    +«,»*,•— 2»«, W,   eos  ip' 
c,y,*  ^B*Äi* -l-«,*Ä'    — 3aa,M|  cos  ^ 


«•'■ 

•=••«•  +.,'«, 

•+S.«.,«,  c«i(^+Ä) 

«,•<>, 

=;.•«,•+«,•«■ 

H-S«.,«,  CO.U  — «)l 

«•■1, 

=«»«,»-1-  ***. 

■+&«,«,  .0.  (^H-»)| 

«A. 

=«••.•+  «•«, 

■  +  i»,M,  c»M-*) 

d!«  vi«r  GrSssen  /i/tftxV*  bestinaen    sieb  dnrdi  folgend«  Glet- 
ehüBgen: 

/,  »=S«»-|-«,  '+2Mt,  COB  (C+y)=*»-+-Ä, »— 2W,  CO!  (C— VO 

^,>^«*  +  £*    ^3««     COB  [(fe)    —{ac)\ 

=  «,'+.«,«— a«,<5,  «OS  t(*,«)  — («,e)| 
"V  =«»  +  «,*— 2«*,  COR  [(«;.)  — (*,c,)l 

=  »,■-+-4»   — 2«,Ä    co^  [(^J  — («,e,)| 

Die  geometriscbe  Bedentiiiig  dieser  HSIfsgrÖMen  ist  foleeode.  Denltl 
■an  sieb  (Taf.  III.  Fig.  4.)  in  dem  einracben  Viereclie '«£<*,£,  die  bei- 
den  aber  der  Dikgonale  e  stehenden  Seiten  6  und  a,  mit  einander' 
Tert«ii«cbt,  so  eraält  nun  ein  neues ,  Viereck  tob  der  Ordnang 
aa,6l>,.  In  diese«  ist  die  ein«  Diagonale  e  unverändert  geblie- 
ben; statt  der  anderen  Diagonale  e,  aber  des  urspriinriicben  Vier- 
eckes ist  eine  neue  Diagonale  eatitanden,  welcoe  girich  f,  ist. 
Die  doppelte  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diago- 
nalen e  und  fi  ist  dann  gleich  der  GröBse  <],.  Hätte  smu  dagegen 
in  'Pnf.  ill.  Fig.  4.  die  •beiden  Seiten  a,6,  über  der  Diagonale  c,  wit 
einende  vertanscbt,  so  erhielte  man  ein  neues  Viereck  vun  der  Ord*- 
nnng  «M,Mj  nnd  in  diesem  würden  e,  und  /*,  die  beiden  Diago- 
nalen und  tjt  die  doppelte  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  sein. 
Debrigen«  ist  klar,  dass  in  beiden  abgeänderten  Vierecken  die 
"  "  Ben  jF  nnd  «  ihren  Wertfa  nidit  ändern.  —  Endlich  findet 
mittelst  dei  Tbeorema  Nr.  30.  noch  die  Formeln: 
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X  (—«+•,  4-Ä+Ä,) —&»»,«,  1 
=  l6(/'±/")'-8«»,«*,  c«iMt«)  [35 

».  1«. 

Wendet  nmd  4b8  «Ilgeaieiae-Tbeoniai  auf  dtejeaigeii  Haupt- 
draiecke  u,  welche  aber  den  Seiten  &  und  Ä,  »eben,  d.  b.  setit 
■■B  £  =  »  und  dann  £,^>,  «o  bekommt  man: 


«•«.•=»■«,•+    c 

V,» -^2«ii,«,  cos  <f/i 

*»C,*=3«V»     +«, 

c,'  -•U.,tc,  e.m  *■[  36. 

«,•«,■  f=  ••«,■  +  •, 

■c<    -S»t.«<:.  cai  ^1 

i*i,'  =  a*c'    +«,*«, 

'+%-<,,cc,  c«.  (^-C)l 

4,'J,-  =  .'c,-  +»,•«■ 

+  2«.,«:.  ««.  (.^+C)I 

»•£,•  =  .•.,■+   cV, 

•  +  *»«,«;,  CO!  (..^  — «7)1 

«,■£,■  =  •■•,•+   «V 

•  +  2..,re,  co»M+e)l 

*, »=»'-1-«, '— 2ff«,  coB  (VH-Ä)==c'+<,  *-+-2ce,  coa  (Ä— tp")  > 
*,»=K«"-|-«,*— 2a«,  coi(^— Ä)=c'-H!,»+4ce,  c«s(A-HOi 

t,'=H'-+-<»    —  2äC       MB    ((«Ä)     +  (fe)l  f 

^«,"-»-«,'  — 2«,r,  COB  ((ie,)  -l-(«,*)l[ 

J,»— «»H-c,*— 2«,tf  cos  [(«i,)-l-(*,c,)l  j 

=  «,*  +  <;*    — 2»,e    CO*  [(a,£,)+(£,c)|' 

y»„=('»+<s'.+«— «,)(«+«.— c+c,)('*—».+c-h«,)X 

X(— aH-»,  +c-f-e,)— 8**,w>,  I 

=:16Ji'*  +  8aa,ret  cob  ^'  I 

VertnnBcfat  «an  (Taf.  1)1.  Fig.  5.)  Rber  der  DiagoDBl«  6  die  bvUen 
ViereckBäeitan  a,  und  c,  bb  eniält  man  ein  neaefl  Viereeki  in 
.welchea  b  and  «,  die  Diagonalen  nad  {|,  die  doppelte  Verblndangi- 
itnie  iwiRcbeo  den  Mittdpnnkten  der  letzteren  lind;  vertaiHcht  aan 
dagegen  die  beiden  Seiten  n,  und  e,  über  der  Diaganale  4,,  ao 
werden  b,  nnd  «,  die  nenen  Diagonalen,  und  Ci  die  doppelle  Ver- 
binduDgiliDie  xwischen  deren  Mittelpunkten. 
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♦-11. 

Wendet  mbb  «Dillicb  du  allfteaeine  Tbenrem  saf,  die  Htopt- 
dreieeke  tther  den  Seiten  a  nnd  «,'kn,  ao  ergeben  sieb  Tür  as^H 
und  it,^m  die  Formeln ; 

a'd,'  =  d*e,* +6,*e'   — Wä.cc.  cot  ^1 
•»*,»  =  *»«*   +Ä,V,»+2M,«',  «»(Ä  — C)l 

««^, '=;*»«,'+   c'c,»-f-2Ä*.cc,  co»(Ä  — Cn*'- 

//,»:=C»-l-C,»— 2«r,  COB(^-|-y'):=Ä»-l-«,»4.aiÄ,  COs(ip— ^ 

rf,*=e»-H;,»— 2«,  cm(-<—^)=sä »+*,'+«**,  coB(y+-<)i 
(,»=*»-!-<!»    —Sic     COB  |(«c)    +(«£}]  I 

=  «,'  +  c,»-M,c,  eo«  {(•e,)  +  («ÄJir*- 

t,*  =  l'  +e,*—26e,  CO«  [(o,Ä)-|- («,«,)]  j 

=  *,',  +  c*    —2*,«;     coB  [(ci,c) +  («,£)]/ 

Hier-  entBteben  </,   nnd  t,  anf  die  bekannte  Weise,  wenn  Über  a  in 

Taf.  Hl.  Fig.  6.  die  Seiten  6  nnd  e,   vertanicbt  werden;  bingsf^en 

erbäll   nan   die  Dia^nnale  d^    und   die   Verbind nngBlinie   t, ,   «renn 

Man  nber  6,  die  Säten  a,  und   c,   ren^eebselt     Endlicb   ist  noch: 

yV  =  («+*.+c-f,)  (*+*,— C-+-C,)  (i_*,_j-e-f.c,)x^ 

X(— *+*,-t-«-4-«,)— 8W,<w,  j 

=  Ifti?:*»  +  HM,cc,  CM  y 

=  16(/'=b/')»  — 8Ä*,«!,  cMiB^C) 

^  ,e(r,f*',-^)+J.<*.'-^.'V  - 860,^,  c^iB-C) } 

f  12. 

Von  den  gefundenen  Ausdriiekeo  wollen  wir  nan  snerst  fol- 
gende aBBB«MeBfl  teilen : 

«»«r,»  =  **ft,"+c'c,*— 2Ä«,(Tc,    CO«  f", 
Ä*Ä, *=«'«,' -^V*«,' — iaa,ee,  co«  V' f  ^' 
c'e,' sss«'«i,'  +  ***,* — 2««,U,  coB^  I 
Es   ist  dennacb   in  jeden  eingehen   Vierecke  dns  Quadrat   des 
Produkte«    beider    Diagonalen    gleicL    der   Snaine    der 
Quadrate  der  Produkte  je  sweier  Gegen« ei ten,  vermin- 
dert nui   da«   dopnette   Produkt  sXnnitlicIier  rier  Seiten 
in  den  CoainuB  der  Suan«  zweier  Gegeswinkel.    Dieaer 


t,Cocig[e 


340 

Sxtz  bildet  4eD  PtoleMitechen  Lebnuits  in  Hiier  ^rdatei  Allge- 
■eiDheit;  er  gtU  !■  den  letzteren' Aber,  wenn  y  =  l80*  wird,  wo 
duB  ^=:f^=0°  iijt    Feraer  ist: 

16F»  =(«-4-«,+*— *,)(«+«,— Ä+*.)(<»-«.-l-Ä+*,)Xi 
X(— «-H»,-l-*-l-*,)— 1««».**,  CM'  if  j 

X(— *+*,-l-c-l-c,)— l«Ä*,cc,  COT»  ly  I 

DesDuh  iflt  der  vierfAcbe  Fütcheninbalt  jedei  eiafacbea 
Vioreckea  f^leich  -der  QiiBdretwiirxel  am  einem  Unter-  - 
■  ehiede,  denen  Ninnendns  ena  dea  Produkte  der  rier 
DeberichiiaBe  je  dreier  Seiten  Über  die  vierte  besteht, 
und  dcBBen  Snbtrsbendna  rleicb  ist  dea  Ififacfaen  Pro- 
-dukte  der  vier  Seiten  in  das  Quadrat  des  Cosinus  Ton 
der  bstben  Summe  iweier  Gegfcnwinkel, 

Sind  daber  vier  Seiten  g^reben,  im  daraus  ein  einfacbes  Vier 
eck  XU  bilden,  so  wird  dies  aeu  frSssten  oder  kleinsten  FlXcben- 
raum  erhalten,  wenn  es  betiehnogsweise  ein  SehnenTiereck 
enter  oder  i weiter  Form  bildet. 

♦•  13. 

Ke  Gleieban^n  Nr.  44.  leigen  ferner,  dasa,  wenn  man  die 
Produkte  je  zweier  Gegrenseiten  eines  vollständigen  Viereckes  als 
die  Wertbe  der  Seiten  eines  fferadlinlgeu  Dreieckes  betrachtet,  als- 
dann die  Winkel  ifi  ^  ^'  die  Wickel  dieses  Dreieckes  sein  müisen. 
Wendet  man  daher  auf  diese  Ausdrücke  die  bekannten  TransFor- 
mationen  der  ebenen  Triganomettie  an,  so  erhält  man  sogleich, 
wenn  sur  Abküraung  aa,-^&6,  -i-cc,  =:2«4,  gesetst  wird: 

SM,M,  cos*  iifi  =s«#,  (m,  —  ee,)i 
m»icc,   cos*  |^=#«,  (m,— ££,)>  46. 
66,ee,    cot*  ^ip"^M,  (s«,  —  «a,)' 


L 


taug»  ir= — „,(„,_„,) — 

CM  UV'''~^')_  a^. +<^. 

«in  Hi//"~tf-') ma,  —ü; 

cos  i>f>        ~        ec. 

Die  Gleichung  (4$)  zeigt  übrigens,  dasa  so  lange  nicht  tpsstSO)* 


Dui.tizecbyGoClgle 


241 

Mi, +  M.  ><V,J 

«»,+«:,>  W,|  «. 

MJD  ■fn;  d.  k.  In  jede«  voltitüttdigeti  Vierecke  ist  die 
Soanc  der  Rechteeke  aas  ja  swei  Pasreo  von  Gegeosei- 
tCD  gröiBBr'sN  ima  Reehteak  «us  den  dritten  Paare  der- 
■  elben.  ~~  Wir  woBeu  fismer  den  FlächeDinbalt  des  Dreieckes, 
weleliei  die  GrSnen  mm,  bb^  ee,  tv.  Seiteo  bat,  mit  E*  beieich- 
nea  und  S  Aitt  excentriacbe  Pliebe  des  Viereckes  Dennen,  so 
findet  omh  fit  dieaelbe: 

Xf— ««,+W.-H«>J 
±iP — -.XmaiAbi  sin  ^=\mmyC&,  Bin  y'^^^ce,  lin  y 

^*-^-A*A^'-^-g'c^'    *'Vi*-t-^*ii' — g'c,' 

it  ^  +  oot  V'  +  Mt  ^' 


■"•  •  00t  It  -I-  cot  Ur'  -*-  cot  tt"  ~"  * 


cot  ^'  '  '  cot  (»" 


,  -— }  -> — ■  — ±  . 

— '  ■  eot  l£r'  ' 


Diese  Fliehe  ist  positiv.  Null,  oder  n^^iv,  je  Daehdesi  ^  klei-  . 
ner,  gleicb  sder  grösser  als  180*  ist.  Sie  drückt  demoacfa  sc- 
irissemaasieii  die  Grösse  der  AfcweicbnDg  des  Viereckes  von  einem 
,Sebnen Viereck  aus,  weshalb  der  oben  für  sie  g;ewäblte  Name  nicht 
ganx  abpassend  sein  möchte.  Debrigens  iMst  sich  E  noch  auf 
auhrere  aadere  Arten  audrncken.    So  erhSlt  man  x.  B. 

sui  M  .stn  11  sin  C 

oder  aacb: 
B'=i^ml>  ■^m,bt-\-cf,y    («*  -H«,*.  —  r/,) 

xM  —«1*1  +  ?''.)    (— «*  +«.*.  +  "/,) 

X(«*,  —  «,*   +ei/;)    (—«*.  +  «/   +fi/,)J 
^■^«e  +«iP, +  *»i)      (««   +a,r,  —  Ire,)' 

Xl«e   — .«,e, +  i<f,)     (— «w  +a,e, +  «f,) 

Xfffc,— «,r  +*.«,)  (— »o,H-«,c  -+-Ä,«.,) 
sr^^JC   +Ä,c, +arf',)  '{*c    -!-*,«,— «(/,) 

X(*e,  —  *,«  +»,rf,)  (— Ar, +  *,(;   -^«.rf.)  ' 

IHe  letstem  Gleicbunsi 
das  Viereckes  vom  Sebi 

nach  über  Irgend  einer  beliebigen  Haaptseile  zwei  andere  Baupt- 
Seiten  verwecbseft;  so  dais  hiernach  eine  und  dieselbe  eiceotriscoo 
Fliehe  xu  Aeun  Verschiedenen  Vierecken  gehört 
1M\  U.  18 


Ingen  zeigen ,   dass  das  Maass  der  Abweichung 
Sebnen Vierecke  stets  dtuselbe  bleibt,  wenn  man 
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«.  14. 

Aus  den  in  den  vorletilen  drei  Paragraphen  gefandenen  Ani- 
driickeo  kSimen  nun  eine  zimihilie  S«ht  anderer  abgeleitet  «erden, 
von  denen  indetaeo  nnr  einige  beiapielaseiae  hier  Platz  linden  lolIeD, 
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+    :. 


+ 

s  - 

+  I 
Sl    ^ 

ll 
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tt 


I    ^ 
8.:  I 


I  -  I    ■ 


fr.    Ferner  ei^iebt  aich: 


■  (g-C)_rf,'-l-a,*- 


CM  (ff-t-C)        «f,*-!-«, 


(S5) 


Ä'  +  rf,*  =  (r,«  +  C»,   Ä,  »  +  J,  »  =  (f ,  >  +  C, » I  56. 


..Google  " 


■0  wie: 

=  •»  +  «,»  — 2«,    COB(^— ^)| 

^m^-+m,*  —  tee,  on(B  —  ^}. 
*.'+£,*  =  c' ;*-«,•-*- 2«»,  CM  (V—Ä)  / 

=  «»  +  «,*  — See,    COB(A+^i 

*"+»I,*=«"  +  *,»H-2W,   coafC^^  I 

^l'+S,'  —  iaMi,   COS  (C— VO' 
BwUicfc  ist  McV  noch:      ' 

!6/^=4*««,»_(     ««  +  «,'  — c*  — «,")'!  M. 

oder 

AF  =(— i»  — «,»-»- Ä»  +  i5,«)  ung  Cl 
.'4J^^(     «■+«,»  —  tf«  —  c,')  lang  ff|  59. 
4/**=  (—*»  —  *,'  4lc'-4-c,')  taug  ^' 

Aadtr«  Aiis4rikke  wie  x.  B. 

HiBd  zwir  nicht  oboe  Intereue,  füliran  jedoch  auf  xn  ipecielle  Be- 
(racbtDDgei,  klir  doai  wir  ai«  hier  oKher  erttrtera  kSoDteo: 

«.15. 
Ea  iit  UVB  sn^cliat  nocfa  übrig,  du  sogeordBete  Dreieck  tut 
BeiMB  Seitea  wd  Winkeln  zu  betracfaten ,  woa  nit  Hülfe  dea  all- 
geneiBen  Ptolenäiftcbeo  Lebn«tzea  auf  selit  eiofacbe  Wetae  ge- 
scbebeB  ksab.  Zavörderat  «rbält  Bum  durch  ADweadoBg  dea  be- 
kiBBten  Setxea.  duaa  Breiecke  von  gleichen  Höbui  aicb  wie  ihre 
Gnudiioiea  verbsIteD,  die  GleicbaDgeB: 

«+*,  =  «.  jjS,    «, +«,  ^«,  .^j 
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U4 


^a 

.^. 

«jZb« 

j?.' 

:«= 

=  <ri 

». 

£,  =  & 

^.' 

=. 

Bemerkt :  nsn  godina,  d»M  jedfi  iDgeordnete  Seite  ■!■  Diago- 
nale: eines  einfacbeo  Vierecke!  angeaeheii  werden  ksnn,  in  wejclieM 
die  von  ihr,  oder  ihrer  Verlängern ngseacboittene  flanp.tieit^  die 
andere  Diagonale  bildet,  lo  giebt  dsa  laeorem  Nr.  44.  angenblick- 
iicb  folgende  Wertlie:  -  _ 

.^/»'»CV»  .        .  _       ,,     '      I 

-  Dieee  Gleicbungen  Eeslatten  nun  eine  grosse  Masse' von  CmformiiD- 
gen.  Setxt  man  s,  B.  in  den  beiden  obersten  ST^i^^iC,  ain  (£,c,) 
and  •3,T^=:bc  sin  (be),  und  löut  F  und  /*  nach  Nr.  1«.  mf,  a« 
fallt  der  gemeiDscbaftliche  Faktor  ^*&,  *£*<;,*  gi^z  herana  und  aiao 
bekommt : 
isiu*  B  sin'  C  «.'a'sssin»  (Ä.eJT,» +  sin'  (*c)  T,*         1 

+  2sin  (//,<;,)  sin  (fc)   T.T,  co*  {B  ~  Cy 
isin»  i?  flin'  Ca'  o»  =  sin»  {6,c)  T.'  +  sin'  {lc,)Ti»     '  ( 

+  28in  {b,e)    ain  ibc^)T,  T,  cos  (0  +  O' 
u.  B,  V.     Dann  konnte  man  ancb  rechter  Hand  in  der  oberen  Glei* 
chon^  dett  Faktor  a,*  und  in  der  unteren  den  Faktor  «*  ausschei- 
den; indesBen  w8rde  die  weitere  Verfnlafung  dieser  l^mformaogen 
hier  zu  viel  Platz  einnehBen,  und  mnas  daber  wejibleiben. 

Jede  sngeordnete  Seite  gehört  ferner  in  4  Dreiecken ,  Wetche ' 
ihre  Endpunkte  nnd  eine  der  vier  Bnuptecken  xu  Spitien  habei>. 
Diea  giebt  für  die  zugeordneten  Seiten  Ausdricke  von  folgender  Form; 
FT^tt*  1 

=&,*F*T,*-i-c'  /^T.M-»*,«  FF'TtT^  m  4(tf-C!+y)}  65. 
=Ä.»  F*T,'-t-e'  F'^T,'-2&c    FFT^T,  sin  j(Ä-+-C-V^l 
e=6,'F'T,'-^-€,^F^T,*—'U,e,FF'T,T,  B\a  HB+O+^y 


..Codgle 


B.  1.  w.  Aucji  diese  GleichnUffeD  [uaen  benterkenawerttie  Unfor- 
■nn^n  n.  Setst  nn  z.  B.  in  der  ersten  denellteo  27*1^ 
tt^6,   liii  (0,£,}  und  3T,  :=li,e  lin  (a,c),  lo  erhält  maa: 

■^, ,j«i»* fffi ji)    ■     «ia*(^,-c)',     atBi(a,A,)<in(g,c)coa(fc,)   1        ' 

"  — ■'  '   »in*  B     "*"     HD'  f    "•"  lin  B  lin  C  'f 

=''■  <  .Id'  A    +  -S-n^^"*"  -~ liD  f  .in  C *) 

DicM  AusdrScke  nilrden  wkbtiff  aeia,  wetiD  r.a  gelünge,  die  io 
den  pBKDtheMn  Btebenden  Winkf  la^regste  »nf  irg:end  eine  Weit« 
beqneH  snuniaeuziixiebefi.  Mit  den  bis  jetit  ^fiiDdeneii  Formeln 
■cheint  dies  jedoch  nicht  geüoKien  zu  wollen.  —  Wichtiger  sind 
dagcnn  die  Wertbe,  welcbe  >ick  dar«b  Anwendang  diese«  Verfab- 
m»  nir  die  H»nptaeiten  ergeben.    Für  dieie  tat  nämlich: 

F*m*    =e'T,^+e,*T,*—ii!e,T,T,  coa    Ci 

/•v,'^c'r,»  +  c,»T,*  —  ««:,r,r,  cm  a 
.  j"B,'  =  Ä»j',»  +  i,«r,»-f-2M,r,r.  cos  b] 

n.  s.  w.  Demnach  ist  jede  ßauptaeitB  des  vollständigen  Viereckes 
durch  ein  Paar  Gegtnieiten,  ihren  cbitfäkleriatiscfaen' Winkel  nnd 
die  swei  Ober  der  geanchlen  Ueuptaeite  stehenden  Hnnptdreiecke 
bestimmt.  —  Sucht  man  endlich  den  Pläcbenmun  dea  zugeordbe- 
ten  Dreieckes,  so  bat  man  zuvörderat: 

"  T.T  T  \ 
Dreieck  CC^=  i\„=T^^^j 

Dreiedi  C/TB  = /^^  ==  ?^?i )  «8. 

Dreieck  CFC  =  Äy=^^^^] 
uad.hierans  sagleich: 


.,C(iog[c 


2W 


er 

?  I- 


+ 


,s 

's 

Auidriicke,  welche  hiiiBichtlicb  ihrer  ElwmDS  wohl  nichts  xb  wän- 
■chen  flbrio;  laueo.  Was  endlich  die  Winkel  de«  lugeordBeten 
Draieckea  HtriSit,  bo  würden  aich  swar  dieselbea  ana  den  drei  Sei* 
ten  desaelben  lo-  Verbindung  nit  dea  FUcheninhalte  ^  ableiten 
IsMeo;  indeaaen  sind  die  ao  erhaltenen  AuadrQcke  sehr  weitlKnfig 
und  nnbehülflicb.  Da  wir  die  Werthe  dieaer  Winkel  im  Folgenden 
«nf  eine  andere  Weise  betüoinMn  werden,  so  Mogen  dieselben  Tor 
der  Band  ausfallen. 

i.  16. 

Bs  bleibt  nur  nocb  übrig,  die  Aufgabe  su  16sen:  ans  irgend 
fünf  von  eionnder  nnabhäBgigen  Stfieken  d«a  vollstin- 
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digeo  Vi*r«eks  all«  io  diaa«r  Figur  vorkoBMCBdeD  Sei- 
ten Dod  Winkel  sn  bestJBMeii.  Die  r^iung  dicMi  Problema 
wird  Ohi  etM  all^neine  Tafel  von  WertLeD  verscbafftn ,  wie  sie 
Carnot  in  nlnCr  6M>«etfifl  der  Stdlang  cn  eitvickeln  verhagt, 
RM  dnrcb  CoBbination  der  io  ibr  entbalteneii  Ausdrücke  jeden  be- 
liebigen Beatandtbeil  der  CoDstruktius  in  seinea  Beziehungen  an 
den  übrigen  BeaUndtbeilen  iibenebeo  %<t  köfliieD.  AU  die  tüof  ^e- 
gebmien  BestismungutückB  mögen  im  Folgenden  die  vier  Abacbnitte 
■dar -Haapf seit ra  c  and  e,  Kwis^en  ihren  zQ^eonlacteD  Pnnkte  E' 
(Taf.  III.  Fig.  L)  lud  da«  rier  HnoptpuDklen  ABCD,  und  der  zu- 
irebörice  charakteriatiaclie  Winkel  (7  engenommeD  werden.  Um  die 
BüeiebDung  ganz  BB»Utlligig  lu  halten,  aellKn  folgende  Benen- 
nnagea  eingeführt  werdea: 

Hierait  'wird  umb.  sofort  erhaltea : 

*'^9»i'+7i"— ^i?i  «•■  C;  *»=/», »-|~y,»+2;»,7,  cos  C") 
«i'=^."-l-7»'~-*P»?»  «<"  C  *i'=;»»*-H'i'+^ifl'i  <••  ^' 
ST.  T=BXg.  -i-tf.t  oip.C 

»r  4*  r,U'' !c=!''' -*■'■■' vj-i- - 


— «{;»,—;»,)  (y, —C)  cos  CT  73. 
hÄ,'=2(;»,+;',)  {y.+fl',)  cos  C  ) 


74. 


-*-*(;'.;'.-H?i?i)  (/».y.  +;'.y.) «»«  C  ? 

Ferner  ergiebt  neb: 

f),=0  cos  («;)  +7,  cos  £*=£  cos  (äc)  — y,  cos  Cj 
f»,  =:«,  CM  (4S,e)  -4- 9's  CM  C=A,  cos  (£,c)  —  f ,  cos  Cr 
7,=«  .coa(«c,)  +p,  cos  C=b,  cos  (£,r,)  — ;>,  cos  Cl 
7,^«,  «OS  («,«,►  +  ;»,  cos  C^b  coi  (*c,)  — Pi  cos  C] 
Durch  gebSfige  VerbindaDg  und  mit  Hülfe  von  Nr.  72.  findet  nao 


«&  cos  («A)     =(p,*  — y,}»,) — l'iCyi  —  ?j)  cos  C] 
«,*,  cos  («,*,)^(;»»'— 7,y»)  +  ;»i{?i  — ?.)  cos  Cl 


a,b  cos  (<»,Ä)  =(y,*—p, ;',)-♦- ?»(/»,  — ;».)  "■  C] 


7«. 
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am,   «n  J=x(p,ft-^Pt7i}  n^   C   .       "  -      i 

6i,  sin  Bss{p,f,  — >>,7,)  Bin'  C  '  f 

—M,  coB  Ä^  (;»,;»» +  p,7i) +(?,?,  -*-;»)?»)  «">»  <^' 

aa,    sin  ^  =  (;»,;»,  —  y,y,)   rio   C  \' 

**,   «in  «(^={p,;', —  ?,?,)  Mii  ^  '«      . 

M,   cos  f'=:0,9',+pi?i)— Oi;)t+7,7*)  cw   C  1 

ÄÄ,  cos  f»=(;),7,+;),9,)+(p,f>,+^,^,)  ctfi  r  1 

l%B  mso  ferner 

Godet,  so  ergebt  «ch  Dunmebr  ausden  Gleichn^gwi  B*:^i#,S4^,* 
+  2£,p,  COB  {bic)  a.  B.  V.  Hieb  «oigcn  allcrdingB  liOMlieb  weit- 
Iila6|^n  Reiluklioiieii,  fax  die  ngbontBeCan  Seitai:  '    < 
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A»diü<kej  welche  «Urck  ihMn  >T»BetrUcheii  Bau  sebr  faeaerkeu- 
wvtk  riid.  F&krt  Brnn  du  PtiebeDräHafl-  T  nnd  /*  ein,  ao  gebei 
dieselben  In  felgende  über; 
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^F'*a*=e*T,*Tt'-t-a,'T,*T^^'t-'iet,T,T,T,T^cotC\ 

FT'*ß^  =c»  r,»  r,*-Hi,»  r,*  r.«— 2«r,  t,  t,  t,  r,  cos. 
— »rc,  r,  r,  r.  t,(/" — f^)  <»> 

In  dieMr  Form  bilden  die  varatcbeDden  Gleichnngen  eine  hSchit 
wueotlicbe  ErgilBxaiig  der  unter  Nr.  ^.  und  65.  zUMMneDfreatell- 
ten  AuadrÜcke.  Denn  die  letzteren  IsBtea  die  augeordneten  Seiten 
BDI  swei  Psaren  von  GeBeDBeiten  od4  ibreu  bcfaen  cbsralttoriiti- 
•chen  WinltelD  finden,  wurend  die  voMtehenden  ForaelD  dieaelb^i 
GrSeun  dnrcb  ein  Pbu  GeKenaeElen  und  dewen  cbnrakteriitisdira 
Winkel  {fcben  (die  DreieiA^äc&fln  T  nUärlicb  nuberücliaiebtigt 
gelnaUD). 

Debrigens  fübrt  der  Gebraacfc  der  FlKcbni  T  nod  F  ataU  der 
Gröiaen  p  und  0  iHHer  >^  betMikeaswertben  Uaforanngen;  so 
f^ben  s.  B.  die  Gleicbuogen  (13) 

FI*  ^Ti'Tt  —  T,Tt 
FF'^T,  r,  —  T^  T, 
PF"=it^T^-'t,T, 

Ffir  die  Winkel  dea  angeordneteA  Dr«}ceke«  findet  nnn  «nn,  wenn 
gleicb  die  Fläcben   T  nnd  F  eingeführt  werden; 

FT  f  aß  cm  (aß)  =  c*  ;T,*T,*  —  c,'Tt^T,'  l 

FT  F"ßr  CO.  (ßr)  =  e,'T,*Tt*{F'-^F^  i 

+e»r,»r,«('*— '^— 2««.r,r,r,7',/'  cv»  c] 

Ferner  efffiebt  sieb  fSr  die  Winkel,  wdcbe  die  Gereden  a,  ß  mai  r 
mit  eiur  Uaupteeite  MBchco,  wenn  naii  in  Tnf.  Ili.  Fig.  7.: 

CEO  =  {m))  CEF={ßc)   .  AFG  =  iym)  j 

BEG=i{ac,)  OEF=(ßc,)    BFe=:irm,)\ 

AeB=s(aS)  AFE=i(ßa)      jiGF^(^b)  \ 

DGE=s(a£,)  aFE=^ißa,)-  BOF=ir&,)) 


)M. 


FFa  eoB{ac)   =c  T,  T,  +  c,  T, T,  eea   C 
/■#•«  co»(ae,)^c,7',r4+o  r.r,  cna  C 

1  'H-ec,"r,T,(r^-t- 7\J  cos  1 

F*Fai,  cuB(aÄ,)  =  e'T,r,*  +  c,'7'.»7'4 


85. 
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VI 

'       F^f  CM  (ße)   =c  T,  T,   ~-c,T,T,  mt  C 
Ffß  CM  (/fo,)=o,r,>,    —c  T.T.mtC 
fffmtntM  =c'T,'T,  +  c,'T,'T, 

'  .     ,   — "'■r,r,(5 

t*ffm,  cM{fm,)  =  c'T,T,'  +  c,-T,r.'  ■       1 

— «e,  T,  r,(  T,  -f-  T,).  «M  «■/ 

fJPfrm  e«(r«)=e,T.'7'.(T,-r,)-K'r,T,(r,-r.)|. 

jn^"/»,.,,  .»•(/.,^=».  •  r.  r.'(  r.  -  XVW«' r,  r,'(r,-r.)f 
-•«,7',r.|r,(sr,— r.H-r.cr,— T.)|  cu  o(    ■ 

)    — M,r,r,(r,(r,— T,)— r,(T,— T,)|  oo.  ei 

fFI'ri;  c<iHfi,)=e,'T,'T,'{T,-T,}—cT,T,'(T,-T.)] 

— «j.r.T.tr.cT,— T,)— r,(*',— r,)|  eoi  cl 

FetDcr  Ht«e  ««ii  -  ~ 

01lr={«.)        »«■=:<(»)       J?«*=S(jrrt   1 

ej/f^Cu-,)  enF^ißt,)  B»«=\ro,)\    ' 

•o  wild  lofib : 

F*F'am  «M(Mr)Ä»»r,»T,— e,»T,*r,-l-M,r,r,/*c«iCi 

/™^W    tmißi)  =e'r,T.-O.T,r,'-«e,r,r,#'coiia*- 

F'i'n,  «oi(^»,)=<!«r,r,>-«,'r,'3',^-«i,T,r,#'  ««0 
/!P^c  «mM  =»  T,T,(r,-r,)-«,r.r.(r,-r,)ci..<?i^, 

/'#'#"cc«.(re,^»,T,T.(Sr.— r.l-e  r,T,(J',— r.)co.cl      ' 
Seilt  nSD  eD^licb 

iirS^a,     ÜE-=|i.     *C=r.( 

se=a,    aF=ß,   FR=r^ 

■o  ergiebt  aieb  slibsld  ooch: 

"•«^ym^  »••=»c:j»>  ''■=|tTP| 
«y      a  —  *^'        ■  ■    f^   1 
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«f  ^   ■    .        '•••■-  1- 

.  ^+/».=^.      -    -/I:  ^  ==(»+,»,  :?.|  93. 

vF"    "  '  ■  '■ "  ■  r '    ■'■  ■ 

■itbin  «inl  in  voU«(äiidtgea  Vierecke  jede  durch  iweisti^e' 
ordiiat«  Paukte  gf^ovene  fieroae  tob  dieieo  Paqkten 
und' ibjeiL  DurdiBchnittapiLiikteD  mit  dem  dritteD  Pssre 
der  Hanptaeiten  harKoniaVh  getbeilt.  Aaf  gans  gleiche 
Weil«  Snitt  i 


«oniu  eich  sofort  nit  fiülfe  Tod  Nr.  61.  and  92.  ergiebt,  dMi  iii 
TollaUadigeD  Viereck ebeofell«  die  aecha  Hkoptaeiten  von  ein. 
«kder  sfllbit  nqd  deo  drei  sngeorilDeteD  Seitem  birBo- 
■  iaeh  ^etheirt  wevdcB.  ^  Hit  diesen  AusdrSeken  Ist  mm  die 
in  Bi*g««g0  d«a  Va^sgraphui  jfestellte  Aiffsba  Tollstlndig  gi^OHt. 
Bt  venteht  sich  üjirigens  von  ^bst,  dess  wenn  die  hier  eotwickel* 
ten  ForMeln'ettf  die  Afaaehaitte  eines  anderen  Pasrei  von  Gegeu- 
säiten  ihertngan'irerdM  aoUkD,  von  diesen  Absebnitteii  nv  das 
eine  Paar  positiv,   das  andere  hingegen  negativ  genoMBien  wer- 


«.17. 

Von  den  CoMbioatianen >  weiche  die  Poraeln  des  vorigeD  Pa- 
ragraphen salassen,  soll  aar  eiae  eiasige  hier  erwKhnt  werdea, 
die  sich  «nf  das  Verhalten  der  excentrischeii  Fliehe  des  Viereckes 
'besieht.     Es  ist  nünlieh  in   Nr.  78,  der  Ausdruck: 

M,U,  aia  if)=s{p,+fft)  (f  1  +  7«)  (PiP«  —  ?iV.)  "»»  C  i.k. 

gefunden  wordai. .  Hivans  ergieht  sieb  uaiaillelbar,  4iaa  wean  in 
einem  einfachen  Vieredte  die  snmaie  xweier  Gegenwinkel  kleiner, 
gleich  oder  pStser  als  180°  ist,  der  Debenchuss  des  Rechteckes 
ans  den  Abschnitten  der  dureb  die  Winket  geheBden  Diagonale' 
über  du  Bechtock  aoa  den  Abschnitten  der  anderen  Disfonaie  be- 
ciebniigsweise  positiv,  Null  oder  n^ativ  sein  bubs.  —  Bildet  man ' ' 
SR  doM  TontehcBden  Ausdrucke  die  enuli^D,  so  erhült  bbb: 


byCoOgIc 


•.{«-4-«.)-«.(-.+o.)=y=)»5. 

DeBDBcfc'  verhvIteD  sieb  in'jedea  vollstlB^igea  Vier- 
eck« die  Dntertchiede-der  Beehtecke  «is  den  Abicbnit* 
teo  je  zweier  Geer^Dieil«!)  nsgekelirt  wie  die  FJäckea- 
inhftlte  derjekigen  eiafscb«!!  Vierecke,  an  denen  jeDe 
Gegenseiten  ata  DiaKonftlen  gehören.  Endlich  folget  ancb 
&ÜS  Vorstehendem  nuch  der  einfache  Satz:  daai  in  jedem  ein- 
fachen Tiereck«  die  ei  centrische  Fläche  die  mittlere 
P'roportionalfläche  zwiBchen  der  l^lnche  des  Viereckes 
und  dem  Ünlerachiede  der  Rechtecke  ans  den  AbaCbnit- 
len  beider  Diagonalen  iat, 

i.  18. 

Wir  geben  van  daia  über,  einige  der  bemerk ennrertberen 
FiUle  susamntenznatelten ,  in  welchen  ein  Viereck  durch  5  StBck« 
TolUtändig  bestimmt  ist.  Zuerst  veigen  die  Formeln, 4ff', f.; ll^ 
'  unmittelbar: 

t)  daiB   ein  Viereck   durch    dii^   vier  Abeehnitte   eines 
Paarea  Gegenseiten    und   derejL  cbeta^teristjscben 
Winkel  ToTlständig  und  uniweideutig  besliwmt  ist. 
Die  blosse  Anaicbt  der  -gedachten  Formeln  >eigt  aber  Auch  fer- 
ner, dasa  es  lur  Tollstfindigen  BeHlimniuria  ehenfalia  hinreicht,  Venu 
die  ganzen  Seiten  c  und  c,   mit  ihrem  charnkteristischen  Winkel  C 
und   ausserdem   noch   ein  Dreieck  ans  jeder  der  beiden  Complezio- 
nen    TiT,    und    T.T^    gegeben    ist.      Denn    man    wOrde    znent 
2F=ec,  sin   C  und    damn    aus   den   CWchnngen  F=T,  +  T, 
=:T. +  T,   iifi    beiden    anderen    nicht  gegebenen   Hanptdreiecke 
btiechnen ,   aus   dieien   dann   nach   Nr.  ÜC  F*  und  F"  suchen   und 
bieraus  sodann  die  abrigen  Ktäcke  des  Viereckes  nach  den  For- 
mein  des  f.  16.  bea'timmen.    Demnach  ist 
2)  ein  Viereck  durch  ein  Paar  Gegenselten,  den 

-_  L.-^:-!: --I «n:..!..! J    „?_    ak--i.j -J 


rakteristiscben  Winkel   und  ein  9ber  Jeder  der  ge- 

f ebenen  Seiten   liegendes  Bauptdreieck    r'bllstSn- 
ig  bettim 


Dft  4hr>K«DS  nach  Nr.  18.  jedea  der  Hauptdreiecke  T  dni4£b  die 

drei  VierecksBilchen  FfF*  bestimmt  ist,  so  kann  man  nach  diese  als 

g^eben  betrachteu,  und  dann  eine  derGrUssen  c  und  r,  wegfiillen 

tassen,    indem    die   weggelassene   sich    ans   der   Gleichung    3^^ 

«e,  sin   C  sofort  finden  läsat.    Demnach  iit  ferner 

3)  ein  Viereck  durch  die  Fläobeuräume  der  drei  in  ihm 

enthaltenen    einfachen    Vierecke',    eine    Hauptseite- 

und    deren    charakteriatiscben    Wikikel    Tollstft^dig 

Wollte-  man  im  vorliegenden  Falte  statt  der  einen  Haüptseite 
lieber  den  cbarakteristiscbeii  Winkel  V  weglasseu,  lo  würde  'die 
AuflKsnng  zweideutig  sein,  da  Onus  der  Itleicbung  iF=ec,  ünC 
bestimmt  werden  mitsste.     Ferner  ist 
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4)  «ip  Viereck  durch   zwei  Psare  von  Gegeaaeiten  nod 
deo    chsrskferistiBcfaej)  Winkel    dei  dritten  Pftares 
Sffebeo  aa,M,  und  C, 


'^'=  ^^TC  ''""B    »^—         M,{M.-M,) 

Sind  bierMit  w,  0'  QDd  ifr"  gefundea,  so  erkUt  nso  dnrd^  Diriaios 

von  (83J  durdi  (34)  den  1V«rth: 

, a***+a,**,'^a»a,A*,  w  ^ft 

'^    —     «»^-o.'  +  a«.,   i:os(C+(*')' 

vodarch  lofort  auch  e,  ffBReben  ist.     Wenn  über  alle  6  Seiten  des 

«oIUtäDdigeb,  Viereckes  Dekanot  sind,  so  findet  man  naeli  Nr.  10. 

.  sofort   die  Winkel,^  nnd^  A, -wodurch   wegen   Nr.  14.  auch   di« 

Plttcbeo  FFf  beitimait  aiad,  mithip  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Wären  dagegen  die  Grnssen  aa^M,  und  ^  gegeben,  so  giebt 
die  Gleicbnng  r^r.  4.  xnerat 

i,'=a*+a,*  —  2«ui,   cos  j1  nad 

COS  Ä=-^ — ^ 

itomltf  »an  ans  Kr,  34,  angenblieklidi : 

c, •*,»=»"*,»+«,»«>    -|-3«a,M,  «M  (^  — A> 
findet.    Es  ist  daher  ganx  allgemein 

5)  ein   Viereck  aus  zwei   Paaren  von  Gegenseiten  and 
einen  ihrer  charakteristiseh'en   Winkel  Tollatäadi)( 
beatimmt. 
Die  Torslehenden  GUichnngeD  zeigen  übrigeba,    dass  statt  Jl 
aaeh  diei  Gcosae  i,   gegeben  sein  kann.     Ks  ist'  DiliDlicIi  ganz  all- 
gemein BDCb 

Q  ein  Viereck  dsrck  zwei  Paare  von  Gea^enseiten  nad 

die  Verbioilungsliuie  .  der   Mittelpunkte    eines   der 

drei  Paare  volistäDdig  bestimmt. 

Sind  a«,M,  3,  oegeben,   so  ist  naeli  der  Torigeu  Anflöanng 

jt  unmiltelbar  durcb  (üe  Gleichung  2m,  cos  ^=:a* -|-a,  *  —  ^,^ 

bHÜmiat  und  die  Aufgabe  daher  auf  die  vorige  reducirt. 

Ist  hingegen  statt  J,  eine  der  (^rÖssen  ii    oder  i^  S^S^'i 
X.  B.  <f|i  so  wird  nach  Nr.  4.; 

■itbin  di«  Aufgabe  gleicbfalh  auf  die  verbergebende  xorflckge- 
breebL 
7)  Ein  Viereck  ist  durch  zrici  Pnare  von  Gegenseiten 
vollstÜDdig  bestimnit,  wenn  zugleich  in  dem  von 
ihnen  gebildeten  einfachen  Tierecke  die  Summe 
zweier  Cegeuwinkel  bekannt  igt 
Ist  aa,Mi  und  ^  hekaniit,  so  hat  man  zuerst  ans  Nr.  4S.: 

lang  j(»"  — »)  — ^'^-^s^  taug  iif 

,r,;  ■:,;...  Google 


30» 

wonm  ««gen  4(^  +  f)  =  W  — i^  4m  beidan  Winkel  'f  nBd  ^ 
gefondeo  wurden;  dann  crluUt  Msn  cc,  durch  eine  der  Gleichnn^D: 


nnd  nnn  «ni  Nr.  II.  d«n  Winkel  C  nai  der  Gleichnur  2co,  cob'<7  ' 
=::£*+4,*  —  ^* — a,*.     Ist   aber  einul    C  gefanden,    lo    lioat 
■icfa  das  Andere  dofcL  die  Formeln  der  Anfirabe  4)  finden. 


nnd  nnn  ani  Nr.  II.  d«n  Winkel  V  bm  der  Gleichung  2co,  t 
6*^4,*  —  ^* — a,*.     Ist   aber  einHsl    C  gefanden,    lo 
I  das  Andere  dofcL  die  Formeln  der  Anb^abe  4)  finden. 
)  Sind  von  den  fl  Stflckep,    nänlicfa   den  drei  Recht- 
ecken je  zweier  Gegflnaeiten   nnd  d^n  drei  darak- 
tertatiBclieD  Winkein,  5  gegeben,  so  iat  daa  Viereck 
dadurch  vollständig  beatimait. 
Welche*  von  den  genannten  6  Stucken  ancb  fehlen  mag,  dbcb 
'irird  ea  immer  ani  der  Gleicbuug  Nr.  0. 

0=:««,  CD! '^  +  ^1  eon  J?  +  c£,  coa  C 
ohne  ZveidentigkA  gehnden  werden  kihiB«n.    Aladnan  g«hM  n- 
vörderat  die  Gleicbnngen  (47)  die  Wertbe: 

und  die  Gteiehnngen  Nr.  14.: 

1  mit  HBHe  tob  (18)  nnd  (t2)  die  Form^ 

—  m»,  ioi  J(^V-*4-if)«w  «1»— ^-+-*) 

"   — ••,  «w  ^ÄA-C-^^-)  coa  H-^+C+vO  , 

Mtwickelt,  ina  denen  abc  nnd  folglieb  anck  »Jb^ti  gcfanden  wer- 


ft) Ein  Viereck   iat  durch  die  drei  VarbindangBliaien 
KWiachen  den  Hittalannktei  je  iweicr  Gegonafiten 
nnd  awei  der  Winkel,  nnter  dennn  siek  dleav.Linifln 
schneiden,  voUatändig  beatimmi. 
Knd  i^ix^t  ^^  *wei  von  den  drei  Winkaln  (^b)  ('d)  f»t)i 
gegeben,   aa   findet  man   urörclent   den   dritten  Wiiikel  nvn  dw 
eiucbwg  (4,.>+(^„)  =  180*+(<f,,)>  nnd  andnan  ww  Nr.  &. 
die  6  Hauflümten,  womit  die  An^f^be  all  geljtait  Mwnaebnn  int 
10)  Ein  Viereck   i*t  durch   die   drei  VerhiBdungnlikien 
nwiacben  den  Hittelunpkten  je  Kwnier  GogcnaeitaB- 
nnd   zwei  der  charakteriatiacben  Winkel  TollatlLn- 
dig  beatimmi 
Wären  alao  4,^,^,.  «ft  k.  B.  ^  nnd  R  gegehnot   a«  Mcbe 
■an  Bua  Nr.  fi.  nnd  Nr.  11. 

j{V +  *.')=-'+«.'.  U*.'-*-*^.')=*'  +  *.' 

'^''~V8=amm      i^^^^Ä»«.! 


Dui.tizc-ct.Google  , 


SM 

u  {a^m,y  OM  Ai=ii*  eun'  Jv<  — *,*  «io* '■J-* 

{a  —  B,)*  CO«  A^s'i^'  cos"^  ^ji  —  S^*  aio*  i^ 
(*  +  *,)•  cm  Abi<F,*,  cm»  J*  — »»,•  »«■  |A 
(*  — *.)Va»  tf=srf,'  CM'  i*  — rf,'  «U»  iB 

woriuil   lick   sofort  die  Werthe  roo   «0,M,   ergeben   and  dfe  Auf- 
gäbe  denuacli  nla  gelSst  zu  betncbten  ist. 
liyEin  Viereck   Ist  dorcb   die   vier' Seiten   eines   seiner 
eiDfachea  Tierätke   und   durch  einen  is  den  letzte- 
ren liegenden  Viereckiwinkel  vorUtändig  bestfnimt. 
Sollte  in«n  s,  B.  «ib  aa,M,  ond  dem  Winkel  (a6)  das  Viereck 
besttMVen,  so  hSlte  nan  uns  Nr.  10.  und  Nr.  3.: 

c,*^ti'-^6*  —  SoÄ  cos  (^) 
ftnde  hieraus  if^{tid)  +  {a,6,)  und  mit  diesen  tVertbe  au  (44) 

"  «■-!-£■— «A  CM  (lät)  . 

12)  Hin'' Vi«reek  ist  dnrcb   drei   «n    «in'kader  lleffbnde 
Bnnpt^eitep  und  din  beiden  v»it  ihn«0'ftingflfcK|,oB:: 
senen  Hanptwdnkel  bestimmt 
Wlren,alaa  k.  B.  die  drei  Seited  )ia£,'uai  di«- tlnuptwinkel 
(ai)  und  («A,)  gegeben,  so  ftnde  Bbn  aas  ttt:  2:t''  , 

.^   ,e,»=(i'-|-Ä»    •— 2ad     cos  (a^),, 

e»  e^ «*-*-*,  •-Ta«*\  (SO»  {«*.)i 

nItdaBD  wäre  ir ^^ («i)  +  («£, )  und  nus  Nr.  9.: 

«,»=e*-|-(r,»— «»  +  2W,   cosÄ, 

WOttit  dl«  Aufgabe' all  gelBit  tn  üetraehten  ist. 

El  nag  an  diesen  Aufgaben  genügen,  da  nira  ilmeB  tn^Cknüge 
erhellt,  irie  «an  in  ähnlichen  Fällen  zu  verfahren  hkben  vird.  In- 
■er  wird  es  möglich  sein,  eine  solche  Combination  der  gefnnde- 
rion  Fdraeln  adlugeben,  dssadas  Viereck  Ans  fBnf  unahbän^gen 
Stflcken  rieh  beitlniAen  Ifiut,  dafern  nur  eine  solche  Bestininnng 
fiberhBnpt'stMttfnden  kann,  —  Oehrfgens  itt  jedoch  A  bemerken, 
dass  in  allen  den  FMlenj  in  welchen  die  ßrVSse  ^  dnrch  eine  (ri- 
gononetrisebe  Fnnktion  'gefunden  wird,  wie  dies  t.  B.  in  der  4ten 
und  8ten  Ai^t^he  der  Fall.wur,  die  AnB^sang  nur  dann  wirklich 
bestimmt  i«t,  wenn  sich  anderswoher  entscheiden  läfst,  ob  ^^,180* 
ist,  Kann  eine  solshe  Bulscbeidnug  nicht  erholten  werden,  so  thnn 
in  der  Tbat  imaier  zwei  Vierecke  der  Anrgnhe  GMÜge.  ' 

'        f  19.  '    /  , 

Zum  Schlüsse  WoHco  wir  die  gefiindenan^  all m meinen  Formeln 
noch  snf  das  SebneoTiereck  anwenden.  Os  in  itiesem  bekanntlich 
ip:±=180;,  ifi'  =  tp^  =  Q'  ist,  so  krgiebt  sich  sofort,  daas: 


i^Aiogle 


as7 

(«c)  =  (».«,)  =  W  -  «-^  +  O  \ 

'     (.Ä)  =  180"-(a.Ä,)  =  4(Ä-^)\ 
(«»,)  =  180» -(»,*)  =i(Ä  +  ^)I 

wird;  folfflicli  geben  die  OleicbanffeD  S4,  38  und  43,  nenn  ■» 
statt  dar  j«tzt  gleich  werdenden  bröiMii /*,  und /„  ff,  und  »,, 
tf,  and  d^  bloH  die  Zeicben  /«^  ohne  Index  Khreibt! 

/»=«»-»-»,»+2<w,  cos  C=**H-*,»  — 2*i,  coa   C. 
«»  =  «»-»-*,■  +  8«;«,  CO»  Ä  =  «»  +  «,'+2«a,  eos/l|d7. 
rf»  =  Ä»  +  Ä,*  —  WÄ,  cOb  ^=  c*  +  c,*  —  2cc,  cos  aS 

Demnsch  geboren  in  jedem  eiofacben  SebneoTierecke  drei  Dicfro- 
Bslen,  von  denen  zwei  unmittelbar  dnrcb  die  Fignr,  die  dntte 
hingegen  dann  gefunden  werden,  wenn  man  irgend  xwei  belie* 
bige  neben  einander  liegende  Seiten  des  Viereckes  mit  einuder 
TertsHclit.    Ferner  wird  ans  (32)  erbalten: 

</  =ab    +«,£,(«8. 

d.  b.  in  iedem  einfachen  Sehnenviereck  erster  Form  ist 
das  Bechteck,  aus  beiden  Diagonalen  gleich  der  Summe 
der  Rechtecke  ans  je  sweien  der  Gegenaeiteii.  Eben  so 
findet  man  ans  Nr.  36.  und  40-,  unter  der  Voransaetinng  dass 
B>«,  und  *>*,; 

^£,  =  cc, — flw,,     aa,ssiee, — ää,    1 
be   zsioe    — «,«1,  ad  =:bc  — $,e,>99. 
£,«^ffr, — m^Cf     (»,rf=Äc,  — 3,e  ) 

d.  h.  in  jedem  SehoenTiereck  iweiter  oder  dritter  Form 
ist  das  Rechteck  ans  beiden  Diagonalen  gleich  ,äem 
Deberaohnsae  des  Rechteckes  aus  beiden  sich  schneiden- 
den Seiten  Über  das  Rechteck  aus  beiden  sich  nicht 
schneidenden  Seiten.    Endlich  wird,  wenn  man  zur  Abkürzang: 

2«*=:  A+^i +«  +  (!, 

schreibt;  nacb  Nr.  4&. - 

F-  =  [_t  -a)  (*  -«,)  (•  -*)  (.  -*.) 
/"  =  (y_«)(/-a.){#'-c)  (/  -c,)-«,,«, 
/**=(/  — Ä)V  — *,){»"  — «)   (*'  —  «;,)  —  «,«, 
ThUlL  17 
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d.  fa.  di«  Sänne  der  «ecba  Reohtecke  la«  je  iweiea  Sei- 
ten eine«  einfacben  tjehaenviereckei  eriter  PorH  Ut 
gleich  der  Snnne  der  drei  Rechtecke  aus  je  zweien  •ei- 
ner drei  Diagonalen. 


■»  _,^**+<'.*.)  |(w*.-t-*<*)^   ^  _.  SEaJl 


«■«,</* ^(m,+^A|)  M  +  oA)  (m6t-t-0,i) 
/{c=fcc,)  =  {«rdb«,)  (*    =t*,) 
c,(tf±/)  =(«±Ä)     {«,±Ä,) 

Die  Gleicbungeo  (103)  Isasen  sick.aucb  a)>  nnnittelbarei  Ergebniu 
der  Pormela  ^)  und  (54)  belracbten.  Auf  die  Debmliofe  Weise 
kann  nun  aneh  jede  Seile  dee  Vierecki  beiÜDimt  werden.  Denn 
nacb  (99.)  iil: 


(ec.-^,)(*c.-A,c) 


ingleicben : 


ie~±,e. 


N.  8.  w.  Ferner  ist  nacb  Nr.  2.  ancb 

—  «»  +  «,»  — i*+*,*s=2(»Ä  +0,4,)  coa  («,*,) 


•  (*.*.) 


107. 


—  ••■4-«,'  +  *'  — 4,'=2(a*,+«,*)    CO!  (ff,j) 

=  «e^f  COB  (•,«>  ) 
und  hieraui  folgt  durch  Vergleichnng  aüt  Ffr.  11.  lofortt  daia  die 
Darcbachnittawinkel   der  Diagonalen   ^  nnd  e^  nothwendig   regp. 
gleich  [a,A,)  und  (a,6)  flein  Hluea.     Ei  ergiebt  sieh  deanaca 
auch  wegen  Nr.  96.  «nd  Nr.  11.: 
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3&9 

»d  bienuB  auf  l>elt*iiDte  Weite  di«  Fonaelii: 


ingleicbei: 

35>gl«i«h  i^r  ist  ancb,  wenn  man  den  Halbnuser  dei  dea  Vier> 
'eck  DDigwchrt ebenen  Kreiies  H  nejmt, 

Rb  Terh»lteB  sich  dennacli  die  drei  DisgoBslea  des  eia* 
fscben  SehDeBriereokes,  wi«  die  Sibbb  der  \m  dcB  br^^ 
hSrigen  KreiaabschnitteD  biegenden  Peripkeriewiakel, 
odeiwie  die  Sitrtoa  der  fVIokel,  onter  daaen  aisb  dte 
^iden  »äderen  DiR^onalen  itliBeideB.  —  Zogleidt  ist 
anck  das  rechlwinkliche  Prisma,  dal  den  FlächealBkalt 
des  Viereckes  anr  firnitdfliche  nitd  d«B  Radln»  deM  n«> 
schriebeaeD  Kteiiea  aar  Hglie  bat,  gleich  dem  viertea 
Theile  des  reehtwinklicheD  parallelepipedaait  «Da  dea 
drei  Dl&gonaFen  deiselben.  ' 

Darch  eiofach«  Hultiplication  findet  bmo  ans  109. 

■in  ^B  —  Äj  »in  \{B~\-d) <— a 

■b  \C  /' 

WS  UB-Ä)  toiUB-t-Jj^  »—. 

'■ — ä5~i(r^  '  "v  " 

'luitlM'^d}  sin  M.B—Ay t—i  I 

«M  \C  ~-a— 

a.  a.  w.  «voran  nn^teSiar  auok: 


..Codgle 


'•■8  M  »«B  t«:=f^) 

ToTgt     t'flnter  ergiebt  licb: 

»__ «-" I 

"  —  fain  Kf +.i)  nn  ^A  — J)  «u  ^J' 
_^  «  — «,       

—  4coi  i(Ä  -t-  ^)  eos  i(*^—  ■^)  «o«  i<^ 

/ j-^'^ 

""  tcDs  HB^Ai  «in  i{tf—  ^  rin  iC 

.      *-*■.  1 

—  tein  i(ff+^J  CM  HB~^  sin  ic' 

Es  ist  ganz  unverkennbsr,  dui  die  Punneln  ron  Nr'lW.  bis 
\115.  du  AaaloffOD  zu  den  Formeln  fUr  dns  ffcrsdlinig«  Dreieck 
bilden.  Trotx  ihrer  §;roueD  Einracbbeit  nnd  EAeghuz  icheineD  nie 
doch  bifi  jetzt  nocli  gar  nicht  eekaont  zn  sein,  weshalb  die  aua- 
fbhrliche  Hittheilung^  derselben  hier  nicht  im  unrechten  Platze  sein 
möchte.  Die  Untennchung  über  die  Gigenichaften  der  Sehnen- 
Viereck«  aber  noch  weiter  so  treibe«  dnrfte  kann  der  Hübe  loh- 
nen; die  |;ehörig;e  Verhindnug  der  hier  entwickelten  FomelB  wird 
fast  immer  hinreichen,  jede  verlangte  Cntersuchunff  zu  Ende  z> 
frihren.  -  Nnr  folgende  Auadräcl(B  mögen  hier  noch  Plats  finden, 
4b  üa  bei  TOrznnebmeBdeD  Trsn>f6rmatioDen  gute  Dianitn  leisten: 

0=««,  aa»^J+C)<i9Bi{A~C)+i6,  eo9^B-hC)ca»HB-C)\ . 
0=ab\  sin|(0-i-^  »mÜB-jyi-ee,  cos^(i?-i-C)cos{(f  -  C)>  116 
ft=**,  s\ai(B-hJ)  sinl(Ä— ^)— CO,  eiteHA-t.C)<M»i(A~-C)) 

Hit  ibrer  Hülfe  findet  man  för  den  Flächenraum  D  des  tob   dei 
drei  Diagonalen  gebildeten  Dreieckes  die  merkwürdige  Gleichung: 

D'~F*=R*  sin  (^-*-C)  sin  [B+C)  sin  (C— ^)  sin  {B^C)    111. 

i.  20. 

^Endlich  sind  noch  die  Werthe  za  bemerken,  welche  bei«  Sek* 
nenviereck  fnr  die  einzelnen  Beatsndtheile  des  sngenrdneten  Dni- 
ecket  erhalten  werden.     Man  findet  soTÖrderat  ans  Nr.  64.:  ' 

._.      *  cog'  HC+^        ,   i,  CM'  HC—^  f  „o 
f  =  ''-    i,  mAm  C=''     h  .in  /.i.  C      ["'• 

'•-=''•.■    c,.mAmS='>-    \mAm,i    1 


=,  CtKIgIc 


■o.)(g-^q">^^(*-c)l 


CM 

VC+J) 

»»«C- 

-^)l 

•in 

•mC 
.in«»- 

-^)' 

,mJ 

mS 

■(>=*., 


Feroar  wird  Dack  Nr.  09,^ 


t^^- 


n  it  »in  B  nn  C 
'j(.g-hC)cwM(g-C) 


wantH  denn  mit  HSIfis  t»d  116.  soglejcb; 


liD  {oy)  =  ^  =  iiii  (*,,)>  IM.         ■ 

Üo  (|Jy)  =  ^  =: ■in  (*„)|       - 

folgt.    Man  erhält  dadurch  DDmittetbur  den  merkwnrdigeo  Sali: 

(.(!)=(*„)  1 

(ßr)=m-(i..)\ 

■o  dau  im  Sehnenvierecke  die  zugeordneten  Winkel  nninittelbar  ' 
ans  den  Winkeb  gefonden  werden  können,  unter  denen  sich  je 
zwei  Verbindungslinien  awiachen  den  Hittelpankten  der  Gegenael- 
ten  schneiden. 

Wie  nun  im  VorBtehenden  die  sllgeoieinen  Formeln  auf  daa  ' 
Sehnenriereck  angewendet  worden  sind,  so  künnte  das  auch  in  Be- 
zug auf  daa  Tangen tenvief eck  geacheheo.  Indesgeo  Würde  dadurch 
tbeils  die  gegenwärtige  ÜnterfluchuDg  allzuweit  ausgedehnt  werden, 
theils  erfordert  das  1  angenteoviereck  noch  eigenthümtiche,  von  den 
bisher  geführten,  ziemlich  abweichende  Brörlerungen.  Ich  üpare 
daher  diesen  Gegenstand  für  eine  andere  Zeit  auf,  wo  ich  dann 
aDgleich  auch  die  Eigenschaften  der  vier  merkwürdigen  Punkte 
der  Hanpt-  und  Nebendreiecke  näher  betrachten  werde. 


Dni,t,zc-ct.,C(Klg[e 


Mi 


XXIV. 

Beweis  eüies  geometrisdien  Satzes. 

Von 
Herrn  Thomas  ClnvieB 

IV  Alton«. 


Beichreibt  nan  ia  eines  Krau  ein  Dnieck,  deis«a  awei  Sei- 
ted  Bit  geg;ebeDeD  Linien  parallel  lind;  so  i|t  die  dritta  Seite  «ine 
Tanffente  eines  apdern  concentriacben  Kreuea.  Dncb  die  ortbo- 
.  g^raphiache  Projectlon  auf  eine  ^sen  die  Ebene  der  beiden  Kreise 
geneiffte  Ebene  werden  die  iMmmmehen  PaMlIelen  wieder  Mrailel, 
und  aie  Kreise  Khnliche  und  Xhnliahlie^nde  ooncentriscbe  BItipaen. 
Hnn  aiebt  hieraus,  dasa  die  dritte  Seite  jedes  in  eine  Ellipse  ein- 
gescbriebenen  Dreiecks,  deaseu  cwei  Seilen  nit  sweien  beliebigen 
Kef^ebenen  Durchmesaern  parellel  sind,  eine  äbniiche,  Kbulicb« 
fiepende  concentriicbe  Gilipae  berührt. 

D«  die  Parabel  und  Syperbel  ans  iem  Kreiae  aor  durch  Cen- 
tral projection  entstehen ,  wodurch  die  Parallelen  im  Allgeneinen 
nicht  wieder  parallel  werden;  so  ]ässt  sich  anf  diese  Art  nicht  die 
CnrvB  finden,  die  von  der  dritten  Seite  jedes  in  jene  beiden  elnge- 
achriebenen  Dreiecks,  deren  zwei  Seilen  mit  gegebenen  Linien  pa- 
rallel lind,  berührt  wird.  Ich  habe  daher  diese  Cnrre  anf  folgende 
Art  fiir  alle  Kegelschnitte  analjliacb  bes^innt. 

1.  Statt  der  rech twink liebten  Coordinaten  ap,:^jiN,  y^'^MN 
des  Punkts  M  (Taf.  IV.  Fig.  1.),   nebM  i«b,   wenn  AN  und  MO 
mil   den  beiden   gagebauen  Linien   parallel  sind,   uud  ajao  ein^ 
eanatantea    Winkel    MOX  =  Q    einschiieaaen ,    scbiefwinklicbte  ' 
as=iAO,  tfs=.JUO,    Auf  diete  Weise  wird 

se,  =Ä^-|-y  cos  Ö,  y,=  y  sin  ö. 

sei  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  und  die  rechtwink- 
sn  a;t,  y,  auf  den  Mittelpunkt  der  Curve  als  Ad- 
en,  die  Axe  der  x,  sei  mit  einer  der  gegebenen 
Die  Gleichung   der  Curre   iM  deaoacn  von  der 

Substituirt  man  hierin  die  ohigen  Werlbe  von  asj  und  y, ,  so  findet 


<r^f -|-3A/ry-f-ryy+/=0.     (l) 
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•^63 

!£■  ifli  «Im  M  der  Hittelpiiiikt  4er  Cnrn;  (Tsf.lV.  Fig.l);  JTfi 
vnd  MP  die  Axen  der  a;  and  jr«  ABC  fi\^  \a,  der.Curre  eiDre- 
Kbriebene«  Dreieck :.  dir  Seite  AB  mit  ^>*)  und  die  Seite  ^C 
■it  Jffi  perellel.  Die  Coordinaten  des  Pnnktf  A  seien  $,  v;  die 
Coordinnten  de*  Punkt*  B  seieii  {',  c';  die  CoordiDuteo  dea  Punkt* 
Cieien;  g",  tr";  >d  itt  oCenbar  vss,^f'-=.AD,  and  |=J'^ — DM. 

Ick  nehne  kd  dus  keioer  der  Pnekt«  ^,  B,  C  naendiich  weit 
eotfentt  liege,  oder  dma  weder  AB  noch  A'C  mit  einer  Aijnp- 
tote  der  Hrperbel  parallel  sei;  in  weloben  Falle  BC  mit  deriel- 
beo  AajBptote  parallel  würe,  oder '  iinendlieb  weit  entfernt  liiffe. 
Die  Linie  AC,  deren  Gleicbun^  y ^= "  ^  -^B  iat,  ■chneidet 
all«  die  Cnrre  in  swei  Punkten;  eben  >»  AB,  deren  Gleicbnng 
x^=\^=-  —  DM,  DenoAcb  kSonen  weder  a  nocb  c  der  Gleicbnng 
(1)  venehwindeD.  Es  sei  nun  die  erate  willköhrlicbe  ait  M^  6a- 
rallele  Seite  dea  Dreiecke  AC  geiogen  ond  AB^v,  to  weraen 
die  beiden  WerAe  td>  .«,  die  dieaek  Wertbe  von  y  aDlapreckea, 
i=.~MO,  und  t":=Jr£  die  Wnraeln  d«r  Gleicfaitqg 


wenn  aan    f  positiT  ninnt  und   TY=t(M  —  mc)mi  —  ti/ Kttt. 

Die  beiden  Wertbe  vt=DA  und  t/sjDÄ  aiiid   die  WnraeU 
yder  GleicküBg  e$y-H2.^y+tf£$+/=0,  «lao  itt      ^, 

.  »  +  </  =  — ^i  »der 
Dia  Gleiekui^  der  darok  B  mid   C  gelegten  Linie  ial: 

,  K — «•)* -i- (6' -  r  )y  4- J"t/ -  S"«" = 0 

der  offenbar  durch  Subatitntion  der  Coordinateo  von  B:  a!  =  ^, 
y=i>';  und  Ton  iCi  ^  =  S",  «=«"  Geniige  geleiatet  wird.  8ab- 
«tkniit  au  i«  dieae  die  flr  i'=x^,  ^',  *'  tutit/'=^v  gefiMdeBn 
Wertbe,  lo  findet  m»t  die  allgeaeine  Gleicbung  für  die  Linie  BCt 

Der  Berährnngwankt  Mit  der  Carv«,:  die  alte  dieae  Linien  bcriibren, 
ist  der  DnrchKbBilt  TOa  einer  belieblj^en  Mit  einer  nnendlieb  we- 
nig Teracbiedencn  deraelben.     Ea  lei  die  Gleicbnog  einer  Tangente 

Aar+Bg-^C^zO 
n  iit  die  Gleicbnng  der  unendlich  wenig  veracbiedenen.Taagente: 

deren  DafchBchnitupnnkt  mit  den  DurcLecfitiittapuakle  der  beM« 


D.,.Ei.ct,Googlc 


■dsDtiicIi  itt.    Die  CoordiauteD  desselben  seien  ^:=^V  y^=y'i  ** '■' 

Mach  der  Gleicboog  (2)  hat  maa: 
folglicb  da  t;  =  ^ y — ~  >at: 


HD  ,  BD  .    D      .       Di 

oad 

*r'a/  +  S**'y'  +  cyy  +  ^=0.      (3) 

,  Beide  Cuirea  (1)  und  (3)  siod  also  zugleich  cODcentriiche, 
ähnliche  and  ahnlichliBgende  Bllipaen,  oder  Hyperbeln 
zwiicben  deßielbea  AijmptoteD. 

2.  lit  die  gegeheoe  Curva  eine  Parabel  nnd  der  AnfaagipiMkt 
der  Coordiaateo  in  Scheitel  deraclbeo,  so  wird  die  Gleichang  Ar 
die  Carve  anf  die  mit  den  bcideo  äeiteo  des  Dreiecka  parallelan 
Axeii  bezogen: 

(«^  +  *y)» -f- 2c;r  +  2</y  =  0 
und  irena   man  wie  «bea  verjESlirt,  and   Fy^c>+2«tf(fa — «^ 
•etst: 


ind  v*  aind  die  beiden  Wurzeln  y  der  Gleichung: 
uad  die  Gleichnng  für  afle  driite  Seiten  dei  Dreiecka: 


..  Google  ■ 


i6S 

m\6c ~ »4+ 6riJf+ 6*  Y.  9— Hie-- m4)  —  ed'^dr.       . 
Ea  iit  also  ' 

-^—  jT-  I«. 


^=-35-+«  +  ^ 

Bm4«  Curren  Bind  deaDueb  aach  xagleieh  Pftr«kel>  mit  flai- 
cbem  P«r«aat«r,  deren  Hanptsxeo  lasft^iHeyfkUeD. 

3.  Hiernech  iat  es  leiebt  in  ^tm  KegelicbBitte.  wen*  -a 
■öglicb  ist,  «in  Dreieck  xd  beiehreibcD,  dnae^  nr«i  Sritsa  sit  |^< 
gebeneii  Uoien  parmliel  sied,  ivd  deuen  dritte  Seite'dvneh  enen 
'  gegebenen  Pnnkt  gebt.  Heu  bnchreihe  neailieb  «io  wUlkiirttchM 
Dreieck  ^,BC,  dewen  Seiten  jijß  und  ji,C  mit  dea  gunkenen 
firnden  parallel  flind,  and  deeeen  Spitxen  A,BC  «nf  den  Gn&agfe 
der  gegebenen  Curve  liegen.  Hit  A<7pamnel  (T«f.  IV. Fig.  ä)  siehe 
■an,  wenn  e*  möglieb  ist,  die  Taagente  ßC  an  die  Regeb^M 
OHrre.  Vom  Mittelrankle  M  dar  Cnrre  siebe  na«  eine  Luie  aa 
den  BerUbnmgapnnbt  T',  die  die  Linie  ßC  in  T  sebneidet;  ao  Mt 
T  der  Berflbmngspukt  der  nreilea  CnrFe,  die  aüt  dar  geMbeneB 
ghnlicb,    äbnlicbltegend    und    coDcentriacb    ist.      Ea   iat  BT  i  Jf<7* 

7=^rys=-:\  für  alle  eiogeicbriebeiie  Dreiecke  coutant.    Ea  sei  <^ 

der  Pnnkt,  der  anf  der  geauvtMii  TaageDte  AD  an  die  awelte 
Cnrre  liegeo  aoll)  siebt  »an  ait  dieser  pralle!  A'V,  die  die  sa- 
gebene  Corre  in  V'  tangirt,  und  die  Linie  MA  in  Jf  lebneiibtt 
so  i>t  ebenfalli  M O  i  MV  t^  StA -.  Mjf  =  }IIT  i  MT .  Folglieb 
nBsien  AT  und  AT  ancb  panlM  sein.'  Hau  ziehe  de«D8cb, 
nacbden  T  und  T  beitinnt  sind,.  TA  nnd  die  Parallele  TA,  die 
die  Linie  SIA  in  A  ichneidet,  und  von  A^  wenn  er  nicbt  inner^ 
halb  der  re|;ebetieii  Ctirve  liegt,  in  weleb'en  Ftlla  die  CbnsbiHÄi 
uiiBSglicb  ut,  «ioe  Tangenta  »a  die  g«get|en«  Carve,  >o  ist  die 
dnrch  A  gesogene  mit  ihr  parallele  die  geaachte  Linie. 

In  der  ll^perbel  iat  keine  mit  A€^  parallele  Tangente  nSglich, 
wenn  ßC  beiJe  Aeste  schneidet.  Die  Hrperbel,  die  alle  Linien  BC 
berührt,  J'^g*  in  diesem  Falle  in  den  NebeDwiKkeln  der  Aijmptoten. 
Ei  sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Hyperbel   auf  ibre  Asymptoten 

^.y.=/.     (4) 

so  ist  iD  diMem  Falle  die  Gleichung  der  von  ßC  berührten  Cnrve 

*.».=--/.      (5) 

■   wo  M  paiitiv  itt.    B«achraikt  mn  ili«  su  dicMr  HfpcrM  inppl«- 
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2M 

■«■tilM,iik  d«r  jadaa  PiMkte  deven  Cowdlaatvii  ü  iler:  «iaan 
■■'ii  Sftt  i*  ^^'  aveiteii  ein  Pnokt,  duHB  Coordinatflo  £,==:«„ 
•,  tr=  —  jft  sind,  «Dtipricbt;  M  irird  die  Gleichnng  füi*  disMlbe 

8,».  =  -/.     (6) 

Dieae  Hjrpffrbel  i 

coBcentriMh.      KbcDfalla   weBn"  i 

durch   eiDCn   Puokt   gebt,    duiea   I 

Aajnptot«D  bnogen,  ao  Mbt   die  TaDKente   bii  den  entiprecbcBdcB 


gCg«beBeD  Bjiterbel  «BgMcbriebeu ,  ond  ( 
ce^baBCB  Grades  parallel  lind,  welche  Li 
Derfihrt.     Bs  wN    nan  durch  f  eiae  Berfihr 


r,  gegeheaeo  äbaticb,  MhalicblieKend  onA 
rean    etae  Taageate   aa   <{ie   Carv«  (5) 
duiea   Coofdinatea  a,  ß  lind,    aof  die 
_    ,  ^     ■        Ei'^^   '''^  TaaReate   an  dea  eatiprecbeadeB 

niakt  der  Cnrve  (6J  dorcli  fliaaa  PanEt  denea  Caerdiaatea  a,  — fl 
siad.  El  seien  Tat;  IV.  Fig.  4.  die  Aijmptaton  der  beiden  Hyper- 
beln jfB  und  CD,  m6  die  dritte  Seite  einei  Dreiecks,  dai  ia  dflr 
"        ■    ■     ■  •   ^eaaea    awci   Seiten   mit 

^iaie  bIio  die  Cnrve  (S) 
Berfibreade  aa  dieaelbe  Gurre 
gelwt  wcrdea.  Die  eataprecbeade  Tangeote  der  fljperhel  (61  geht 
dnrek  den  Pukt  F',  \nmm  tu»  FOs^Gf  BSfbt  a»i  FF^mt 
der  Aijiiptote  jfB  parallel  xiebt.  Die  der  TangCBte  a&  eatawe- 
ebaada  Taageate  der  Carr«  fftj  itt  A«',  wann  mna.  mMs^M»' 
MBcbt.  Mu  caaatraire  slao  «M  oheB  eise  grade  dueh  /"  gekead« 
Ubi*,  die  Mt  A»*  nrliiclt  bIm  wt  der  gegebeneB  äballebe,  äbo- 
ItckliagBide,  eoBcaatnacke  HyMibd.  berfiarl;  aa  gebt  die  gaauelita 
Liaie  dareb '  F  and  dea  Dunbaekaittaponkt  dar  ebea  gtiaadena* 
■il  d«r  AiTBpt^e  CA 

JBind  die  beiden  Cwaa  Parabela,  ao  aabaeidea- bUb  ptrallela 
Tnaganten  £C  and  B'C  Ton  dar  graaMB  Am  gleiidie  SMok«  ab. 
Zieht  aaB  aUo  darob  den  gegebeaen  Paakt  J  (T^  IV.  F«.  3.) 
■it  dv  Hmaataxa  ein«  Liaie  parallal  uad  «aehl  <^^' deai  aof  dieaaE 
Ase  vaa  BC  uad  B'C  abgoKbaitlanen  Sticke  gteiek,  nieht  danuif 
•N  ^  eise  Taegenl«  an  die  Parabel^  >o  iat  die  ait  ihr  dnrcfa  ^ 
MsogBB«  Paraime  die  geaaebto  Linie.  AoBMr  dea  B«gage)»eBeB 
raUea  «ad  keine  TttrhaoMn. 


XXV. 

Üflber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale. 

Von 

dem  BerauBgeber. 

'  Erste    Abhandlung. 

Diese  Abbandlung  eröffnet   eine   Reibe   von   Abbandinngen,   in 
denaa  wir  Back  nad  nach  tob  den  aeBcetcB  wiebtigern  BrfiwtaageB 


D=;-,:cc;  ..Google 


in  i*r  Theeri«  dar  bwtiaHtm  iBtagraU  iifiaHkli  NacWebt  n., 
tbeilen,  iiberkaapt  mit  d«r  ^eii  üne  TolUtändiffe  TLeori«  der  be- 
•tiMHteii  Integrale  ■■  liaftrn  knebm  trmi»*.  mw  Zwecke  dieur 
Zeitschrift  gwiu  beginnea  4ir  ait  einer  kunen  Dontellannf  der 
wicbttgiteD  «UreneiiCD  Bttiptsibw  von  dei  beatimaten  Integritoa,. 
nnf  weIckeB  ule  folgend»  CnternickiBgeB  vorsügüch  bemfaen, 
nad  einer  knneu  BtttwickMng  elpiirier  aratf  acfion  Itekainlen  be- 
stinnten  Integrale,  die  bei  aBdelrn  nDtersiicbnngeB  betonden  kin- 
fig  in'AnwenauBg  gäfcnelrt  wcMleii. 


Die  wicktigaten  «llgeaviRe»  SsaptBiltae    von  dea   ke- 
atinaten  iDtegraleD. 

■,f.i.         ' 

WelB  ilwteoft 


die  willkfikrliche  Conatante  in    der  Fanctian   <p{a:)   ackon   einge- 
scbloaaen  aein  aoll;  aO  atnot  unn  die  DiffBraiax 

daa  TOB  jr^0  bia  aissb  goBOHaiieae   Integrr«!  /^tfjit»,' 
t  dieae  DiBenu  aa  beateo  und  einfackaten  ..dirch 


und 


f/^- 


y{.i)-^.)=f/,a,)d^ 


iat    Aach  Bcont  aian 


//t-)-^ 


da*  iviacben  den  Gränxen  «  nad  b,  für  m  aU  oatere  and 
A  ala  obere  GrSaae,  geaoaiHep«  Integral  ff{a:)dx.  Eia 
jedea  aolckea  zwiacbea  beatiiBBten  Grinsen  goBOHmenM  Integral 
wird  aber  j)b«>b«iipt  ein  Ve^tuaMtee  Inttgral  gonannt. 

«.  a. 

.1.    Weilf^indm  wir  inMer  wie  vorher  überhaupt 
aotsM,  laack  da«  Torigea  Paragraphen 

/^,yto=,(.)-K*) 


=,C(K1glc 


iit;  M  i*t  oAnbar  J«4t*Mit 

//(«)*r+ /7/(«)Ä.=l). 

2.  W«il  ferner  skch  den  toh^b  Pawgwiphe» 

/^/-(«jÄ:  =  ,(.)-,(.), 

/]Jfl<r)*r=i=^/!),-»(.), 

yJ>(«Kr  =  *)-»(/l), 

n.  >,  w. 

./]/l')*'=f(»)-»0') 

ist;  10  iit  jedcneit,  wie  man  Boelmc))  findet,  wenn  m»  wf  boiden 
8«n«  ik>  ÖleicIiheitneicIieD  »ddirt, 

nb4  falglicb,  weil  Duh  dem  vorigen  Peragrapbeo 
iit,  jedeneil  ^        . 

r=  f'A:r)^+  f'A^t*'+  /^(*)«fc+  .  .  . 

...H-/j[>Wi»+/^«)*r, 

wie  Vr«»  >»cb  die  AnzaU  der  dnrcb  o,  /f,  ;■,...  X,  p  beieicbne- 
ten  i^rSsBen  sein  Hng. 

3.  Wenn  A  eine  cvnttanie GrSue  fcMeicbnet,  m  iatbekust- 
lich  jedeneil 

und  folglicU 

r,r„:==,  Google 


ab«,  weil  nach  dsa  v*rig«ii  Pangr^he* 

k.    WeDB,  indea  A,  A,,  A„  ■ ,.  At,  lautei  cOBiUnta  Gr3uu 


iit;  lo  ist  bekiDiittich  jedeneit 

...+A.fM.x)d^, 
und  folglich,  weDD  wir  iib«rl»u[it 

//,(«)*«  =  ,,(*), 
'  n.  8.  w. 

■etten,  ■''"_■■' 

■Im  DBOli  d«ii  vorigeB  Pcngnpben 

H-^,|»,(»)-»,(«j( 


+  -<-l».(«)-iM-)i, 

4.  i,  BMb  iwm  T*fig«ii  Pingripban  offvilMr 

■...+A//,.(«)*r. 

♦.  8. 

ifenii  wii  wied«  iibwlinipt 


D.,.i„cb,Googlc 


wo  -  yf(^)  vi«  gewbbnKch  den  enteD  DMfareBtUü^DOtieBUa  ivr 
FoDctioD,  fiie)  beseicbuet.  Setxen  wir  na,  IbiIbm  m  eine  bdiebige 
poiilive  ganse  Zsbl  beieichnet, 


M  iit  hbc^  eincH  bekaanten  Satze  *) 

9K- r+- O^' SK«) +  '/(•  + Ö<), 

7(«  +  34|MKf)(ff  •4-4-4^  ^#+ j -t- 9i  0. 

)K«  +  aW)  =  9(«-J-W)H-irt<»-l-«  +  ^,0. 

'    o.  ■.  w. 

>{«+(i*-i)i)=^-+(»-*)o+Vr-+("-«)'-*-»-^), 

vo  9,  9,,  9,1  ■ . .  9ii^k  Ok— I  lauter  positive  die  Einbeit  oicbt, 
ttbenteigende  GriwKD  wad.  /Mirt  naa  jetzt  auf  beiden  8«tea 
der  Gleicfabeitneiclien,  nsd  beaa^Lt,  daM 

iat;  M  erhält  man  logleicb  die  Gleicbnhg 
alWi.vey  bflunntl^ 


/>-: 


f/^^)^ 


Wenn  j  poiitiv  Ut  nnd  die  Fnoction /l^)  fortwäli^nd  wäckat^ 
wenn  aian  aieb  x  von  te^^jf  bis  ars^i  '^'ig  verändern  ilaat; 
■o  iat,  weil  9i  9,,  €>,,...  S»_i  tanter  peiitive  die  ^tnbeit  nicbt 
öhereteigende  Grftaien  aiiM^  ttffenbarebneBentafcjiRS  de>  aberi 
nnd  nntern  Zeicben  auf  einander: 

/(.ii+9.i)=/(.+i), 


/{•+(.-i)<+e«/)5:/t»+(.-iw   ■ 


•)  Th«!  I.  X1.VI1I.  «.  •. 


D.,.„cb,Go<igle 


•     871 
tu 

.  /(•+*)5/(«-t-o. 

/(•+i+e,i)^y(.H-ji), 

a.  «.  w. 

/(•+(•- ')'+e.-iO</("+"fli 

und 

/(•+«()+/(»+ i +e,i) +  ...+/!(.+(•— i)i+e»-ii) 

folglich,  weil  «Mk  dar  ForutaHtik^^  i  pMitir  bt**), 
lud 

i|/(.+efl+/(»+i+e,.-)+. ..+/(•+(»- i)i+e,.-n)f 

5i|/(i+.)+/i|.+si)+/t»+s.i^+...+/(»+;iJ!-, 

8«tMB  wir  »1m>  hier  nnd  im  Polgendeo  der  KUrM  wegen 

l'=.|/(.-(-0-t-/I»+«')+/(»+«)+  ■  ■ .  +A'+'<)h 

fl«  iit  uech  den  Vorhergehenden 

4.  k.  w  Ut  P/K^^dx  «b«  HkttlftfiiBe  F«pidMn  ^  bU  7,  edm- 
Ib  4er  ■m  Tbeil  I.  XL.  f.  33.  bckannteii  BneiclmiiB^  der  Hiü' 
lelgTÖMQD : 

Wenn  wieder  i  poeiti«  ist,  die  PnnctioK /(^)  nher  foTtwfhrea^ 
ebniawti  wenn  wen  aieb  x  TO«  M^m  hif  X!sii  itelig rerindem 
liut;  BO  iet,  weil  9,  9,,  9„  . . .  6._i  Unter  poeitire  die  Binkeit 

•)  Thell  L  XL.  >.  1.  (.  I. 
~)  Tteil  1.  ^L.  (.  u.  «,  u. 
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esiehHDi;  der  abera 
chcD  evf  einander: 

/(•  +  «  H- »■')  J/t«  +  *0. 
H.  s.  w. 

/!(.+(.- i)i+e^,<)5/(.+(«- 1).) 

uad 

/(.+  <+  ©,i)5/(»  +«). 

n.  e.  w. 

_/t.+«)-i-/(.+i+e,OH —  +/!.+(«-i)i+e.-ii) 

•Pd  .    ,■  '.  , 

_/(.  +  ei)+/(ir+i  +  9,i)+...+/(«  +  (»-l)i+S«fl 

5:/(i+;)+/(.+si)+/(»+3()+ •  ■  ■  +A«+~)i 

folglicli,  weil  nach  der  Varauaeetanng  i  positiv  ist, 

^Hf(,+ei)+A'+i+&.i)-{ h/i(»+c»-i)'+9^i')l 

5<l/(«)H-/(«i+')+/{"-l- «)+■•• +/("  +  (•-•»! 
and 

_(l/(«+9i)+/(.+(+e,.-)+. ..+/(.+(— i)i+e_.-)l 

d.  i.  imIi  dem  Vorherg^ehenden 

MDd  folglieh  iried«r 

Wenn  j  negativ  iit,  und  die  Function  ^(dr)fortirtliraodvlLcbst, 
iroUB  Ban  rick  dr  van  x=:a  bii  x=^o  itetig  verändern  IKut; 
■o  iit,  weil  €>,  3,,  @„  . . .  du— 1  Isnter  poiitiTe  .di«  Eiokeit  niiAt 
übersteigende  GrSuea  lind,  wieder  gaos  wie  roÄer 


Dui.tizc-ctvGoogle 


/<.-t-80+/(.  +  (rt-e,ij  +  ...+/(.+(.-l)i+S^,) 

5/(^ +•■)+/(•+")+/'•+")+■■■+/(•+ •■) 

Wfil  aber  jetxt  Dach  dar  VorauaielciiBg  f  nagalir  tat;  aa  iat 
t(/(.+9<)+/(ai+(+«,0+...+/(«+(»-IH+»,.-l()t 

5 '!/<•)+/(«  +  ') +/(•  +  «)+  • ..+/(«  +  (»-  I)<l 
Dnd 

<l/)«HrSo+/(.+i+e,'j+...+/(.+(»-i>+e,^..')t 

alao  DaMi  den  VarhergdiaBdea 

and  folglich  wieder 

WeBB  i  negativ  iat,  nad  die  Fnflctioa  /{x)  fortwkbiead  ab- 
DiBint,  .waBB  vm  aicb  x  Toa  »p=m  biMur=5£  «tctjg  verSadera 
liaat;  aa  iat,  «eil  @,  Q,,  @„  . . .  @h_]  laMler  poaitive  die  Kiaheit 
nicht  ItharateigeBde  Groiaen  sind,  gafii  wie  abea 

/(•+e()+/(ar+/+e,o+..;+/t«+(.-i)i+»,-i.) 

5/(") +/<- + ')+/i' +»)+■■•  +/(« +(•  - 1)0 

md  '^ 

.  y(.+e/)+/t.+.H'e,i)+';.;4-/(«+(«-iy+e.-v.). 

=/(. +  #)+/(»  +  Sf)+/t«  +  80 +■.-!-/(•  + »0. 

Weil  aber  jetat  nach  der  Varaoaaataaaff  i  Ba(atir  iat,  a«  iat 
i|y(.H.e()+/f,+i+B,i>#-...+/l.-K»-l)i+e_,i)l 
5'l/(«)+/(«  +  ')+/l»*2*)  +  ;-+/(«  +  (»-l)'l 

5*1/1* +*)+/<•+*«+/<• +'■■)+  •  •  .+/(»+"<)h 


I  Ohigaa 


Cs.t.rect.GoOglc' 


•  ■       ,  «74  . 

Als  slleeaieines  Resoltat  ergiebt  Btch  nnn  m»  dm  Voriter- 
gebeodeb,  daH.weDn  die  Fnnctiun  f(x)  entweder  at«ti  ffitcbat 
oder  Uita  abninait,  weori  maii  me\t  ^  nnr  ^^äs«  -Wh  x:=a&  stetig 
veräDderd  Vittt,  du  bestinmle  Integral    - 

'   ,  .//f^)'«' '  ,.'  ',.„■' '  '   ■  " 

JAdenieit  eine  Milt«lgr5aae  zwiaebeo  t£  .utpdi^^;  ^sf..vV«^Vi«b  die 
positive  gnaze  Zuht  »  sein  ninf;.'  '  [>n      * 

oder 

,   ,   ,     ■        ^__^— ('*-''>  l/W~A«>t 

ist,  B9  ut,  kt^i.dasa  die  Diffierenz  ^.~^^  «jek,  w^nn.«  wlUbM, 
der  tlull  bübeitl'  uiid  derselben  belrelii^  Jiabe  gbbracbt  WerdeR 
kann,  wenn  m&D  nur  «  grosa  genug  nimmt,  .  ,Alao  oGbert  «icb  nacb 
dem  VorbergefaeDdeo  die  Grctaae  2,  wenn  M~wäcbat,  offenbar  dem 
beatimmten  Integrale 

and  kann  ilemaelben  beliebig  ssh«  gebrecht  werden,  wenn  man 
unr  »  groaa  geang  n^nmt.    Setxt  man 

Bo  iat  ■      '     '  ^,  _  _ 

oder 

ynd  diese  DiSereni  nUiett  aich  folglieii,  wenn  m  wäcbat«  der  Nalt, 
ond  Icann  derselben  beliebig  nabe  gebracht  werden,  wenn  inan  nur 
N  gross. pniig-iiiiRmt  Also  nStierl  aich  uch  dem  (>bigeD  «lieft 
die  GritBse 

wenn  «irachst,  4em  baatimmtetiliteirrale    l     •     \ 

'  r/^-^.  ■      ■  •  ■ ., 

Knd  kann  demaelbeU' beliebig  nabe  gebracht  werden,  wenn.  ^M 
Kor  M  gras»  geofig.  joig^vt,  wobe^  >^»  iijinef  * •  J>^ebMn|lili,^ ,  dfaa 


geietxt  worden  iat 
Wenn    die  Vor 
fortwährend  wächst   oder  fertwUrend 


Wenn   die  VoraiuseUttBg,   daBS'4i«  Panction /(«)  entweder 

-  '-—"■-    \  Uminvl,  wenn  lun  sieh  x 


DLi-izcctvCoOt^lc 


von  ^=3«  bis  «ss^.il^g  TMÜMdcrn  lüsat,  dicbt  «rfollt  irt;  so 
wird  man  sich  daa  Interwll  «^  doch  immer  in  eine  ^wia»  Ad- 
uhl  anderer  iDtenaHe  «a,  a^,  /J^, .  ,-.,  ^,  fUi  ftetheil^  denkea 
könOeo,  io  deren  jeden  die  FuncHoD  /{a:)  entweder*  fortwäbreiid 
wächit  oder  fortnährend  abnimmt.     Cnd  weil  nun  nach  f.  %  2. 

ist,  4o  wird  mao  sich  leicht  üfaeraengeD,  dam  du  oben  Bewiesene  ' 
«neh  dann  bikIi  gilt,  wenn  die  Fnoctiun  f{x)  olobt  fvrtwälifeDd 
WBcfaat  oder  fartwäfarend  oboimmt,' wenn  man  aicb  a:  vod  x^a 
bis  ;r^  i  atetif^  verKaderD  liaat  Daber  ergiebt  aich  jetzt  der  fol- 
nnde  allgemeine  für  die  Theorie  der  bestiijimtea  Integtvle  in  jede> 
Besiebnng  böcbst  wiolitige  8at>; 

Wenn   mani    indem  «   eioe    beliebige  positiT«   gause 

Zabl  bezeicbvet,  .       ^ 

h-tt^ .  .       ,  -' 

■  fltit,  ao  näh'ert  aicb  dij>fifi«a* 

oder 

wenn  m  wäebat,  jederieit  dem  beatifiBten  lategr'ale 

und  iLann  demaelbeo  IteJ^eblg  nahe  gebracht  werden, 
wenn  msD  nur  «  groaa  g'enn^  himMt 

♦•*• 

Wir  wolleo  jetct  aBnelnAeD,  dua  fi^,  <|4  «ne  Functioo  der 
zwei  rer&nderlicben  Gräaseo  X  nnd  y  sei;  Wenn  man  udd  aber 
hlua  OB  als  Tcrändarliob  Wtraebtat,  «o  Ist  dwi  beatiawte  Iptegval 


der  vcrfind«fHalie 

!ao 


offenbar  dne   bloaa  von   der  vcrfindtffHaliea  ^röiae   y  abhängende 
FnnctiDD,  und. es  Uanu  alao 


geaetxt  werden. 

LiUat  man  

GleicbUng  anf  i^r  Stelle  die  Gleicbang 


Läaat  man  v  aicb  Om  ^  verändern,  so  erf^iebt  sicli  ans  dieaer 
"  «r  " ".  ■  . 
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Wril  renier,  nenn  mb  lieh  y  wta  ^^nrita^erD  lisat, 

6A^>  y)— /(*.  y+  Äy)--/!^.  yt, 

aho  ancl) 

iat;  10  »t  dmIi  %.  2.  4. 

So  wie  aber  nach  der  VoraiiMetznDg 

'  ist,  m  »t,  «la  diebe  Gleichang  für  jetlei  y  gilt,  betarticli  nch 

■./]Ja^.  y+AyK»=v(y+4y), 

nad  Dacli  den  Vorbergefaeodeii  iit  also 

,  ß,äf{^^  y)-«^  =  sp(y-*-Ay)-9<y).  - 

Vergleicben  wir  dieie  Gleichaog  nit  der  obon  gtAradeoea  Gteichnag 
■o  erkalten  wir  die  GleicbUDg 
ans  der  riek  ferner 

4y     .     ='SiJ.t^'''  "■'f" 


alsn  nach  f ,  2.  3. 


S? =  /.    47^"' 


Ay  /■     Äy 

■OD  Ay  *>^  *!"  Noll  Diibern,  nnd  gehen  s« 
I  erbalten  wir  Bnaittelbar  die  merkwürdige 


und  wicbtige  Gleicbung 

welche  aian  ancli  unter  der  Fbrn 

>n  schreiben  pflegt 

DiflerentÜrt ,  «an  auf  beiden  Seiten    dieser  Gleichnug   nach  y 
TOD  Nenea,  an  erhält  «an 


■:c... Google 
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und  folglicli,  wenn  nmu  wieder  nach  y  differentürt, 

aira,  WCDD  man  wieder  nacL  y  differemiirt, 

Wie  Man  auf  dfese  Art  weiter  geben  kann ,  ist  li.lar,  und  t» 
bt  daber  in  völliger  AllgeHeinheTt 

-HaB  veoDt  die  dnrdi  diAe  Gleicbane  vorgeach riebe ne  Ope- 
ration dieDffferentiaAioD  nnter  den  rntegralieicben,  nnd 
bedient  sich  derselben  baufig  bei  der  Entwickelung  bentiininler  In- 
tecrrale.  Hat  man  nämlicb  ein  von  mebrereD  allgemeinea  Grössen 
abbüneendes  beatimmtea  Integral  gefanden ,  so  kann  mau  offenbar 
jede  dieaer  Grfi»en  als  veränderlicb  hetrncbten,  nnd  nacb  dersel- 
ben das  in  Rede  siebende  Integt«!  kuf  der  einen,  die  Fnoclion  nn- 
ter den  integralacicben  anf  der  andern  Seite  des  Gleicbbeits- 
xeicbens  willknbriich  oft  differentiiren,  wodnrcb  man  jederxeit  eben 
«•  viele  nen«  beatinnite  Integrale  findet,  als  man  Difl'ereatiatioDen 
verricbtet  bat.  ' 

».5. 
Wie  wallen  jntit  ancb  den  Fall  betrachten',  wenn  die  Wden 
Cränien  dea  Integrnis  selbst  veränderlicb ,  nämlich  zwei  beliebige 
Punctionen  von  y  sifid,  die  wir  dnrcb  Y  nnd  Y'  bezetcbnen  wallen, 
«o  dass  i'  die  untere,  Y"  die  obere  Gr&ase  .des  Integtals  ist.  Sei- 
nen wir  nnn  wieder  der  Kürze  wegen 

und  iuaen  sieb  y  im  ^  verübdern,  so  wird 

Ferner  ist,  unter  der  Voranselsnng,  dass  Y  ond  Y'  in  Y+^Y 

nnd    Y'-i-^Y'  ttbergeben,   wenn  y  in  y+Aj'  übergeht,  ofieiibar 

«nd  folglich 

y",^r  /(«.  y+AyKa^-y ,/(•«.  y)<^=9{y+^y)^  vis/h 

also  nach  den  Vorb ergebenden 


A/^A^. 


D.,.Ki.ct,G(,K1glc 
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und 

,        /'yA'^,V+M)^=/'y*'^'A'',</+^f)d^ 

•Ui>  ,  ,      ' 

y       /(*.  f  +  AyJrfari 
folglicfa  ist 

/•i"+ar 
r*ar  -^f''  y+Ay)'«' 

/■r+ar 

aUo  nach  dem  Abigen 

4.  i.,  Tpeil  nach  f.  2.  4. 

fjA'!<y+liv)^-/^A''i<i)d' 

—yT>A''.r+irl-rA-',iiU''^. 

mid  folglijib 

iit, 

Ay,/<».  y)*' 
=y  y^A'',i)'i^-Jy     /(«,  y + Ayt-ii» 

^K=;,  Google 


alau  MKli  AUcDlmr .  , 

Setsen  wir  nun  uberÜuu'pt  '.     .  ^         ' 

B«  i«t ,     ,   ,      .  ■  ■  ' 

iiwl  folglicli  offckbar 


jetat  ^,  dho  nstilrtich  Bucb  AT  sich  der  NvH  oKberit,' 
au  dea  Gränzea  über,  so  ist 


LüMt  nai 
und  geht 


I-'»  5/,*' A;«.  y+Ajr)'*» 


'  — •'^•.     ■■•  ■■■ — if        :     7~-'""5' 

und  weil  Duu  offeelwr 

"'■  AT  VV 


iit,  ■•  Jet    ■■  .■.'■•  --'  :    ■•■ 

Weil  aber  hefcanDtlicb 

*feü=/,,,s,),ai.o'?ffiiä=yti',Vl. 

and  folglich  nach  dcnVorb^^eliftiitcD 


■  :,;...,  Google 


1     yJ'+4^  dv 

Gaiv  ebcD  so  iit  alter  nBtQrlich 

Ana  der  oben  bewicKcneD  CleiehnDg    '  .  . 

fblfft   DilD,   wenn   man,   inver    nnter  der  Vor«lHielsniif(,>  dui  ^y 
.   lieb  der  Null  nübert,  su  deo  Gränsea  abergebl: 

uod  ei  ist  all«  nach  d««  Vorhergehendeo  oftabst 

Fttr  y^a,  d.  h.  in  dem  Falle,  wo  die  uotere  OrÜne  Y  eine 
conitante  GröiH  iit,  gebt  dien  Gteiehaag,  weit 

'  «n    ■-'   -■ 

iat,  in  die  Gleicbuag 

aber.    FBr  'T  =  b,  d.  b.  io  den  Falle,  wo  die  pl>ere  firiliiM  V 
eine  conitaiite  Grdase  iat,  geht  die  obige  Gleicbnogi  weil 

iat,  io  die  Gleicbiing 

aber.     Wenn    Y=ia  und    F^«  tit,  d.  fa.  wean  beide  GrilM«ii 
eoDetsBt  liad,  gebt  die  obig«  Gleicbaag,  weil 


.,C(Kig[e 


S8l 

iU,  in  die  GleJchuag 

iber,,  welche    geni  mit  der  ia  rorigen  ParagrBpheii^  getiiDdeDen 
deichntig  fiberejnaliiDDl. 

,  ♦■«. 

Wir  woIIm  j«Ut  Hberhupt       ^ 

Htiea.     Nsck    4er   snlclst    {■    vnrigen    Paragraphen    gafuDdeneti 
Gl^bvog  iit  '        \ 

oder  ...  ■    ■     '    -    I       \     '- 

und  falgliek  Ii4cb  dem  Vorhergeheoden 

uho  , 

tjclwn  wir  nDn  üli*rl|»n]>t  ■,  ^ 

.■•■■■.  \     ■      i 
/«K«,  »)*•  =  »(«,  y), 

■o  \ai  II  -      ■    -i,..!- .., 

nnd  foigtich 

y^y]!«*.  yK» +€»»■•—»(»■»)-♦(•. »). 

•i»  ■:■■>,■        ■  ■  x^  ,■ 

=»(«.«-»(•,  w  -  ♦(«,  •) + »(*  iW  '■  ■    : ' . 

N«fh  d«M  Obif»  iit  .', 


:r;.  1:1  CtKlt^lc 


nnd  folglich 

J^A^X  y)^>''F=*^  /»)  — »(*!■.»). 

wnrsiqs  nacti  ^  2,  4.  ^ 

falgt    Weil  nun 

geietzt  vrordea  ist,  ro  ist 

nlao  \  .  L        ■■         .     V    ■ 

y^V*,  «*»=»(«,(>(-♦(•, «, 

ulgo  nach  de»  VorbergebendeD- 

=X«,  «-»(., /»)-f(i,  «)+»(.,  «). 

Vergleicht  «M  dft  b«i**v  ghfiui'<UMD  Jlindrflck«  TAB    \ 

■it  einnder,  ee  findet  p»D,  dUB  lie  gleich  sind,  wornna  aich  die' 
wichtige  Oleichnng 

ergicbt,  welclie  awn  Itüraer  auch  aui'  bigende  Art  au  achreiben 
l'««t:  ■       .\       \ 

Hieroaa  ksnii  nn  ohne  Stokwwrigickit  Bblritaiii  dau  ei  bei  aehi- 
fscben  Integrationeti  xwiicben  gegebenen  Gränun  nach  eben  io 
vielen  verilnderUeben  QrtMte  gnra  sleicbgiHtig  irt,  in  Welcher 
Ordnung  nan'die  Integrationen  Terrichtet,  wenn  nur  in  Beiug  auf 
jede  Terknderlichc  Gröaie  immer  dieselben  Gränsen  beibehalten 
werden.  So  flbersenat  nan  lich  c.  B.  dnrclv  sehr  einfache  Schlüiae 
■itteltt  des  Voihergebendefi  iogleiei.  das«  ihiaer 


^  ■  ;  '■  M. 

Deber  die  besiinntcB  Integrvle 

H.       -•'    \ 

Zuerst  wellen  wir  in  der  Kfine  die  beiden  Integrale 

f  (»— )fe  .  ,^  /    ■fe 

'   ■•      fw^."'f^-  ■■■'  ■"'■ 

und  folglich,  weDQ  man  «*  ==  c  letet;  '  ■ 

Selal  M«a  onu  eadlidi  c-f-^*  =;:»,  a9  wird  . .  , 

und  folglich,  weil  |. 

»  =  «.  +  (»«  =  •»  + (J»  =  (a? —  «)»  ^jK* 
iat,    .        .  .    ;  . 

Ferner  iu,  wmb  «aainadcr  «~ksc»  aetat*:  - 

ydx  /•   4t 

alio,  wean  u^fijt  gcaetit  wM> 


.■•:,;.  ..Google 


;   SM 

i,  i-  nub  tincr  bekapaten  Foracl 
and  folglich,  weil 


Oboe  Seh«terigk«it  eigiebt  licb  dud  a«a  den  Obigen 

^      l(«-c)»  +  ?'  — **i^K'    ■  0H-«i«)»  +  (^)»4 
'     Irt  «Im  f  eine  der  N«ll  npawlHch  nabe  ka^tupie  GröMe.io  ist 

woru»  Rieb,  wenn  nao,  wai  offeabar  ventattel  int,  /*  ^ »'  aetit, 

ergiebt.  ' 

BeuIcboeD  wir  dfn  '^«'t'iSononietri«''«''  Tangeole  — tt-  aa- 
gehfireoden  Bogen,  welcher  den  kkioaten  abwlateD-  Werlb  bat, 
dnrcb 

,    (4retoDg  ^y^). 

■o  iit  oacb  den  Obigen,  wean,  A  eine  beliebige  gaaie  ZbbI  be- 
aeicbnet,  , .  ,     '- 

und  folglicb  nffikibaa- 

also,  weil  ! 

(Afctwg  -|-«4  =  iw,  (ÄMtong-r-oejB»— 4,w 
tat,  ,  '  ■ 

n,"-:,;...  Google 


W«il,  ifio  «an  Mobt  findet, 


iit,  10  iat'oach  dem  Torher^henden  offenbar 

ein  Reinitat,  wKicfcu  für  4ie '  folgenden  Uelrachlonffen  von  groupr 
Wicbdgkeit  lit  '  •.  '  >•    i       •    . 

Für  ßi^O  ergiebt  sieb  sni  der  rorbergehendeD.GIeicbnng 

und  folglicb,  wenn  aan  j!=0  ^etst,  lacb  ininer 

AUo  iil  jedeneit 

■  y  — »  x±«        ' .       ^,    - 
«elcbei  ancb  «Ine  ■■>  aebrfacbrr  BexicbupK  vicbtifi:«  fileicbong  ial. 
$«txt  Bsn   in   der  obigen  Bauptf^leiebang  —  ß  fir  B,  so  er- 
hält Bsa 

El  Mi^etit 

■   .   '  /i£L  ■  '  ■    ■  ■   . 

,  Fit)' 
wo  yi^)  und  F\x'\  g^xe  rntiopale  «Igebraiache  FunctioiieB  be- 
zucbnen,  deren  enle  von  eioeH  niedrig«»  Grade  all  die  aweite 
iat,  rioe  beliebige  echte  gebrocbeae  rationale  algabraiscbeFnaclion; 
I  der  Coefficient  des  böcbateD  Gliedes  der  FuDOtioD  F{_x)  a^  die 
Einbeit,  nad  die  Gleicbung  J^^).:=0  babe  lauter  nngMcke  tF»" 
sein.     Die  reellen  Wnraeln  dieser  Gleicfanng  aeien    ,, 

and  Ar«  ianginKrea  Wnraeln  sMen 


..Google 
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Uater  iler  VonuHetsang,  dus  /*(Ar)'wie  gvwöhalU  den  «ntm 
'  Diffenntialqnotlenten  von  fXx}  beseichnet,  wien,  die  Wertke, 
welclift  die  ^gebrochene  FwutioD  '        j       ' 

«r  -■■■■.,■ 

a!  =  a,  ^  =  «,,  jr=bw„  ie=*,, . ; . . . 
and  ftr    - 

*=tf±^^  ir  =  o.±/!,i/31,Vr  =  «,±/»,l/^:^, 

/erhält,  reipecttve  ' 

"     '      3t.  21,,  2t,.  2t....... 

jf=bÄV'=^,^,±Ä.l/^-r,  :<.±Ä.l/:rT, , 

■0  ist  nach  de>  Theorie  der  Zerte^nr  der  eehten  fcel^rocheneH 
ratiänaleii  mlgebraiichen  FunctioDeti  in  Partjalbräcbe  bekaootlich 

££i-'-*^^.  ji_+ _a^.+ _Si_* 

Ft,x)~  x~a^  x~a,^  x-m,^  x-a,^ 

jF  — o,  — ^.  V^l        jrr-«, -t-^,^— I 
A  +  g.t^  ^.-g.W^ 

•  *  — «,— ^.K^Tl  ar—o.  +  ^jK— 1 

-I-  n.  8.  w. 
oid  folglich  Dich  f.  S,  4.   . 

.    +  °-  '■" 

dM  va«h  fu  7. 

♦.•«.     ■ 

Wir  wollen '»«1^4«  WflweatMl  .     .    '      ' 


,,.  .V  Cödt^lc 


betraektaD,  Wa  m  nid  ■  fMidve  fran^p  Zb1iI«d  bezeicbnen,  and 

M  — l-<N,   aho. «-<!•+ 1 
«eia  Boll.  .  ,'         . '    ' 

Die  Wnrzeln  der  Gleicbnng 

I  +  «-=  0  odu  ^^:  —  I 
und  alle  ia  der  ForMal 

i  ■     '  ' 

eDthalten,     Setxea  wir  nna  in  Tbeil  I.  XL.  f.  57. 

.-i-vrt/z:T=-i.      . 

■o  iit  a:=  — 1,  ß=^0,  uad  fol^lidli  nach  Theil  I.  XU  4-  52.. 
wena'"'"  '    '  '  ■        ^      ■' 

geaetal  wird,  in  den  rorliegendeu  Faile|^:=  Innd 

jp  =  ArctangO -4-ibr, 

#o  Arctan^  dea,  abaotat  ^enomaieB,  kletoiten  Bogen,  deiaen 
trigoDaBetiuclic  Tangeate  9  ■■(<  und  >.  weil  a  Da^ativ  iat,  eine 
beliebige  abgerafle  gmze  Zahl  beidicbnet.  Weih  nmi  Amtaag  0=:0 
iit,  aäd  effeabar  i(^l  gesetzt  werden  kannj  so  ist  es  verstattet, 
if^jr  vä  setxen. 

Daber  hat  aa^  Tbeil  I..XL.  f.  57.,  wenn  <•  eine  gerade  Zabl, 

_!_    ;  ■  ..       I     '  "         . 

ist,  (—1)"  die  folgeadea  m  saBiMtlicb  von  einander  veribbiedeneo 
Werthe,  also  die  Gleicbung.  1 +:c*^0  die  folgenden  n  tii^pt.. 
lieh  n Hier  einander  ungleichen  Wandn: 

ens-^  +  sin  ^K^     _  cos  -^ -'eh.  ^  V>^i 

CO.  5+-«i«  g4/::rr.  '■  .eoa  '^'^^iü.^i'^';.'^  ,■■■'./■ 

cos  5  +  .iD  ^V/^         oo.  ^Lü«'^i/-i. 


/CT=co>  (h—  — )  —  sin  (»^_-^)l/_| 


■ ,,. .;  C  (Kitzle 


iai;  ■«  kann  ■an  die  obigen  »  ungleichee  Wnraein  «sck  aoler  der 
folgCBdeii  Farai  daratellen;,  .    . 

'  «w  —  ±  lin  — |/—  1, 
cos  —  ±110  — t/—  1, 


cos  ^ — — -^d=»i"  ^ — ITr^ — '• 
Wenn  dagegen  n  eiee  nkgerade  Zaill  ist,  ao  fast  narb  Tbeil  I. 

XL.  4.  57.  die  GroHe  ( — 1)"  die  folgeDdea  n  sSniHtlich  tod  eio- 
aoder  verachiedenen  Wertbe,  eUo  die  Gleicbneg  l-t-;r"  =  0  die 
folgenden  «  sIlaBtiiali  ngtei  einander  nngleichM  HVaneJn: 

«W  — -+-«B  — l^ —  i, . 

c«  — +  iin,  -\/ — "1,  cos  —  —  »in  — l^ —  1 ; 

*"  .'    i-  5*1/ — T  '       ä^        ■    '"ly — r 
eo«  — -|H«M  — K  —  1,  foa  —  —  «n  — K  — li 

n.  s.  w.  '    H.  s.  w. 

e„,  =  +  ri.  ^l/TTT,  CO.  ^^4^-  ri.  ^^5=\/=^. 

Weil' aber 

CM  ^-l-wn  — l^ — InscM  x  +  iin  kV"—\=z  —  1 

iit;  so  kann  nan  dine  m  alHMtlich  oater  einander  nngleirhen 
Wnraeln  aacb  Intcr  der  folgenden  Form  däralellan: 

—  1.. 

CO«  —  dtwa  —V — I, 

In    ,      .      Sffi  y T , 

coa  —iaiB  — K  —  I, 
coa  —  ±»in  —K  —  I,     . 


und  folglich 

Fix)  ==  7'*'^ 
lu  ists«*. 

Iit  BUD  zuerst  m  eine  gerade  Zahl,  «o  ist,  wAnd  alle  im  vnri- 
a^n  Parsgranbea  gebraachU  S^qibole  ihre  dorlia;«  Kede^tnog  »uch 
jettt  heibehalleD,  nackdeni  Obigen 

n  Xn        ^        im  («—!)* 

a^«oa  — ,  «,  sscoB  — ,  «,  t=coe— ,  . .  .  <mH~tii=w»  — S~^l 

„        '.      w     a           .     3n    a           .     Sn                               .      (m  —  1)« 
/=«a  — ,  /»,,=  aiB  — ,  ^,  — «B  -;;.■■■  ft(«-^^=«o  jj-T-i 

■■d  folglK^  '  - 

^,  ±Ä.K^^=i(«o.  5±'«B  ^l/^TT)-- . 

O.    8.    W. 

d.  I.  udi  Tktil  I.  XL.  f  M. 

^,<^,±Ä„^l^=-ilc..  '"■'"-■"■■  ±.i.  "-'>i_"-«)»t/rr|. 

Folglkk  hl 

Ä,  z=s—  ni  -"  ^   . . 

».  ■.  w. '  ■        ■        ' 


■,,...;Coot^lc 


*i("-B)  =^  - 


,  (*-l)bw-<^ 


'  und  daber  naob  dm  m  vorige»  l^ngnjtlwn  liiinimiiHii  »llgeael- 
'  neu  Satze  für  ein  gerud«a  «' 

/N-*.c--'^ 

=_5|,i.  (=^&+.i.  ?!=rJ!)i+,i.  ><-=J!>;+... 

...H-m'— »»-■'•l. 

iHKAf  Haler  der  Voraussetiu«^ ,   daga  m— 1<ÜM  oder  H^lK-hl  lat 
Wenn  m  nogerade  ist,  an  ist  nach  den  Obigen 

o  ^  eoB  — ■,  <•,  =  CO»  — ,  «,  s=  CO«  — ,  . .  L  «Mh-i)  :^Ma  — '-j; — ; 

|S:=nD   — ,  ^,  =  ain  — ,  (?,=:«ii  - 

und   durcli   eine  gans   Kbolicfae 
alao  offenbar  in  dteae«  PaNe 

4n,  .     (w  —  irVi    ,     .     8()H  — 11)71 


Sind  nun  Uberbaupt 

■  Vi  Jr  +  y,  a 


D  fa:  +  y)   =;  3«n  x  coi  jr  — 

1  {^+2y)  =  2Hn  (a^  +  y)  cosy   - 
a  (ir-|-Jy):=2Bin  (ar-h2y)  cos  y- 


.  (i«-a)  (nt-n)«. 


ÜB  (^  +  i»]f)^2Bin  (;r-|-(»»— l)y)  cos  y— ain  (^  +  (n  — 2jji)j, 
nnd  folglich,  wenn  nan 

Ä^ain  ^r  +  sia  (^  +  jO  +  'i'  (;»?-*- 2y) +...  rl- ain  (ir  +  ay) 
■fltit,  wie  man  leicht  durch  Addition  der  obigen  ffleichnngen  findet: 
«=Bin  ;r  +  2tÄ— ai»  {x-\-n^\  co>  y— aia  (*  — y) 
—  (Ä— ain  (»H.(«  — l)y)  — rin  (a7-|-«y)(, 


■  :,;.'..  Google 


2ffl 

2Ä(1  —  coB  y)^aiD  a:  —  Spin  {ii?+«y)  «-üb  y  — iin  (;r  —  y)-- 

H-iiD  {a>t-My)  cos  y— cos  (.2>+-»y)  sin  jH-sin  (^r+Äy)  . 
^■in  ,r(l  — cus  y)  +  coii  x  bid  y 
+  «n  (^  +  «y)  (i_coB  y)  — coi  Ca:-+-fiy)  ain  y, 
also,  weil 

'   1  —  coa  y:=2alii  j^y',  sin  y:=2Bii)  ^  cits  -|y    ' 
Ml,  VsOfl  nsn  auf  beiden  Seiten  mit  29in^'y  dividirt, 
iS  sin  jyi^siD  «  rin  ^-^cos  x  cm  Jy-    , 

+  sio  (*  +  «y)  sin  ly  —  Cös  (^  +  «J^-  co»  5y       , 
=  COB  (x  —  iy)  —  COB  («■-!-(«  +  i)y). 
Folglich  iit  ■ 

„ tos  _(.r  —  ^)  —  «o«  ( j  H-  (w  +  |)y) 

^  Ssin  iy 

odier 

j_-""  jtw+ijy  sin  (ir-«-i)ty) 
sin  4y 
Aas    dem.  ersten    dieser  beiden  Ausdrücke  erhalten' wir  unter 
der  Voranssetzung,  dass  i>  eine  g'ernde  Zahl  ist.  leicht 


1— CM   (W— »)g 

~  «„<==:!*  ' 

und  folglich,  weil 

,  ^  (m  — -  ä)jI  -  ÄW 

coa  {m  —  M))r^GoB  «»jr,  sin =  —  sin  — 

ist, 

sin — 1-  Sin  ~ — — f-  sin  — 1-  •  •  • 

...  +  «•  ;p^ 

Ist  alao  m  eine  nngerade  Zahl,  so  ist 


in~l)  (1-1)« 


■:cs.:.Coog[e 


uiiil  folflich  iincfa  dem  Obigeo 

J  —m    l^-fi  .     an' 

«  «in  — 

WO,  *l&  »  Keradfr,  m  m§rerwl«  ist,   nad  nacb  dcM  Vorh«^lieBd«a 
M  <!  »  + 1  Min  nuis,  oSenbtir  m  <^  «  ist. 

Aqb  der  in  f. 'S.  bewieKocB  HmipieigeDSchsft  il«r  bHiiamtcn. 
Integrale  erliellet  auf  der  Stelle,  dnss  unter  den  gemacb'en  Vor- 
«niBetsangen,  wenn  näinlicli  «»'gerade  und  m  ungerade,  «Ua  m — 1 
gerade  iit,  jedeneit 

und  folglicb  -  - 

y~ml-t-x'~*~yf>        l-f-ar"  •/«        1  +  *"' 

ahm  naoli  (.  2.  2. 

J  —<»   !  +  «"  yo    I-t-:r" 

oder 

y»»j— Ute  _^  I    f'+»xm~idx. 
0    1  -1-  a;"  ~~  '»/  — •  r  -«-  *• ' 

folglich  niich  dem  Obigen 

f»xm-\dx  _    __n_ 
y  0     I  -♦-*"     .  .     »Wi 


lit  a«  eine  rvnde,  nlao  m  —  1  eine  nn^nde  Zsbl,  ao  erbel- 
let ana  der  in  f.  3.  bewieaenen  Haupieigenacbnft  der  bealioiBten 
integrale  auf  der  Stelle,  daia  in  «StM^r  Allgeaieinlieil  Ar  ein  ge- 
rndei  « 

»        1+««         ~J  •-aot  +  X"' 

und  folglich  ' 

niaa  nadi  f .  2.  S. 

y  -»  1  +  «" 
iai. 

Pär  eiu  angeradea  «  erbält  dud  ana  ^en  Obigen 

Dni,t,:cct,GoogIe    ■ 
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W  -  2)  IM  -  »)n 


-l—eoi  t«*  — ')  (*"  — w)w 


•<t«r,  <rwil  »  aiof  ■Dgwkde  Z*bl  iit, 


,.i.  (—')'"-■>" 


Itl  UHO  M  «in«  geritile  ZabI,  ao  ist 


^  (.-a)  (»■-<■)« 


-»""»tai 


2*ib  — 
(Mir  «ia  mgienJM  m  iat  dagegen 

,      (im— )•)«    .    .,     Um  — hin   -  a(M  — «)n    , 


Folglicli   tat   nach   de«   Obigen   für   ein   ungerade«   m   db4   eia 
Keradrs  m,  wenn  m-^m  iat» 

DBge||;en  ist  nach   dem  Obigen   für  ein  nogerade*  m  und  ein  nnge- 
rtaea  •*)  wenn  m<;m+1  iat, 

/**-<'x'—Ulx «  mn 


■:c... Google 


f.  10. 

Wir  wollen  nun  fernet  aticb  daa  Diffeteminl 

1  — «» 
betnchten,  wo  wieder  m  iini  m  psiitiw  gniiEe  Zablen  bexeiclineii, 

IID«I 

'    .    m  —  1  <  «,  nho  «I  ■<  (•  +  I 
sein  ftoll. 

Di«  Wurieln  d«r  GkicbuuR 

«*  —  1  :^  0  oder  iT"  jm  I . 
■JDd  alle  in  der  Forme] 

^  =  (+1)- 
,  ettthalten.     Setzen  wir  rnüa  in  Tbeil  I.  XI^  (.  57. 

■o    ist   a  =  +  l,    ^=:0,    und   folglicb    nseb   Tbeil  t  XL.   f  S2., 

U-t'fii/ —  l=^(c«U  jp-f>«B  fV^~  1)     . 

gfesetxt  wird,  in  dem  vorliegenden  Palte  ^  =  1  und 

ip  =  ArctBiig;0  +  Jka, 
wo  ArctoU^  den,  abiolut  geniMineii,  kletnatejt  Bof^n,  deuen 
trieonomclrjiebe  Tuigente  0  Ut,  und  Jt,  weil  a  positiv  iat,  ein« 
beliebige  serade  ganz«  Zahl  bneichnet  Weil  nan  Arcüin^  0=sO 
istj  nnti  offenbar  >t  =  0  f^Retzt  werdea  kann,  ao  ist  «■  rentsttet, 
^^0  zu  setzen. 

D^er  hat  nach  Tbeil  I.  XL.  f  57.,  wenn.«  eine  K«wde  Zah\ 

'ut,  (+1)"  ^i«  fttlffendeo  m  aäBiatUcb  von  eiun^er  verse)fi«denen 
Wertbe,  nlio  die  Gleicliung  ;r"  — 1^0  die  folgenden  «  süant- 
lieh  UKter  einander  Kngleicnen  Wurzeln: 

CO»  |d=-i«  ^W^=^. 

CO»  —  ±»in  ~\^—ly 

CO»  — -dzain  — K — I, 
u.  ».  w. 

Wenn  dagegen  h  eine  ungerade  Zahl  ist,  »o  hat  wich  Tlieil  I. 
XL.  f  57.  die  GrSwM  (+1)"  die  fclgewda»  »  säaatlich  von  en- 


D,:';^^;:CdOg[e 


«Diler  versdnedeoeB  WcrthC]   bIho  die   Glaicfaung   I — J?"  =  0   i 


+  h 

cot— ±wn   —v  —  1, 

U,   1.  Wl 

^1— ^_,  (ir—  Dm 


Vm  ODD  ifri«4er  itm  m  f.  8.  bewicHMU'  MHgeoieioei  Sati  aozu- 
vnaAt»,  aSuen  wir 

■Dd  folglich 

MlMD, 

Ist  ■DD  luerst  «  eine  gerade  Zahl,  BD  Ist  in  Besag  aaf  f.  8. 
a3=G«g  — ,  o,  =scoi  — ,  rf^sscol  ■;j\-  ■  ■  «i(ii-4)^coa  — ^^ — ; 

aii.Al«lKk 

,  ,     ..  ^±/rt/^T=-i(co.'5±.i.  |l/:rT)— ., 
^,  ±  s.V=T= i(e..  I  ±  .i.  ^li'rrr-^ 

d.  i.  aaeh  Thei'l  I.  XL.  f  M. 

^=lf»/=:i  =  i|c«i.S=^±.i.?(f!l^l/=T|, 
^dt«;K=T=i|...  i!=;=;a!±,p,.«!i=^l^rT|. 


D.,.»,c  byClCKIglc 


as6 

^,±«,l/=T=-i|eoi  "r ~ "*•  ± »in  "" ~ "'•WCTTl, 

u'.  ■.  w. 

Folglich  itt 


Hb4  daher  laeb  (.  8.  für  ein  gerades  n,  weil 

rn-^ictt—ida: /^"««— I(fa 

•/  _•  1— iT*       "•/  — ■  a;«  — 1 

y_.   1  — a* 

inner  nnter  der  VoraaueUnng,  dsas  « —  1<^m  oder  ot<^«+1 
Wenn  «  angeryd«  iM,  bo  iat  oMb  den  Obigen  i  * 


.  jf  =  iiD  — ,  (»,.=  «11  — ,  (J,s=siB  — ,  ...  |»j(,_«  =  »in  j 1 

iiiid   darch   eine  a^ana   Unliche  B«tr«clitmg   wie  vorbei  erbKlt  nM 
aUo  offenbar  in  diesen  Falle 

-< )  (In        .  1-  Bin     *.  U  min  '     »t-  .  .  . 


(«-i)(»-.l.i 


zc==,C(K1glc 
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Fttr  ein'g«ra4M  m  iit  nvd  de«  vwigflu  Paragrapbe« 

i,'»;'>-+äi„'<-7->'+...+.i.'-'".'— >■ 


•der,  weil  •  eine  gerode  Zsb)  ist,  wie  «ibd  leicht  Godet, 
.    3(ai— M)»  .     .    Mm—miin  ,     .    Mm— «))■   .  .     .    (»—£)(«» 


•  ^i(l  —  fn  mx)  cot  — . 
lit  «Im  m  eine  nugerule  Zahl,  so  ist 


nd  folglieli  null  dea  Obigen 

no  m^»  iit,  da  «  gerade,  m  nngerede  itt,  aDd  nadi  dea  Vor- 
.    kergehevden  ai-<M  +  l  sein  bou. 

Ana  der  in  f.  3.  bewieaenen  HaDpteigenscbiift  der  beitimateii 
■■tegral«  erbellet  auf  der  Stelle,  dua  nster  den  geHsehten  Vor- 
■■■utxuiigeD,  wenn  eXnlicb  n  gerade  and  «p  ungerade,  al>o  w  — 1 
gerade  i»t,  jederzeit 

•       I— «•        •/-•  !  —  (»•■' 
aed  folglieb 

J  —m\—x'       «/o       1  — jt"        Ve      1  — «■• 

afaw.daeb  f.  Z.  Z. 

/V-»j— ^^:_.  /»«tjc— iriic 
*/_•  1— *"         •/§    i— ^m 
oder  •   ' 

B     1  — «»  ■•/—o«    1— «"' 

folglieh  aacb  den  Obigen 

n  .1— j!--        »  "^       » 


Dni,t,:c-ct.,C(KJg[e 


«US   der  lo  f.  X  bewieseneD  Boaptei^enacE^aft  der  bestiniHiten   I 
twrale  auf  ,rier  Stelle',  .<!■■•  t>  vfilliger  Ailg— cipheit  flk  «■•  g«- 
nies  w 

/o       1—33«  y-i»l— a»«' 

' ,  JiD«f  folglieh 

./_,i— «- "*" /o      i-ir-— "' 

■     /•■»*g-^'tfe  _  - 

iit.        - 

FBr  ein  nngendes  m  erbält  naD  aus  dem  Obigen 

—  •\,..-/.-|-gni^    j      ■■♦-iiM"    _      ■-«-^.■4-aio'— — ^'    ■•     " 


oder,  weil  m  eine  wgerade  Zahl  iat* 

CM  «nt— COS  - 


lat  noD  OT  eine  gerade  Znbl,  ao  ist 

fiir  bin  UDgeradea  m  ist  4ngegiBD 


■  +  »*"  „^• 

2sin  ^ 

Folglich  iat  ■neb  dem  Obige«  fär  eh  mgeaniteB  «  nnd  ein  gerades 
M,  wenn  m-<«  iat, 


v...,Qopg[c 


/■♦■■»— lar  n    ^         mm      . 

Dngegen  iit  dscIi  dem  Obigei  Ht  ehi  nngendes  jw  und  «in  unge- 
rwlei  M,  wenu  aKÜo  +  l  lal, 

./  -»  1  —  jr«         «  a« 

.  IMae*  wir  M  der  in  f.  9.  für  4tn  Fsl),  wbbi  m  u*g«rad« 
and'»  K*radB  ist,  ff«fnnden«i  Ftmnel  für  m  und  «  raspMtir« 
aMet.1  mhI  a«,  M  erhaltet  wir  ' 


fiir2fi.+  l<ä.  oder 

?2^<». 

Auf  ibnllcke  Art  ergitbt 

sich  aui  f  MK 

/.-^ 

'»dix 

s 

—    *.«, 

3n 

nF2«+t<tM  oder 

2^<.. 

!4eM«B  ««-  =  « 

="+1 

■o  findet  na^  leicht 

.und  folglich,  w^ii  für  :r  =  0  und  ^^oo  »ach    reipective  «  =  0  ' 
und  x^oe  iat, 

Alio  ist  »ach  den  Obigen 

/•«■»— idSt^.       « 
/  0    1+c         üin  an' 

/  *'«*~'^ » 

/o    1  — «         UDg  «m'    ■ 
oder,  wu  natüriicli  dwuetlM  iit, 

/>x^idai  __      n 
9    1-»-*  am  mm* 

i^'x'-Hx  __  n 

'0    1—«  tang  «n*  , 


■:c... Google 
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Nicht  unbeachtet  zu  laiaen  Lat  Man,  dau  dmIi  dem  Obigen 

Wenn  nun  aber  jetst  m  «ine  beliebige  puntjve  Grösse  iit,  so 
kann  man  leicht  zeigen,  dass  man  den  Bmcb  — g- — ,  wo  m  nad  ■ 
veranderltche  positive  nnze  Zahlen  bezeichnen,  dieser  GrSsse  ba- 
linbig  nahe  brin^n,  d.  h.  daas  man  die  positiyeti  gMiaen  Zahlen 
as  und  is  jedemeit  so  faestininen  kann,  daas  der  nunariachn  oder 
absolute  Werth   der  Difierenz   zwischen   den   beiden  GrÖsaan  «  nad 

— ^- —  kleiner  als  jede  g^Cf^ebene  noch  so  kleine  positive  Groaaa 
*  ist    Um  dies  zu  leigeo,  wolhu  wir  die  beiden  Uedingange'n 

-5r->«'-är-— <"  ■;  • 

■n  erfailen  suchen.  Dieae  beiden  Bedingungen  lind  aber  «fTenbar 
jederzeit  erfüllt,  wenn  — ^- —  eine  HittelgrSsse  swiachen  b  und 
A  +  'i  <1-  h.  *)'Wenn 

5!!g^=JI(.,.+v) 

ist     Dieiw  letztere  Bedingung  ist  aber  nach  der  Ijehre  fffn  dek 

Hittelgrösaen  jederzeit  ernllt,  wenn  die  Bedingung 

«•-|-l  =  *I2«Si  2(»+»')-i 
erfällt  ist,  nnd  es  könnt  also  jetzt  offenbar- bloss  darauf  an,  an 
zeifuen ,  dhu  die  positire  ganxe  Zahl  m  jederzeit  so  besttniBil  wer- 
den kann ,  dass  zwiachen  den  beiden  posiltren  Grössen  2a«  nud 
2(«  +  y)ff  eine  gewisse  ungerade  Jiositire  ganze  Zahl  liegt.  'Diaf 
ist  aber  jederzeit  der  Fall,  wenn  die  Differenz 

grösser  als  2  ist.     Setzen  wir  nämlich 

wa  k  VDd  U  positive  gau«  Zahlen,  .-7  und  -rp  positire  eckla 
Brüche  sind,  so  ist 

!W  =  A'  — «  +  -7  —  ■^. 


90  ist  offeibar  jederzeit 


')  Tbl.  L  XL.  9.  U. 


Dui.tizc-ct.Coogle 
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*'  —  *>!. 
■Bd  folglich,  weil  k  —  k  eine  positive  gante  Zahl  iat, 

k  —  k^1 
•der 

Wirc  DPn  eMh  blosi 
•o  wördea  doch  iwiMhen 


d.  i.  swiachen ,  >    - 

2«M  uDd  S(a  +  *')* 

jodeafalla  die  beideo  ffaueD  Zablea  >t+  1  und  A-4-3  liegen,  voa 
detfea  eiae  nothweDdig  Daguaie  sein  buh,  und  ob  so  mehr  nuu 
also,. wenn        ■  '    _ 

iit,  swiaehen 

Sar»  und  3(0-1- v)» 

jedeneit  eine  ungerade  Zahl  liegen.  Man  sieht  abo,  das*  nnaerc 
oben  aatgeaprachene  Behanptniig  hewie>ea  sein  wird,  wenn  nan 
aeigen  kann,  daaa  neb  die  poiitne  ganae  Zahl  m  jedeneit  lo  be- 


ist.  Da  nan  aber  dieae  Bedingiing  erfüllt  iat,  wenn  man,  wes 
'  affenbar  iedeneif  ttSglich  ist,  die  pDiitivo  ganie  Zahl  «  so  be- 
stiBBit,  dau 


ist,  M  ist  nnaere  otige  Bebauplong  nun  als  ^vollständig  bewiesen 
ansnsehen,  d.  h.  es  ist  in  völliger  Strenge  ^seist  worden,  dsss 
die  positiven  gansen  Zahlen  ai  und  »  iBner  so  Mstinual  werden 
können,    daaa    der   naBeriscbe  oder  abaolnte   Werth  der  Differena 

awist^ea  den  beideo  G/Sasen  m  nnd  ~~~-^ —  kleiner  als  jede  ge- 
gebene noch  so  kleine  positive  Grosse  ist 

NiBBt  man  dies  ait  dea  Obigen  xosanraen,  ao  iat  klar,'  dass 
Ar  jedes  positive  m,  welches  kleiner  als  die  Einheit  ist, 


./o    1+*  ~  .in«i' 
,/a  \  —  x         tang  «H 


..Codgle 


am 

ist,  welcliea  awei  in  jt^il^r  Heziekung  hficIiBt  raerkwUrdige  mA  wich- 
tige -Resultate  «ind.  ' 


VüD.den  Knter'schen  Integralen. 

Buler'Bcbc    Integrale    de^    ersten    und    zweiten    Art, 
heissen  respefctire  die  beiden  be^tinniten  Integrok 

in  denen  die  Grötaen  a  nnd  b  inmer  als  pniilir  attgenonmeD  wer- 
den. Das  erste  dieser  beiden  Integrale  wollen  wir  durcb  ( — ),  du 
zweite  durch  r{a)  beieichnen,  and  wollen  also 

setzen  *). 

Jedes  dieaer  beiden  Integrale  ist  einer  bemerke nswertben' Trans- 
foraation  fäbig,  die  wir  jetzt  znnäcbst  kennen  lernen  Wblfeii. 

Setzt  man  nämlicb    . 


-i+y' 


-*=r-rT.  -te 


—  (T^)*' 


so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

und  folglich,  weil  flir  ^  =  0  und  x=^\  offenbar  rei)i«Gtiv€  y=0 

und  yi=:<x>  ist, 

Setct  man  ftrner 
so  ist   ■  "■  ■ 


■)  Dies«  BMdlcfttnitqr  tethtuCM  Herr  befnrn«  DirtcKIfff  hl  stMerat»' 

Eieichniten   Abbiuolung:     Sur    !«■   iaUfnles  Gulirieenet  in   Crelle't 
urnal.  T.  XV,  S.  2%    Le^n^re  gebraaeht  för  die  Integrale  der 


eraten  Art  eine   andere  feeieichnuirg,   und  geht  auch  Ton  einem  etwas 
"       "Te  dieser  In  "         -•"■■■>       ■■      •> 

(EefelAt.  . 


Tcrschiedenen  Begriffe  dieser  IniegHle  ms.     Wir  sind  aber  hier  Herrn' 
"  -icBletff--'- 


Dni,t,zc-ctyC(Klg[c 


uImI  folgljeh  '  *" 

(/^)»-»<Ar  SS —  «->«—»&. - 
Weil  Bwa  fUr  <r  =  0  ttiid  f  =1   uffenbar   respariive  «,:=« 

folglicb  afteb  nach  f.  t,  1;? . 

Weil  nan  im  Vorbeigehenden  für  y  und  x  offeDber  «neb  x  Kbr«- 
ben  kann,  ao  hat'nsn  die  folgenden  Gleichunji^D :  ' 

d)=/;'-H.-^)"^=./:af^v 

Weil,  wi»  wir  naebber  setieB  werden,  die  EnTerVlieil  Inte^te 
der  «aten  Art  inaer  dareh  Buler'adia  Integrale  der  aweileo  Art 
ani^ftrückt  werden  können,  so  wollen  wir  nniere  Betmcbtnng 
bier  fSr  jetzt  auf  di«  letzteren  einBchräBken. 

'♦■«. 

Nach  den  Torigeo  Paragraphen  iat 

W^l  nnn  bekaantlich 

tr-'ftx=::  —  d.  «7*  , 

■■t,  a»i>l 

Je-»tLr^  —  €-*-^Conat.  , 

Ffir   ir=:0   iat   0~'=:1,    und    (iir   ^  =  00  iit  offenbar  «-'^0. 
All«  iat ' 

/;"^*.=o-f-i)=i,. 


Dni,t,:c-ct.,C(Klg[c 
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■■dfolglieh,  wBDii  ntD  fir  y  tr-'dx  iein«n  aut  den  vorigeD  Pb> 
ngrnptieii  bekanoteii' Ausdrack  ntat, 

Für  «^0    tri,    ir^il  0  inMer   «!■    poiitiv    «ngepoBineB    wird, 
^r'r-f^O.    Für  «=<»  werden  Zähler  und' Neiner  d«a  nit  d^r 

GrSfU  jr"«-*'  ideatischen  Bracba  -^  UD«iidlicb.     Weil  bbb 


^3^  =:«{<I-I)..  («-*+!)*-* 
ist,  so  iit  für  jr  =  ae,  wa«  aocb  die  poiitive  ganxc  Zaiil  Je  sein 
■tag^,  — >lt  =0»;  wenn  man  aber,  waa  offianbar  vwatattet  ist,  it 
gifisser  als  a  niamt,  so  ist  fär  ^=±ao  oSeübar  ^-s^O.  Bier- 
'  au  achlient  aan-aacb  bekanatm  Prineipian  de*  Diffenntialted- 
DUDg/  dau  tinch^  für  a!:=.<x  der  Brucb  "Tf  oder  das  Prodnct 
x'r-'^^  ist.    Alio  iit  nach  den  Obigen  ofienbw 

d.  i.  in  der   bekannten  BeieicbniiDg   der  Enler'ichen   Inlef^rale  der 
■weiten  Art 

n«-*-l)  =  «/!(«), 

welcfaea    eine    lebr   merkwnrdige    und   wichtige   RelUion   awiscben 
den  Biilei'*icben  Integraten  der  zweitee  Art  iit. 

Ist  a  die   positive  gans^  Zahl  m,   bo  erh^t  bbb  dnrch  aticeeS' 
'  sive  Anwendung  der  obigen  Relation  leicht 

/X»+l)  =  »(«-l)  .  .  .  3  .  2  .  I/Tl), 
■nd  folglich,  weil  nach  dem  vorigen  ParBgraphea  /\l)^l  ist, 

nis+l)  =  I  .9.*.4 •> 

oder 

n(«)  =  I  .  2,3.4.... (•-!). 

*.  IS. 

rnter  der  Voravssetinng,   daaa  /i  eine  positive  Gräaaa  ist,   sai 
f»jc:=p,  jrrs-^,   (ir=^;  so  ist      . 


..Codgle 


bd4    folglich,    weil    fnr    ^^0    oad    xssoo  .»ffianbar    rea^tife 
y^O  aod  jr:^oo  ist, 


weil    fnr    ^^0    oad    xssao  fiSwa 
—  00  ist, 


ia^er  unter  der  VoTkuuelzuna;,  daai  /*  pösiti*  irt.' 

'  Setzt  M«D  f3f  ff  die  poiitive  ganie  Zshl  n-|-I,  io  erbUt  am 

aad  fblgltch  uch'dem  Torigen  PBragrapbeii 

niter  der  VoruiMteäDf ,  dus  «  ri««  positive  ^»ue  2«bl  aad  |^ 
pontiv  ist 

'  «.  16. 

Wesn   1  +  ^  eise  pontive  CrKue  ist,   >d  iet  hkcIi  den  vori^ 
gea  Psragnpben 

wo  £  als  positiv  angeDonnen  wird.    Folglicb  Sit  offenbar ' 


(1  +  ar)*— "nfT 


wofWM  sieb- ferner  nach  fl  4. 

ergiebt.    Nna  ist  aber  Da'eb.f.  2.  3. 

lud  folglieh,  wenn  wir  «  als  poutiv  snBeb«»,  nadi  den  Torign 
Puagrapbea 

TMIIL  20 


also  nacb  den  Voibergeliendiett 

«der,  wenn  wir  a  +  i  far  &  letxeD, 

D   ( 1 4- ar>-*^         *■(»  +  *)  /o  •" 
d.  i.  in  der  beksnotaD  Beseichunng  der  Enler'ichen  Integrale  der 
enten  nnd  iweitcn  Art 

-wodurch  am  die  in  ^  12.  BnigeiprockeDe  pekiuptung,  dau  die 
Enler^acben  Integrale  der  ersten  Art  iHMe*  Hurch  iSnler'Kbe  Inte- 
grale der  Eweiten  Art  ausgedrückt  werden  kännM,  rellständig  ge* 
necdUfitrtigt  ist  Dom  im  Obigen  x,  olso  aucb  l+V,  ua<t  «  i>o- 
aifiy  genomnien  werden  kfinnen,  findet  «eine  Rechtfertigung  darin, 
dau  die  Integrale  «nrobl  in  Besag  auf  x,  aU  auch  in  Bexng  anf 
m.  ioiHer  nur  tod  0  bia  «o  genonunen  werden.  Andere  Beweise 
der  obigen  aerkwürdigep^  Gleichung  haben  Pniaien  ioLlJanraaL 
de  l'^cole  poljtechniqne.  Cabier.  XIX.  nnd  Jacobi  in 
Grelle'B  JoarnaL  B.  XI.  &  307.  gefpelwB- 

Wenn  oi-c^l  iit  und  4=1  —  0,  «tan  0+d^l  gesetst  wird, 
- ■•■|.^l)a=l- 


(hr)=T«)Ti— ). 


n-)rii-')=f'^ 


'Ä^Wr 


Unter  den   gemacbfen  yorptmetcnngen ,    naeh    trelcben   oänlicb   a  ■ 
positir  tnid  klein«  ata  die  Einheit  lat,  hat  man  aber  nach  f.  IT. 

J  f   l»l-*   ^  atb'a»' 

nnd  man  wird  folglich  durch  das  Obige  m  der  höchat.BerkwBnli- 
gen  Gleichung 

geßbrt,  wo  inner  a  ^itir  nnd  kleiner  ola  die  "Binheit  sein  nnsa. 
Füc  ivsc^  atgieltt  aich.aM  der  torbergehenden  CSeichnng 

im)|'  =  ».  .    , 

nnd  folglich,  weil,  wie  logleicb  ana  den  in  %.  3, 
erhellet,  t\^)  eine  yoditive  GrAaie  iit^ 

Nan  ist  aber 


.     Dniitizt-ct.CoOt^lc 


alio,  wenn  vir  «  =  f*  ntfeiii 

Fol^icb  ist  nach  ivm  Vorh ergebenden  ' 

«dch«  bucIi  ein  k<idiM'^<sfri'gw  Bnd  ■erkwüldigu  Resultat  iit 
-    Nub  «.  2.  2.  »t  , 

»d  ■«ch  den  in  (•  3.  bewiwBaa  SyUe  i^t  ofienbu 

Also  irt         ^  ■    '       ;■  '      ■  . 

DDd  folglich  Doch  dqai  Vorher^ehendcD 

Nach  f.  14.  ist  ' 

=(— 1)(— 1)(— Ij't—I)   ' 

U.  1.  w. 

=(._|)<.-i)....|.iai), 

«Dd  fo)gii4i,  weil^  mcli.dev  OMg^ 

"     ,    ■,  "Ai*=V?'  ■,   ,,  .  _.;^.. 

'     «.  17.  " 

ürag^ekokrt  Wl»  **■  *bb  «^9  wi^  ^  J^nler'sclfen  lategnle 
de^  swe|t«B  Arf  -mmmt  dwd»  BhUt'm^  InteyJalB  der  «raten  Art 
wiidriickeit.  Beaei4t<t  .^üriic|t  a  eipf  lauUiTe  Knie  Zahl,  so 
iit  nach  der  im  veiigen  Foi^Bfi^pbeii  genndeiieii  Auptfoinel 


.AJOOt^lC 


FtilKitck   iit ,   WCBB   MCh  M  eine  beliebige  poiitire  ^anaq  Zsbl  ^. 
■ei^ael. 


i=fT;r^= 


n.  s.  w. 


Hnltiplicirt  nsn  dhh  uf  beiden  Seiten  der  Gleichheitsxeicben,  so 

eriiölt  man  . 


IX=-)    ' 


t;)=TT 


Ptlr  «>=»  erkilt  nu  am  dieier  Fonnel,  weil  bekaanllieb  fX*)^^^^ 
i«t, 

1^)= llf^)  (B^)  (?t5  ■  •  •  (Tri^li-. 

«Jio  na«b  den  Vorbergebenden 

'l  :  «"l  :  »'  4  :  n*  •  •  •  ^     1  :  »    ' 

DTfiitizcct/CtKlt^lc 


um4  es  ksun  fulglicli,  weil  —jeder  poiitive,  ratio  nale  Brach  aeia  ' 
kaBB,  Jedei    Enler'iciie    Integral    der    sweiten    Art   durch    lapter 
Esler'iche  Intograle  der  eraten  Art  ooBgedrilekt  werden. 

«.18. 
W««a  «  vierter  eine  (HHitiv«  fraoxe  Z«bl  beceicbnet,  lo  iit 
null  «.  1«. 


\  aiD  — 

n 

D.  a.  w. 
nnd  folglicli.  wenn  muh  auf  beiden  Seiten  nultipliciit,  - 

Uli)  li)  ni»...r(=^)l-=-j-5-;;^ 

t*  <■  «'" 

In  f.  10.  haben  wir  inBeben,  dase  die  Gleichnnj^  ;e"  — 1=:0, 
wenn  n  eine  gerade  ZbdI  iit,  die  folgeaden  n  siiiBatlicb  unter 
rinander  nngleicben  Wnrxeln  bat; 

,c..i±.li.|l/=T, 

CM  ■-'±■10   —V—l, 

6a   .     i     fei.  J — r 
,  foe— ±Bin— K — 1, 

*  n  n  ^ 

n.  M.  Vi.  . 

„.  !ü=^a!±.i.  !l:=-»!K=T. 

Fol^h  iit  Back  mmh  b«lüuiBl«B  Satae  Ton  d«n  ^laidilugen  . 


D.,.Ei.ct,G(K1g[c 


<,,-.,.,  »!:^  +  .i.  fi!:^l/=r)i 


■lio,  wenn  msti  imaer  je  iw^  «ovjvgirte  inKgiiiÜre  FBctar«D  ait 
einander  Terfcindet, 


DnMirt  *w  bvr  dimA  f>  — 1,  w  ferliflt -bui  ba^  nnw~«ffcr 

Ixik—ntftn  withAetiiaclie&  S^m 


.^a.n~_i-li.E-    «      .     ai      .     iK  («  — 1)«.. 

"•"^1*  s  "  »  "■  s  ■  ■  ■  ■'"  '-s-^i'' 


:z,:==,C(Kigle 


3U 

Mglich 

V/.  =  2.-.    ...  g;  .1,  g;  ...  ^  ,  .  .  .,n  -^. 

Nnp  ist  aber  alj gemein 

..»  -  =^2...  j;  CO.  5;=  tan  5;  «■  -r^-, 


^i.i.5.i.^. 

.,..i.fc:iÄ 

=S— ■  .i.  i  .in  g  «n  g 

.....infe-a:    ■_ 

X.,„S^.in<^aF.i.f 

'-^  ■■■■>' l 

=^,l„.i.i„l,.£,. 

.,.h.£^i-, 

■■■..^.n5..5....,n.!^^.= 

'*-'  •  jx.-!)  =  M-r 

ini)  Ai)  Aih-n!^^)!'»^. 


P«ker  iat  mdt  den  Obigco 

folglkb 

Nich  f.  14.  iit  Bnn 


u.  a.  w. 

n^)  ni*-')  /\^^ . .  >  r^-) 


folglich  DMb  deM  Vorherg^eoden 

^^.,  ^i±»j  ^^j    .  r<*^,^  Ki^g^l«:!]'  - 

D.q.Elct.GOOglc 


an 

«  <»• 

Nach  f.  15.  ist,  wenn  j  eine  positive  ConMinte  bexeicfaNet, 

i.    /:V"«-l*r  =  aÜ. 

Nun  itt,  wovon  obd  sith  leiclit  durch  DiffereatiadoB  üben«ngen 
kavn, 

und  folglich,  wril  die  GrSne  t  fOHtiv  ist, 

und  folglich,  woDB  a  und  ß  positive  GrSsseii  bezeicboen. 

Nach  i.  6.  ist  aber 

und  folgliiA  BDch 

Wdl 

/«-"rf*  ^  —  ^^  +  Consl., 
ist,  ao  ist 

•    also  Dtrt  dea  VoriKTgebeiden 

S«tit  mm  n^l  lad  ß^«,  >o  ei^klt  min 

Weil  nnn  nach  f.  12. 

ist,  ao  ist,  wen«  der  KSire  wegen 


■„ct,Cooglc_ 


ais  -  ' 

geseltt  wird, 

<L  i.»  wie  msn  iiacli  beluantea  Eegeln  der  DiffereDlialreclHiuiig  lo- 
gleich  findet,  >.  ' 

lind  folglicb,  w«nii  msD  Air  /«  dei  Amdrock  4.  leUt, 

oder  lach  f  2.  3.  j         ■ 

~  nnd  folglicli  ^Kck  f.  6,  '  . 

•der  bMb  f.  3.  3.  and  f.  %  4. 

oder 

Weil  Due  naeb  f  12.  and  4.  15. 

iil,  Bo  wird  die  vorbeireitend^  Gleicliaflg  ofTenbar 

oder 

,  ■    f-dx\     ■  1        (  _1  rW  _  iflr(g) 

'■  Ja   *i*~  ~(l.+«)«i~r(*)~     *»   ■. 
Da  die  Integmle   in  Bezug   auf  x  cwiachen  den  Gränzen  0  und    oo 
geuonnen  werden,  lo  kanu  man  x,  und  folglicli  Hucb  1+^,  wie 
ea   die  vorher  in  Aniprach  geDommeve  ABweodilng  von  %.  15.  er- 
fordert, ininer.als  poiitiv  betrachten. 
.Seist  bM  a»n 


^=....„.^1^=. 


=  y,  also  *  =  — T-^  =•——!, 


■:c... Google 
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-und  für  :r^0  und  ^s«  »t  respecÜTC  jf^l  and  yssO. 
ist  ii«cb  7.  , 


SS  IX  ist  respe 

oder  oMb  t-  2.  !• 

SvtsI  man  jetzt,   indem  »eine  von  «  nubliXiigige   poutiTe 
(pnixe  Zebl  faemflui^  filr  «  u»ak  und  nisk     .     - 


und   eddirt  alle  dcdiirofc  ms  &  üA  «rgabendeo  GttichinigeQ  za 
eiauDder,  so  erhält  msD,  wenn  der  Küne  weg^ 

Ij^etst  wirdj  asch  f.  2.  4.  die  GleiALmg     ■ 


i      1    i  •=!         l^y 


-   i-y  , 

Setxt  man  y"  für  y,  «o  wird  diese  GleichnBg|j  wie  man  leieht 

findet,  .    ■      -  .  -.  '.,       ■  ■ 

-      .  V«M— y"         I— y  'y 

Wird  in  d«r  GlelcliUAf?  S.  ftr  »die  Grösse  m»  üghtttit,  so  vicd 
.  dieM  Glei^ang  .,       :.  , 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialredwunc  i«t  altar 
)«r(«g)        <m*rg)    d.na_    dlri/iä} 


■,,c..C~,oot^lc 


«Ift 

und  falglicb  ■  ^    ■ 

d.Mi  '^   «  ■       (*a     ' 
■Ebu  nacli  dem  ObigcD 

oder 

1  - 

Zidit  nad  dieM  GlcidiADg  von  !dec  GMcliiiiif  10.  all,  so  criSit 

■«n 

•     1-1      i-i 

Weil  BW  «HCl)  4eB>  Obiges  oOenhv 


■    * — a-=a't T5=) -)■ 

oDd  folglieb  nach  dam  Obigen 

./•V!Ö_  dfi^  ,:jn.)n.-.^)...n-.H---^)j 

8d>en  wir 

■ye'l-»"       l-yt       '•   I 

wo,  waa  nan  wob]  an  beaebten  hat,  die  GrSaae  ;,  von  a  ^ana  uu-   ' 
abbängig  iat,  ao'wtrd  die  veriiergehtade  Oleiehung 

lr(.)r(,  +  i)...iX"+'^)| 

**='«l Tv^ — — !•  ■ 

und  folglich,  wenn  nan  integrirt,  und  die  wHIköhrlicbe  Conatante 
durch  i^  bezeicbnet, 

oder , 


316 

'"'■='1 -n^> -]• 

it«)ij«+i)..it«+^) 


oder 

14.  n«)  1" + i) .  .»jt« + ^>.= wn~)- 

Um   die    von   a    UDabhängigen    GrÖMen   p    und    p'   lu    bcatinaen, 
■etze  ■an,  un  iiiBicbit  den  W«rtb  Von  y  xa  fiodf  n  in  dieser  Glei- 

chnog^»  +  —  fiir  »,  >o  irird  diesell»« 

Dividirt  nan  nun  diese  GleicIiiiBg  durch  die  vorb  ergeh  ende,  eo  er- 

bSIt  man 

also,  weil  nvcli  §.  U. 

Um   9'Ui   beatiMHen, 'ietie  Man  in   der  GUichung   12.  die  Gröue 
«=:— ,  Bo  eriialt  Man,  weil  J1(«»)  =  r(l)  =z I  und  ;i"=j»-i— — 

!■*.  , 

und  folglich 

Nach  4-  18.  ist  «her 

und  folglicb 


Ti)n|)ni)...n^)=l!^-I'. 


Führt  MBD  nnn  die  gefundenen  Werihe  von  p  und  ^  io  die 
Gleiebnbg  12.  ein,  ao  erbäU  man 


■  :,;...  Google 


Hit  des  Beweiie  di«ieP -Mtchit  »«rkwtirdigeii  CHeiehnng  tiBbea 
•icli  verachiedene  berÜbHte  Uatliemaliker,  naneiitlich  Gansa  (Com- 
Ment,  GoUiiiff,  rec.  Vol.  IIA  I.erendre  (Exercicea  de  calcnl  iot^- 
I    1^    II    ..    44      rr..:i^    .i„-  r >; „ii:_<:-....    t    ii    _    itjk  \ 


gral.  T.  II.  u.  23.    Trailä   des  foDctioDs  elliptiquea.  T.  I 
Csnchj'    (Exeraices    de    Malh^aatiques.    15"*    LivraiioD.  *  p.   91), 
eile  (Jonmal  fnr  die  reine  und  angewandte  Hatlienalik.  B.  VII.) 


bMcliKftigt,  Der  «bige  äusaent  scbSne  und  ainnreicke  Beweia,  der 
uns  vor  allen  übrige^  >ebr  weientlicbe  VarzIlKe'xu  tiaben  scheint, 
ist  *0D  Lejenne  Diricblet  in  Crellc'a  Jonrnal.  B.  XV.  S.  258. 
gegeben  uronlen. 

.  ♦.  20. 

Onter  der  Voranssetxnng,  daai  a,  ß,Y,ä,. ..  und  p,^,r,t 

poiiüve  Grünen  aind,  voilni  vir  !■  Fstgenden  der  Kiirxe  wegen 

,,,,(',  ,)=r|i^(.f-)»-(i)t|', 

5,(«,  ,,  .)=»(l-(f  )»-(|-).-,(A)'|':, 
aetxen.  o.  t.  w. 

Dies  Toranagesetat,  kommt  man  nnn  bei  Anttendangen  der  In- 
tegralrechnnng  auf  Geamctria  und  Metbanik  bknfig  auf  Integrale 
van  der  Form 

n.  ■.  w. 

wo  die  Oräsaen  m,  l,  c,  ä, .  .  .  .  tiicb  aSmmtlicb  positiv  sein  sollen. 
Pfir  diese  Integrale,  die  man,  wie  aogleicb  erbellet,  aucb  unter  der 
~  Form 


DKVtiz^ct/CdCli^lc 
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darstellen  känb,  iiot  Lejeivpe  Dirichlet  sehr  iserliwBrdwe  Aii.b- 
(Iritelie  geftmdsii  *),  wdlcfae  wir  jvttt  «ntwicketo  mite«.  -    -  ' 

ZDTSrderst  vuilen  wir  «ine  Tranifnmntion  mit  diesen  Inte- 
I^IeD  wtMbmn.    S4IMR  ww  niWUcb  &t  ' 


(fy-ij^'^fy" 


X  wir>  wie  >«gl«ieh  erhoUeit  irödt  für 

Atydf,4l», 

reapeetive 


0  und  a,  0  und  ^m),  9  «M  y,(»,  p^.,.. . 
reapeetive  die  GräoFen    >       , 

0  und  1,  0  ni  l-^A^i  0  «nd  1  — «-^yj  r  •  •  •) 
oder,  venn  wir  der  Kilrae  wegen 

setzen^  die  Gränsea 

0  »ni  Ufl.wii!  y„  0  Md  «,, 

gmttU  -werden'  hümm.  .  DAer  babui  «tr  es  jetxt  ■><:  ^f  Krt- 

wiekelnng^  der  folgenden  Integrale  zu  ihnn: 

n,  B.  w. 

oder  mit  der  ^^twic)iel^ll|f  der  Integrale. ' 


*)  Comptt«  rendus  hebdoinadatrea  des  •jbdoasV^  rAcad£inifl  d«  Sciences. 
T.  Vlll.  p.  ISS.  Journal  de  Madi£matiquei  pure*  et  appliqufea  par 
J.  UoÜTifio.  T.  IV.  p.  1«8,  . 


..Google 


«9 

to.  i.  w. 

Das  erste  dieser  Inte^^le  lüMt  aicli  Isjcht  finden.    Es  ist  nitm- 
Hek  dmA  «ner  ^r  bekannten  Hauptformel  der  Int^g^Iieflliiiung; 

y«?~*«te  ^  ^M^  -t-  feinst,  ■ 

wobei  man  niebt  onbMclitet  n  lassen  hat,  doss  nacli  der  Voraus- 
—  pontiv  ist,  ood  folj^icfa  , 


Nn  ist  «bvnach  ^  15, 
nad  folglicli 


also  nach  dem  Vorh ergebenden 

y  «"  *.= — E^. 

Ferner  ist  ,        ' 

^»     A^  =  -|y?H-Const., 
and  folglich,  weil  y,  :s  1  —  «  ist, 


in   der  ans  f.  12.  bekannten  Bezeichnnng  der  Enlei^scben 
ilc  der  ersten  Art,  .      -         •       ' 


Weil  nBD  DBcb  f.  IS. 


_  imi  DBcb  f.  15, 
iit,  u  ist  D«cb  den  VorbergfheadeB  offieobsr 

Um  feraer  d««  Integral 

zu  fisdeB,  volleB  wir 

setxetf,  lo  ist 

nnit  itBÜ  der  CriiazeB  s 

0  md  y,,  9  iilid  X, 
siad  offcDbar  respeclive  die  Grämen 

0  und  1)  0  und  1 
in  setzen.    Also  knuB^Maa  dte  geinchte  integral  OBicr  der  Pol« 

oder,  weil 

,       y,  =  l-a7,  ».  =  l-a?-y=(l-^)  (1-*) 
ist,  offenbar  nnler  der  Fonn 

oder  socb,  wie  aogleicb  in  die  Augen  fiillen  wird,  nnler  der  For« 
■    darstellen.    Es  ist  nun  nocb  ^16. 


cs„i'h,C(iogle 


yT"'""-"' 


woraui  sieb,  wenn  man  auf  bu den  Seiten  der  GleicfabeitAeicfaen ' 
■oltiflicirt,  und  beaclitetj  da»  /1[1)=:1  iit,  für  den  Wertb  nnier« 
guuebten  InlegnU  die  Gröue 

<^  tl)  ^4) 


c^ebt. 

Ornzn  zeigen,   daii  daa  ao  eben  ang^wandtt  Verfutir«n  eine 
allgemein«  Anwandung  gestattet,  wollen  wir  nocb  'das  Integral 

beitiaaen.    Zn  den  Ende  aetzeD  wir 

•lad 

dy^jf,dm,  d%3sx,dv,  df=t,ii*Oy 
und  deMDSfb  für  die  Grausen 

0  nnd  y,,  0  nnd  s,,  0  und  $, 
oflanbar  resiieetive  die  Grämen 

0  nnd  I,  0  und  1,  0  und  I. 
Diea  Tonnsgeaetst,  kann  unser  obiges  Integral  nuter  der  Fora 

J^xP     ^^J^i/,*mf     rf»y„»,'("     dvJlt.'w'     ilw, 
oder,  w«il  /         . 

y,  ^1— «, 

*.  =  l-*-y=:(l-^)  (1-si). 
<.  =  l~*-y-»  =  (i-^)(l-»)(l-0     ■ 
iat,  venu  man  sieb  die  beiden  folgenden  Reihen  obne  Cnterbrecbnng  ' 
in  eine  Zeile 'geacbrieben  denkt,  unter  der  Form   . 

oder  auch,  wi»  aogleich  «rbellen  wird^  nuMr  der  Foroi 
TMru.  31 


-.A.OOt^lC 


822 


fl''  ('■—(■•*■■/,»'  *■ 

dMgeitellt  werde».  ,  E«  Ut  nun  nach  f  18-    ". 


it-^)iti  +  f+-7) 


tet,  A 
(Inick 


/•'.7-'(l -.)'■* '-fc^^    .      .      -, 

f."  <'-'^*=;^7;:|:^,' 

/     »*      d(w=S— -• 3", 

•^"  ,    »tl  +  f) 

ras  nan,  wenn  dibd  aof  beiden  Seiten  naltiplvcirt ,   and  bettcll- 
dsM  /1[1):^1  Mtj  ftf  da«  gesuchte  Integral  »offleich  den  Ana- 


Aneh  irt  nun  völlte  klar,  wie  aan  «nf  «•  obig*  Art  iknier 
weiter  sebeD  k»D»  untfdas  Statt  findende  allg^edeine  Geaetz  Iwgt 
Bit  TSlliger  Deatlicbkeit  vor  Augen. 

Ana  alleai  Vorhergehenden  erffiebt  »ich  nnaittbftiK,  dwa,  weao 
wir  d«  allgemeine  Glipd  der  Reibe 

wo  y(«),  V.(*.  y).  5P.(*.  y-  "^ die  aoa  de«  Obigen  be- 
kannte Bede^twig  baben,  nftalick 


n,  s.  w. 
Ht,  4«Mh  F  bwcäehsn,  jedcneit  unter  4tm  obei  .guMbUeo  Vor- 
•nrtt>«ttge»,  ili«  Wir  Ütr  inclit  wicderholwi  «ollm. 


vptyc..,. 


...) 


In  einer  der  Theorie  der  Tietbchen  Integrale  TonninweilA 
genidneten  BpSteren  Abhandlnng  werden  wir  uif  dlMev  wtcbtiffen . 
UDif  interessanten  Ce{[enttBnd,  welcher  dnrch  Llonvllle  und  Ga> 
Islan  schon  ■ehr&ch  erweitert  worden  ist,  mrückkouen.  Vit 
jetst  aussen  wir  uns  nit  der  obigen  Dorsteiliing,  die  wtr  nur  lis 
eine  TorlSnfige  bcxeiclinenp  begnägen. 


XXVI. 

Zwei  neue  SAtze  vom  ebenen  und  sphariBchen 

Viereck   mid  Dmkehning    des    PtolemUschen 

Lehrsatzes. 

Tod  den 
Herrn  Professor  unil  Director  Strehlke 


Nach   einem  bekanDfan'  äatze   der   ebenen  TrinoaoBetria  bt 
(TatUI.  Kt-S.). 


■c,t.ii.ct,G(K1glc 


folglicb 

0)  4.  £*  _  c*  —  (^  :=2a£  coa  J7  —  2c</ CO!  A 


(«  +  Ä)'  — (c  — rf)»  =  4«Ä  CM  JÄ'+4rrfBlii.i/>» (I) 

und  eben  u» 

(c  +  rf)'— («  —  *)*  — 4«*  nn  iB'  +  icä  CM  j/l»  ..  .  .  (») 
Durch  Uultipliketi»!!  tvd  (1)  and  (3),  Zertegdog  der  Qpsdrrte  i« 
Faktoren    und   Einßihniec    der   BeteicbaMog  .«  +  £-t-()-f^i<B=» 
wird  erkelten 

(t  — )  (t  -  *>  (f- '^Hf  - '') 

=m*li'  toa^S*.uioiß^'t'a6cd{naiB'.siBiO*-i-coaiB* .tamiß*) 
-4-c»(/»  siii|Z)*  coB^/}*.  " 

Wenn    man    euf   der   rechten   Seite '  dea  GleicblieitaxeicLena 
{abcd  a'iD  A  .  sin  D  hioiu  addirt  und  subtrabirt,  lo  erhält  Ben 

(|—>i.ti— «)(i-«Hi-rf)  ,  :     •  • 

=(^..i.«+f.i./))-+«fcrf.co.(^*^).c„.(5±^). 

Da  nun  -^  ^%m  B-\--n  «•>  jD^  der  FlächenauBme  der  beiden 
Dreiecke  ABC  nnd  ACD-.\tt  oder  die  Fläche  dea  Vierecks 
ABCO  anadrGekt,  die  mit  F  hezeichoet  wetdep  nag,  ao  iit 


cos  «  =  cas  »  .  coB  J-)-iin  0  .  gio  b  .'coa  A 

=  coa  c  ,  coa  tf  +  ain  r .  ain  d .  coa  />, 
folglich  ,  ' 

coa  « .  cos  j— coa  £ .  coa  d=.  ain  c .  ain  ^coa  />—  ain  m.mb.  coa  /f. 

Wird   auf  beiden  Seiten   der  Cteiehheitateicben    aJn  a  ain  b  nnd 
ain  c  .  ain  d  addirt,  so  erbilt  Man 

cea  (fH^) — coa  <£-4-''}=3BiD  c.  ein  ^. coij/>*-|  2ain  n .ain  Ä.aiB \B* 

nnd   dnrcb  Zerfdllnng  der  Differens  der  beiden  Corimu   in   Pskto- 
ren  wid  Eiinthmng  «on  «r^k-^c^dss*  :■ 


.,C(iog[e' 


B'25 

=stiB  e  .  lii  ä.  ca>  \D*  +iiD  ä  .  ain  b  ain  JA' (I) 

und  eben  lo 

■iD(y-e).«D    (^-rf) 

=  «■  « ;  aia  j  COR  ^B'  +  lin  e .  tXa  d  %n  {0* (2) 

Durch  Multiplikation  von  (1)  uud  (3),  dorcb  Addition  and  Sub^nk- 
lion  TOB  ^iu  «.lin  i-iin  «.-sin  tf.ün  A.aini?,  bekönuat  man 

^  (iii»  «  UD  ^  ain  A  +  gü*  c  .  aia  </ .  ain  l')*  ' 

+  UD0  ■■!>£  ■iD'^.Bin  rf..coa  j(04-/f)  caa  j(fi+/>). 

lit  nun  Jtf  der  Mittetpunkt  der  Ka^el,  auf  deren  Oberfläche  das 
aphäriacbe  Viereck  ABCD  liegt,  so  ist  der  Cnbikinbalt -des  Te- 
traeder«  MABC'=i\t:\n  a.na  b  .  sId  B,  der  Cubikinfaalt  dea  Te- 
traedera  jV^C^/>  =  |ain  c  .  Bin  i/.Bin  D.  Bezcicbuet  man  Jede 
Tetraeder  Bit   T  und   7",  au  erhält  man 

(3T4-3TÖ*  =  aln  {^-«)  sin  (|-Ä)  sJn{|--c)  aio(~-rf) 

—  Bio  0  Bin  b  sin  c  .  ain  •<.  coa  j(A +  />)*. 

ümkebrnng  dea  PtolemStachen  Lehrsatzea. 

!>•£*=;  flf  +  CE*  —  ZBE .  CB  GOB  X,  (wenn  l  den  Kreis- 
bogen beieichuet,  der  den  Winkel   BEC  misst) 

und  ti*  =  BB*  +  JE* -^ZBE .AE .  cfM  i, 
.  so  ist  *»— «'^C^  — ^^  — iÄ^*.M«  h 
wenn  «  die  Diagonale  CA  beieicbnet, 

und  c^ —  d*  =:  CB' ~ AB* -^-^DB .  0 .  CO»  X. 

Zieht  man  die  fibere  6le|chtiDg  von  dernntera  ah,  so  bleibt 

c«  — rf»  — *»  +  «»  =  2,«  iBB-t-BB)  cos  Xsstlt^.wnk, 

«ean  0i>  durch  /*  beieiebDet  i«ird.    BieranB  folgt 

1       g'.-^nH»— **  —  <<■ 
„„  *_     ■■■      ^         -. 

Wird  auB  für  ein  ebcnea  Viereck  die  Bedinffong  gemacht,  daaa 
e/^ad-iä,  ao  iat  in  dieaem  beaondem  Falle 

,,       a'  +  c',  — A»— rf*   , 

CO«  A' s=:  -p— -/■' TTT . 

2(«c-|-W) 

Aus  Acsa«  Audrucke  fttr  cos  l'  läaat  aidi  leicht  riileilen 


..Google 


(i+ci  1')  (i-co.y)=iiQy:=±    "        '^^4' ^ 

Da  |«c  MV  X'+^Sti.tiaX'^^.tia  X'^F',  -waiiknh  disFlicbe 
dea  Vieredui  bexocbnet  werden  loll,  In  welcbea  ef=M!  +  Sit,  lo 
erhält  miin 

dn  ftbet  »neb  -  . 

cos  j(tf+/>)=:0,  MrK^  A-4-jD=:(M+1).  jt. 

Da  ^+£+ r+ZJs&r,  f +  />  alao  <2ir,  bo  kann  A  kei- 
nen «ndern  Wertb  als  Null  haben,  woraus  folgt 

Daos  ein  Viereck  von  dieser  Ei^nsdiafit  ein  Kreisfiercek  sei,  läast 
aicb  dann  leicbt  beweisen. 

Anmerkung  dea  Deransf^bers. 

H«rr  ProfcMor  Streblke  ichreibt  mir  bei  Uebenendung  des. Toistehm- 
den .  interesaanten  Aufsatzes:  „Es  müstte  nicbt  ohne  Interesse  sein,  den 
„Satt  für  die  Fläche  das-sphirischen  Vierecks  lu  luchsn,  der  dem  entenr 
„für  da«  ebene  Viereck  eigeatlich  entspricht"  Gewiaa  würd«  dieie  Unter- 
suehung  aehrfaches  Interesse  darbieten,  nnd  inöchta  ich  mir  dsher  wobi 
eilaubeo,  die  Leser  des  Archifs  «u  derselben  auf tnf ordern.  Daas  ich  den 
cefundenen  Resultaten,  wenn  aie  .mir  mitgstheilt  wwden,  sehr  gen  eine 
Stelle  in  (I«ri  Archite  pinrlumen  werde,  versteht  sich  von  selbst.  G. 


XXVII. 

UebungisHiifgaben  fttr  Schüler. 


I.  CebunKBaiifgabeB.ftir  Sebüldr.    Hirgetbeilt  von  Herrn 
Profeaior  Dr.  Kunze  in  Weimnr. 
'     I.    Wen»   die   Eatferaungen   dar   Rek^aktc   Jf,  M,  €  eines 


..Codgle 


»27 

PfMitfa  ARC  VOM  HHMHkktc  de*  eiiiKU«hnabe>««  Krehe«  fol- 
gew«iie  mit  a,  ß,  f  beaeit^ct  wenlen,  lo  bdtekt  die  Gleichnig 

■g  +  lL  +  u  —  i, 

vorin  a,  b,  c  nadi  der  üblichen  Weiae  die  Seiten  dei  Dreiecl» 
bedeuten.  ^  Im  eraten  Tbeile  dieaee  Arcbifa,  S.  331,  iat  einwandere 
'  EfllstiiM  xwinhen  tt,  ä,  y  nnd  a,  6^c  nngeifebeB. 

2.  An«  den  WInkflIn  eines  in  einen  KreJi  beidM>iebaBCB  Pttaf- 
eeltn,  >eb>t  dem  Hnlbmeiser  dieaea  Kreiaea,  die  Seiten  den  PHnf- 
eciu  zu  berechnen. 

3,  Durch  die  Spitie  C  eines    gegebenen  Drciecka  ABC  iat    . 
in  dem   gleicbfnUa  g«gebencn  Punkt  2>  in  der  Baaia  AB  die  G«- 

,ra4c  CD  gesogen:  van  aoll  durch  den  einen  EndpunJu  A  d«r  Ba- 
ais  eine  gerade  Linie  AF,  welche  die  CD  in  E  nnd  den  Scbenkel 
BC  in  F  trifiit,  so  lieheD,  dssa  du  Oreieck^<^C<£  dem  Viereck 
BDEF  gleich  werde.  Ea  giebt  dftfSr  mehrere  guia  leicUe  Gihi- 
atracüanen;  Käatoer  b«t  in  aeinen  reomctritehen  Ali^ndiniigca 
L  Samml.  S.  US  die  Aufgabe  weitlän&ger  mit  Bülfe  der  Trigentf- 
metiie  behandelt. 

'  4.  In  ein  gegebenei  Quadrat' ein  regelmästigu  Fünfeck  ^- 
geatalt  zn  bescbrMben,  dasa  eine  Seite  dea  Fünfecki  auf  eine  Seile 
Sei  Quadrata  falle,  und  die  zwei  zunächat  liegenden  Eckpunkt«  des 
enteren  in  die  nnfatebenden  Selten  des  lersterea. 

fi.-Ein  zo  Beiner  Zeit  bariihmH>r  logeoieur  Samuet  Msrelois 
siebt  in  aeiner  6^ipetrie,  die  1Ö19  in  groaa  Qierfol-  erschien,  für 
die  rnrire  Aufgabe  folgenile  Constmctiod  an:  Auf  der  Seite  AB 
des  Qaaaratn  ABCD  verzeichne  man  auiwnrta  ein  regHmäaai^es 
FQnfieck  ABEFG,  und  ziehe  von  der  gegen  überliegen  den  Sdtze  - 
F  nach  den  Ecken  C,  D  dea  Quadrats  die  Geraden  FC,  FD, 
welche  die  Seile  AB  in  /f,  I  BcbneidctD;  die  Stracke  ffl  soll 
nun  die  Seile  des  eimuschreibendea  Fünifccks  sein.  Diese  Con- 
stmction  ist  aber  falsch;  ea  ist  zn  zeigen  warum? 

6.  ,1q  e^  gegebene«  Viereck  einen  RhonbuB  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  mit  den  Diagonalen  dea  V^ierecka  uarallel  laufen. 

7.  In  ein«o  Kreis  sei  ein  beliebiges  Vieleck  ABC ...LMS 
beschrieben,  und  auf  der  Peripherie  des  Kreises  sei  ein  willkühr- 
licher  Punkt  P  iiDgenommen.  Fället  mun  nun  von  P  auf  jede 
Seite  dea  Vielecks  oder  dereti  Verlängerung  eine  Senkrechte,  näm- 
lich ^  wi  AB,  Pb  a^i  BC  tt.  s.  f.  Pm  auf  MN,  Pm  auf  NA, 
so  gilt  allemal  die  Gleichung 

^     m'  ,      Mm  ■Xm_ 

mit'  hC mS'  n.4—    • 

Diese  Gleichung  besteht  uuch  dann  noch,  wenn  das  iingescbrie- 
bene  Vieleck  ein  Vieleck  im  weiteren  Sinne  ist,  bei  wel(£Mi  man 
uämlich  die  Punkte-^,  ß,  C .  .  ,  L,  M,  A'  in  beliebiger  Folge 
durch  gerade  Linien  zu  einem  zuaammenbäDgenden  Zuge  vereini- 
get hat. 

8.  In  der  Peripherie  des  über  AB  liescb riebeneu  Balbkreiaes 
denjenigen  Punkt  C  zu  linden,  für  welchen  das  Bec^teck  aiu  de^ 
Abscisse  AD  und  Ordinate  CD  ein  Masiuiuui  wird.  Die  Con- 
■tniction  folgt  aus  sehr  einfachen  geomeiriBchen  Beträchtangen. 

9.  Verlängert    man    die  gegenüberliegenden    Seilen    eines  in 


D=;-,:cct,  Google 


«inep  Kreia  hetcbrnbenen  Vierecki  ABCO,  lin  aie  Biek  ■dmaMsR', 
nHmliob  BA,  CD  über  A  und  B  hiiiMii  bii  E;.B(k  AD  äb«r  £: 
uod  /}  biDBiiB  bis  F,  und  liebt  man  von  deq)  Mittelpunkt  0  iles 
Kreiies  aacti  dea  Durchsctinittapunkten  £,  F  die  GeradeD  0£, 
0^,  nebst  dem  HHlbmesser  OD,  so  iat  immer 

OE.  OF  .  coa  EOF:=  OD', 
10»    Wenn  m&n  in.die  vier  Dreiecke,  von  welchen  jttdM  durch 
swei  Seiten    nnd>  eine  Diagonale   einea  eibge^cbriebMen  Vicvecks 
(Cebildet   wird,    Kreise  beacbreibt,    aa  b«ativmen  die  Mittelpunkte. 
dieser  vier  Kreibe  dieWinkelpunkte  eines  Recbtecka. 

11.  Die  vier  aenkrecfaten  Linien,  weiche  man  von  der  Hitte 
jeder  Seite  einen  eingeschriebenen  Vierecks  auf  die  ihr  gef^enflbar- 

~  liegende  Seite  fallet,  schneiden  aich   säMratlieh  in  einen  einsi^n 
Punkte. 

12.  Die  Sumaie  der  Quadrate  von  allen  Seiten  und  Disffoaa- 
fen  eine^  ein  geschriebenen  VieteCka  ist  gleich  der  vierfachen  Diffe- 
renz atviachen  dem  (laadriit  de*  Dnrcbnetsera  dea  nmschriekcnen 
Kreises  uad  dem  Quadrat  der  Entlerunng  seines  Hittelpunktea  vod 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  sieb  die  vier  Linien  aas  der  Mitte 
jeder  Seite  senktecht  liuf  die  Cegenaeite  begeffiien  (II). 

13.  Nimmt  man  auf  den  ^ieiten  eines  Dreiecks  ABC  drei 
Pnnkte  an:  D  auf  BC^=a,  E  auf  CA±=h,  F  auf  AB=±c,  w«- 
durch  die  Abschnitte  BD:=t^,  DC^<^,  CB^V,  EAs=:^, 
AF=:d,  FB^s^t^  entatehen,  und  verbindet  ahdann  jene  Punkte 
jCU  einem , Dreieck  DEF,  so  findet  ullemal  die  .Proportion  atntt 

A  ABC-:^  Ö£/'=a.Ä.e:«'.  Ä'.c' -(-«".  i",«:".' 

14.  Eine  sehr  einfache  Cuostnictlon  der  mittleren  Propor- 
tiünallinic  ist  folgende:  Man  schneide  von  der  grösseren  gegebe* 
ucn  Linie  AB  die  kleinere  ACtib,  yalAnaert'  AB  um  AD =CB, 
und  beschreibe  über  BV  mit  BA^DC  äo  gleicbscbeakeliges 
Dreieck  BED,  uder  bemerke  bloss  durch  ein  Paar  Kreuzbögeu 
seine  Spitze  E,  so  ist  eine  Gerade  von  E  cacli  .<^.(<Kler  aacU  C) 
die  mittlere  PniporHonule  zwischen  AB  und  AC. 

15.  Die  KreisÖänlie  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  den 
Flächen  eines  umschriebenen  und  eines  dem  Kreise  fso|ierimetri- 
Bcheu  Vielecks,  beide  regelmässig  und  von  einerlei  Seitcuzahl  an- 
genommen. 

Ifl.  Werden  in  und  um  einen  Kreis  regelmBSsige  Vielecke 
von  eiofacher  und  doppelter  Seitenzohl  beschrieben,  so  ist  1)  der 
Umfnng  des  umschriebBQen  Vielecks  von  doppelter  Seitensahl  dan 
harmonische  Mitlei  zwischen  ,den  üinFäiigen  des  eingeschriebenen 
und  umschriebenen  Vielecks,  beide  von  einfacher  Seitenzahl;  und 
2)  der  Umfang  des  eingeschriebenen  Vielecks  von  doppelter'Sei- 
teniahl  di<s  gi-ometriscbe  Mittel  zwischen  den  Cmfüngen  des  ein- 
geschriebenen und  umschriebenen  Vielecks,  jenes  von  pinfuchcr, 
dieses  vuii  doppelter  Seite nzakl. 

17.     Ein   Viereck  mit  den  Seiten  a,  b,  c,  li,   in  welches'  sich 
eia  Kreis  heschreiheo  lasst  (also  a -i- c ^ o ■+•  d),  hat  den  gröss- 
'  ten  Ibhnlt.  wpnn  des  Kreises' Halbmesser 


:,.C,00^\q 


18,  In  k«ineii|  pvlbagoriacLen  Dreieck  (vergt>  d.  erat.  Tb.  «lies. 
Aroh.  ^.  96)  könoen  beide  Kwthetett  ntigende  Sfablea  seiai  «nd  in 
jeden  solcben  Dreieck  muss  ein«  der  Katbeteo  dorcb  3,  iogleickc* 
eine  yua  den  Seiten  iiberbaupt  durcli  5  tLeilbur  sein. 

19.  Diejenigen  Werthe  vun  a:  zu  finden,  für  welcbe^  sowohl 
xx-\-x  all  XX  —  X  vollkoMnena  Quadrate  werden. 

30.  Vermittelat  der  pythkgaiiBcben  Dreiecke  solcbe  Kreisvierecke 
SU  bilden,  bei  welcben  die  vier  Seiten,  die  drei  nö^licben  Diaigo- 
nalen  und  der  Inbalt,  neliBt  dem  BulbmeBser  des  Kreise«,  rutionale 
Wertbe  bekommen;  abne  dnss  eine  Seite  oder  Diagonale  Dnrcli- 
mesBer  dea  Kreisea  wird,  oder  xwei  DvaKonaUu  sieb  recbhvinkeliff 
durchacbneiden  (in  welcliea  Falle  der  Inbnlt  des  Vierecks  gicicb 
den  halben  Prwduet  der  beiden  Diagonalen  aein  wiirde}. 

21.  Hau  Hiill  zwei  ganze'  Zahlen  x,  y  finden,  von  Atr  Be- 
schafffnbeit,  duu'  das  bamsDÜiebe  Hittel  twiaeben  ibnen  einer  ^ e- 
gebeoen  ganzen  Zahl  a  ^feich  aei.  Z.  fl.  für  a=185  giebt  ea 
vierzehn  verachiedeoe  Aufldanngen. 

22.  Zwei  Zahlen  x^  y  au  finden,  tod  der  Beachsfieofaeit,  daaa 
ihre  Knivme  gleich  der  Sumne  ihrer  Knbikiublep  lei.  (Dioph«D>- 
tna  IV.  11.) 

23.  Zwei  Zahlen  x,  jr  xn  finden,  von  der  BeschafTeotieit,  dau 
ihr  UnterM^hied  gleich  dem  Cnterachied  ihrer  Kubikzabicn  aei. 
(DiophantDi  IV.  12.) , 

Alls.  A.a»..  ^  =  ;^L_,  y=  ^•^=l_, 

24.'  Man  soll  zeigen,  Üuaa  und  wie  in  dem  nacbatehenilen 
^notianten  oder  Bruche  ' 

«(m-UXw+Ü) (m  +  w-a)  («+i«-0 

,       1.2.       3       .....(«— l)         .       » 

worin  m  ond  m  ganze  Zahieji  bezeichnea,  alle  Fadoreo  ilea  Nen- 
nern gegen  die  racteren  dea  Zäklera  aicb  heben  und  daa  endlich« 
.  Keanltat  eine  ganze  Zahl  werde. 

-     23.    Zwischen  den  Tan|;entea    der  Winkel   von   fünf  zn  fünf 
Gr*('en  im  ersten  Octanten  ladet  folgende  artige  Relation  atatl: 

lan5<'.tanl0<'=:tabl5°.tan20*.taii25<>.fBfi3O<'.tau35''.tan4O''.tan45*.  , 

Die    Prüfung  .dieser   Gleichnng   geacbiebt   leicht   vermittelst   der 
Logarithnren ;    der   Beweis   int   aber    aas   der    bekannten    Formel 

lan    (w  dr  ff)  =  yl^Mn^Tajf  8    »u    führen,    mit    Rnckaicht    auf 
lau  600  =  1/3.  ,        "■  '  . 

Anmerknng.  Die  Sätze  von  10.  bia  16.  sind  heinesen  im 
ersten  Bande  meiner  Geometrie  (Jena,  Frommann.  IS42);  auch  Über 
20.  findet  man  eben  dnselbst  (S.  219)  Auskunft. 


■,:c,c;  ..Google 


II.  Cebungaaafgaben.fQr  Scliüler.  Fon  dem  Herrn  fro-~ 
feisor  C  A.  Bretschneider  zu  Goihs. 

Ea  iat  a«ttüiii  bekaant,  auf  welcbe  Weiae  maD  ans  den  ein- 
facbeo  gonionetriacheit  Formeln: 

■io  («  +  £);^2aiii  &  c«a  a-^ain  (m  —  6) 
coa  («t  +  ^)  =  2co«  *  coB  a — coa  («  —  *) 
die  SanaMD  der  nachfolgenden  Keihen 
«in  o  +  Hin  («  +  «)  +  •!■  («  +  2^)+- -  +  8^  (a  +  MJ) 

sin  ;A 
coa  «H-coa  («•4^£)  +  cn  (»•f.34)  +  ..  +  coa  («-f^a«) 

sin  i(«+  QA.coa  (g-H«*) 
—  »in  i* 

erlintten  kano.    Sind  dieae  SnnHea  bekannt,  ao  glebt  die  Anw 
dang  der  eraten  trigonometriicbrn  Sälie  folgende  Theoreme: 

,,Ileachreibt  mun  io  einen  Kreis  ein  regnlärea  Vieleck  von  m 
„Seiten,  nnd  zieht  von  einem  -beliebigen  Piinkle  innarhalll  oder 
,,ausserbalb  des  Ki'eiaei  Strahlen  nach  den  Kckjmnklen  dea  Viel- 
,,eekeB,  nennt  einen  der  beiden. kleinsten  dieser  Strableo  a,,  den 
„näcbstfolgeodea  a,  und  ao  fort  bis  zu  (Tu,  so  ist,  wenn  r  den 
„HnIbmeiBcr  dcx  Kreises,  ti  die  lintfernung  des  willkUhrlichen 
,, Punktes  Tom  .\littelp unkte  bezeicbnet, 

1)  für  ein  gerade*  m; 
«.•+«,"  +  «,'  +  -.  +«--i"  =  ».'-!-"*'  +  «,**■..  +«■» 

=  |ia<r'  +  tf') 
d.  h.  die  SuaMie  der  Quadrate  der  Strahlen  von  ungeradem  Zelg«r 
iat  gleicb  der  Suaimv  der  Quadrate  der  Strahlen  von  geradem  Zeiger. 
'2)  tiir  ein  nngera^lea  »: 


•  ,'-♦-•,'  +  «.'-*-.. +fl«»:s-^(r-'  +  </')  —  rrf 


(OS  y-^-uf 

~        i 

n 

eos  (— n— a) 


«.'  ^-  «,»  +  . , .  +».-1'  =  -j-  (#■'  -h  rf»)  -»-f^ 

wo  u  den  Bngea  beseicbnet,   welcher  von  der  1>enden  d  and  dem 
Ktrulile   «,    aiif  der   Peripherie  jibgeacliaitteu    wird.      Aus    beiden 
Sätzen  folgt  niimittelbar: 
3)  daas  für  jeden  beliebigen  Werlb  von  i* 

Bein  niUHK.  Zieht  mud  daher  einen  Haibneaser,  wrlclier  aof  der 
£eraden  d  aenkrecbt  steht,  und  verbindet  dessen  Endpunkt  mit  dem 
willkübrlichen  Mittelpunkte  der  Strahlen  »,a,  n.  *.  w.  durch  eine 
(Gerade  «, ,   so  ist  dos  Quadrat  von  «q  das  arithmetische 


DK;,t,:cct,C0(lg[e 


m 

Hitttl  ans  der  QHsd/atiDnne  aller  Straklen,  waleka 
vod  den  feiten  Punkt«  ans  aacb  den  Spitaen  eines  ein. 
Ke>«Iiriebeiien  regoTIren  Vieleck»  van  b>e4iebiger  8ei- 
teD'zafal  geioKca  werden.  Zugleich  erbellt  aacb,  dau  der 
Mittelpunkt  der  Strahlen  'nicbt  ciomal  TÖllig  fett  cn  leio  brancbt, 
HODdern  in  jeden  beliebigen  Pnnktft  der  Peripherie  einea 
Kreiiea  lieven  kann,  der  da«  Hanptitreiaa  concentriach 
■lit  den  Halbnesaer  ä  bocbrieben  worden  ist. 

Bezeichnet  man  ferner  den  von  den  Strahlen  a,  und  «,  etnga- 
schloBBeDen  Winkel  durch  (1,  2)  und  nennt  ihn  den  erstes 
Strahlwinkel,  ferner  den  von  a,  nnd  f>,  eingeKhloMenen  Winkel 
(2,  3)  den  zweiten  Strahlwinkel  u.  a.  w,  lo  ist 

4)  flir  ein  (gerades  m: 

«,«;  coB  (1, 2)-!-«,«,  eo^  (3,4)+..  .+«,,_j^  e«  (»—1,  m)s= 
sE«,«i,  coa  (2, 3)+«.M.  coa  (4, 5)H +«.a,  fi<*»  {»,  1) 

=  iW'  caa^-«-'^) 

5)  für  ein  nogeradea  «:        , 

.    «,b,  coa  (U  2)'+«,a4  cos  (3,  4)+.  ..  +  (faai   coa  («,  I) 

=  — 2 — (r*  CDa--  +  ^)— 'rtf  coaa, 

«1«,  coa  (2j  3)  +  a,««  ^oa  (4,  5)  + . . .  +  «.-lAa   cos  (*—  I,  n) 

=  2^  (r»  cos  — +  rf»)+rrf  cota( 

6)  für  jedes  beliebige  m  also: 

»,0,  cos  (1,  2)  +  a,a,  cas  (2,  3)  + h<^-<i,   caa  (<•,  1) 

=  •(»■»  cos  — ■+^'')t 
woan  naa  anch  leicht  den  annlogen  Ausdrncki 

7)  0,0,  sin  (1,  2)  +  a,a,  sin  (3,  3)  +  ...  +  «^,   sin  («,  I) 

=  «r»  am  — 

bildet.  El  zeigen  deüaacb  die  Produkte  ans  den  Cosinaaaen  der 
gerade  ■  nnd  unfreradslelligen  Strufal winke!  in  die  beiden  ein- 
Bchlieaseoden  Ntrabtcn  grnau  dieselben  Relutiunen,  welche  die  Qua- 
drate der  einselnen  Sirablen  aelbat  beqasaen. 

jLiegt  der  Auagangapnokt  der  'Strahlen  in  der  Peripherie  dea 
KreiBCS,  so  wird  «ssr  nnd  die  gefundenen  Ausdrücke  gehen  tn 
fblgende  fibert 

für  ein  gerades  m  wird: 

•,*  +  ai, *  +  ...  +  «■-!•  =  w»,  +  «.'  +  ...  +  ««'=iM-»i 
für  ein  nngeradei  «  wird: 


•  +  •,»  +  .. 
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«,»■+«.»  +  ...  4- ««-i»  =  »-»j«  —  t  + - 

für  jedes  beliebige  «  wird: 

«,»  +  «,»  +  •,'-1 -i-«^'=2j»r», 

d.  b.  dje  Fl&cbe  de«  «ioem  KreUe  eiDgeicbriebeaeii  Qna- 
dratCB  ist  das  arithnstiBcbe  Mittel  xwiacbep  den  Qhb'* 
draten  aller  Strahlen,  welcbe  tod  einem  beliebigen 
P-unkte  der  Peripherie  nacb  den  Spitzen  irgend  einea 
beliebigen  eingeBcbriebenen  regulSren  Tielecka  geso- 
gen werden  köoDen.    Ferner  ist 

für  ein  treradcB  r: 


«s«, +  *»,««  +  . ..4-»«-i«»  =  («  —  !)*•*  COB  ~  +  '"*  —i 

'n 
fdr  jede*  beliebige  m: 

Fflr  den  Fall,  daaa  der  AoigaDgipnniit  der  Strablea  in  derPeripbc* 
rie  de«  Kreiaei  li^,  findet  man  ancb  mit  grauer  Leicbtigkeit : 
für  ein  gerndei  «: 


.-*-«»-i^2r. 


«,  +«4  +«.  +.  .  .  +  «11  =*'■ . 

für  ein  ungerades  m: 
r,-+-a, +«,-!-.. .-I- »«=:«,+«, -|-...+««_|: 

fiir  jedes  beliebige  m: 

«,+«.  +  «.  +  .■.  + «»-1 -+7»«  =  *'  ■ 


r,;„...vC00t^lc 
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Der  aittebte  Üebtr  Aiudfilcke  iat  «la  ein  apedeUer  Fftll  des 
Aa^M'ichen  Theorens  benits  Mit  ISa^erar  Z«it  bekamt.  LüaW 
nka  den  AnB^avgspnokt  der'ütrabkn  nocb  ig  eine  Spiti«  deg  Viel- 

eckn  riicben,  d.h.  macht  man  a  =  0  oder  =~>  ■<>  bekommt  man 
dte  icbim  >eit  Isage  bekaontea  S&tse  ober  4ic  tau  eitem  Punkts 
smlaiifeiiden  OingonadMi  re^lkrcr  VMesk«. 

DaiB  sieb  übrinas  am  dcoi  oben  erwlUailen  apeewllea. Falle 
dM  An^ifsohen  lÜenrenB  d«>  lelitere  aelbit  uDBittelbai  ableilwi 
Hart,  wird^  kiar,  ao  bald  man  nsr  mit  dem  geffebenen  Ereiae  cpn-  ' 
«ftMrwdi  eSneii  aadwca  Kreia  beacbretbt  In  dem  ao  ebea  aiKhi«- 
Dcnen  Tortrefflicbea  Lebrbnche  der  Geom»trie  v«a  Berro  Prof. 
Kuba«  id  Weimar  iit  daa  hier  VoM^etraf^a«  Verfabrea  ^rada 
amgfekekrt  irordea,  iadera  der  Hr.  V*ff:  aaent  einon  aebr  eipfaekea 
Beweia  dea  Ao^at'achen  Theoremea  aobteJIt  .und  ani  dem  l«tste-  . 
reu  mit  Hälfe  einea  eoDcentnaehea  Kreiiea  dea  apecielUn  F^tl  ab- 
leitet, wenn  der  Mitldpankt  der  Slrablen  in  der  Peripherie  des' 
HanptkreiiH  liegt. 


xxvin. 

Hiscellen. 


Deti  togenannten  onbeatimmten  Fall  in  der 'ebenen  Trigono- 
metrie, wenn  nMmlicb  die  Stücke  a,  6,  A  gegeben  sind,  trägt  man 
'  gewöhnlich  auf  folgende  Art  vor.  ,       - 

Han  ancke  znerat  den  Winkel  B  mitteilt  der  Formel 
„ ^  ain  ^ 

bieranf  den  Winkel  C  mittelst  der  Formel 

€7=  1800  — (^+^), 
nnd  dann  die  Seite  e  mittelst  einea  der  beiden  folgenden  Anadriickc: 

a  sin  C J  sin  C 

*  ~   sin  -<   ""    ita  Ä  •  , 
Im  Allgemeinen  hat  B  swei  Wertbe,  die  einander  »  180"  er- 
ginxen,  and  dnrcfa  B*  und  B'  beieicbnet  werden  sollen,  ao  dasi 

Ä'-i-Ä-sslSO» 
iat.    Auch  wollen  wir  anoebnen,  dais 


.vC'Oot^lc 
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«iB  «pitMr  WinkÄI,  -bo  daw  skw  nur  B^B'  geaetst  wonkrii 
fcami,  and  d»her  di*  Aiiii|C«b«  >>i"'  «>■>«  AnSSMBg  snlSaat .  lat 
aber'a<!^,  ■(>  it  auch  Ä-<CB,  es  kana  lowohl  B=^B',  ala 
aocb  B=S"  Besetzt  werden,  und  die  Anfgabe  llUrt  »Im  In  Üif^ 
B«B  Falle  in  AHgemeiaen  swei  AnSiiangMi  tu.  'Wenn  assi  igt, 
BO  iai  ancb  A  =  B,  uad  dabvr  Jf  inaittclbwr  gogebfo. 

'  Dan  din«  Art  4m  Vortrag«  die  beste  und  einf achate.  tN  ■  ua- 
^tetÜegt  Iwinea  Zweifel  -Pur  den  BIomentaninterriDlit  in  der  Tri- 
roeoaetri«,  bei  wetcben  ea  wrf.eiM  »SglicbBt  vielaeitig«  UelMa|t 
der  SebiHer  ankoaimt,  verdient  «ber  bemerkt  tn  werden,  djMa  >■■ 
gBBi  zfl  debselbe^  Benttaten  gelengen  kann,  wenn  man  BOfluttaU 
ftar  ans  den  'gegebenen  Stlickea  «,  h,  A  nidii  den  Winkel  J7, 
Mndero  vielMltr  di«  Seite  e  Bncbt,  wobei  nun  iich  auf  falgetwie 
Art  SM  Terbalten  hat,  '  i 

Bekanidiek  ist  in  vitHig«r  -Allgeaelnbait 


......Uc.             ,_^„.^^,._„, 

•l>o  weBD  nsn  diese  Gleichong  des  zweiten  Gredea 
e  all  unbeltannte  Gröue  anBaat, 

in  Bexng  anl 

(i:-«coa^)'  =  «>— «•  +  «•  .»«^■  =  «'  — i 

■  ain  A', 

waraoa 

e-b  CO!  A  =  ±V,--b'  aia  A; 
■ala» 

c  =  2  coa  ^±1/«»  —  *'  aia  A*. 

lat  nun  «>£,  ao  iat  offenbar 

Wertke  kaf. 

V„'-h  +  ü'  coa  ^'>4  cos  A, 
d.  i. 

l'»' -i-  ain  ^Xooa^, 

i  COB  ji  —  I/o*"— Ä*~äiB~3* 
it  negativ,  worana  aicb,  w 
)t,  data  man  in  diesem  Pal 

e  =  b  cos  A  ~f-  V'a'  —  Ä* 


Ut  daher . jederzeit  negativ,  worana  aicb,  weil  c  atine«  Natur  nadi 
poiitiv  ist,  ergiebt,  data  man  in  diesem  Falle  nnr 


aetien  kann,  nnd  dsber  die  Aufgabe  nur  eine  Anflötung  cnTäBst. 
Für  a<.b,  wo  lugleicb  A  jedcniUla  ein  spitser  WinkeF  und  da- 
her b  cos  A  jederceit  pmiliv  ist,  ist  dagegen  offenbar 

■      Va^  —  l'-i-  6*  coa  A'  <_b  ean  A,  J 
d.i.  ,       • 

l/«»— *•  ain  ^<: *  4foB  A> 
und  daher  ,   

b  Goi  AzizV^a*  —  b*  tin  A*. 
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mai  die  A«f|yalK  VjmM  twei  Anflöinngtn  wi.  Dbm  !■  HIcmbi  Falle 
\/4t*  —  6*  um  A*  immer  reell  ist,  erbellat  Iricht,  weil  bekttnnU^ 
Jieh  imMMT 

m  :  ^=:BiD  A  :  %iik  B 
oder   m   lin  B^b  »\m  A,    nlao    ^  sio  ^   nie    grösser'  nli    «   ist. 
.    Für  fliss  j  Ut  offcDb» 

C  =  Ä  CffS  A^6  GM  ^, 

md  daher  entweder  0=2£ccm^  oder  c=0.  Do  aber,.weBD  vod 
eiicm  wirklichen  Orneoke  die  Rede  rat,  die'  Auflösung  c^O  sda-  . 
gescUoHen  werden  nuisSj  so  bleibt  in  diesen  Falle  bfou  die  eine 
AaflSniig  c=:2J  cos  ^. 

Bat  man  c,  lo  kennt  man  alTe  drei  Seiten  des  Dreiecks,  und 
kann  dann  dio  Winkel  B  und  C  nach  hekiinntan  Fomeln  obae 
alle  Zweidentiftkeit  berecbnen. 

Man  könnte  bei  der  Bebandtuog  des  nnbestijnmlen  Falls  der 
ebenes  Trigonometrie  auch  lon  der  'unmittelbaren  Berechnung  dea 
Winkels  C^ans  den  gegebenen  Stücken  a,  &,  A  nnsgeben,  sad 
wirde  auch  aof  dioaem  Wege  gsn«  ra  denaelben  Resultaten  wie 
Torber  gelangen.     Es  ist  nSmlich  bekanntlich 

6  =  a  con  C+  o  c«s  A..  .        ■        ' 

Nnn  iat  aber  «neh 

B  sin  C 
*"*"   lin  A  ' 

MdM^lWi   . 

.  &^s:m  coa  C-\-a  cot  ^  sin  CJ 
welche  Oleiehnng  Moaa  loeb  den  anbekannten  Winkel  C  enibllt. 
Nach  bekannten  goniometrischen  FarmelD  iat 

Führt    man  dies  in   die  Torbergehende  Gleichnng   ein,    so  ergiebt 
'  neb  nach  gebOrtger  Sednetion 

*(l  +  ta»gie»)  =  «(l  — tMigiO)  +  as  cat^tangiC,. 

(«+d}  tsDg  \C*  — %>  cot  A  taug  \Cvsm—b, 
odtr 

1         .  rt      2«  cot  4  ,         ,  _      a —  i 

LVat  tum.  diese  qnadratiaefae  Gletchnng  in  Bniebnng  anf  taag  ^C 
als  nnbekannle  Grttsae  anf,  so  erbült  mfcn 

odei 

f(«M>j./f  ■«'*■■*     1* w*"A*siB../' 

.  ,^  ..i"^t         (•H-4)ain^l     =?0»-|-i)'  «n>* 

nnd  folglich  

,_      «  cos  iddti^«'  — i'  sin  A* 
*"S  4^= »4.»sin^ • 


..  C(Kig[e 


Ist  Dun  a>'l',  »o  ist  offenbar 

l^a»  cos  ^*  +  («»  —  **J  Bin  A*>n  CO»  A, 

Va^'—b^  Hin  A' > a  cos  ^, 

and  folglicli  ^ 

a  CO«  A  —  Va^  —  b*  aia  A*. 
eine  negative  RrÖsie.     Daher  kano  mnn,  weil  tan^  |C^  jederzeit  po- 
Bitiv  ist,  da  4C  Die  gröuer  als  90°  iit,  blosi 

,  _       «  coa  A-*-vu''  —  Ä»  tin  A* 

'■°sl'^= c»+J)  .1°  ■< 

setzen,   und   es   giebt  in  diegem  Falle  nur  eine  Auflösung.     tVeon 
aber  a-^lt  ist,  vo  a  cor  A  immer  pnaitir  ist,  so  ist  offenbar 

\/ a*  ce«\rf"  +  («» — *')  riin  j^*  < a  cos  jrf, 

d.  i.  ■ 

\^a*  —  i'  sin  J*  <!,»  coa  ^,  ' 

und  die  Grösse  • 


ist  dalier.  man  mae  das  obere  oder  dai  untere  Zeichen  nelimen, 
stets  positiv.    Also  Kann  man 

,  „       a  eos  ^*V/«»  — A»  «in  .^» 

setzen,  nnd  es  giebt  in  dieseai  Falle  jederzeit  zwei  AsKtMog»*, 
die  anclt  beide  reell  sind,  weil  belcanntlicb  b  sin  A  =  »  sin  B, 
folglicb  h.  sin  A  nie  gräsier  als  a  isL  Filr  a=^b  \at  nadi  dem 
Obigen  ,  .- 

,  „      a  cos  A-^a  cot  A 

nnd  also  entweder 

_  2a  CM  ^     '        3«  cot  .4   ' 

■    J'"'B»^=(«-t-i)sin,*=     ä  +  Ä 
oder  tang  |C^=0.     Im 'zweiten  Falle   wSre  4^=0,  also  ancb 
Cr^O,  welches,  so  lange  tdq  einen  wirklicbeo  Dreiecke  die  Rate 
iat,  nicht  Stau  finden  kann.     Daher  bat  min  für  0==^  bloea  die 
eine  Auflösung 

tang  iC=?^:^. 

Alle  diese  Resultate  stiMmcn  mit  den  aehon  eben  gefundenen  voIt- . 
koinnen.ilbereio. 

-Wenn  nllerdings  such  der  erste  und  gewühnlicbe  Vortrag  des 
unbestimmten  Falls  der  ebenen  Trigonunetrie  bei  WeiteM  der.  ein* 
fncbste  iit,  so  hallen  wir  doch  bei'rn  Dnterrichte  Betrachtungen  wie 
die  obigen '.fiir  sehr' ingtructir  für  die  Scbnler,  nnd  glanben,  daSs 
dieselben  dem  Gedeihen  dss  matbeanatisclen  tlDtarridtz  äberbanpt 
förderlich  sind,  welcbte  der  einzige  Grand  ist,  der  uns  zu  der  Mit- 
tbeilnng  derselben  an  diesem  Orte  bewogen  hat.  -    G. 


■ ,,.  z,  C (Kitzle 


AHcb  Khon  für  den  El«aeiljraiiterrleht  im  (Ui'  Algebra  ver> 
dieot  der  folgende  YoitrMg  der  Lehre  von  der  EJininatioD  der  nn- 
bekaoDteB  Gröueo  »w  ^ekhuagen  dea  critcD  GrvdM.  empfobleo 
«B  werden. 

Et  atien  die  xwei  Gleicbongen 

j^a^  +  Äysr'C 

«egeben.  Vm  mii  Heiav  beiden  GleicbaBS4B  x  so  bestiHHen, 
konint  e>  dtnof  «Ji,  dieadben  wit  Kwä  Victoren  M  und  A  xa 
valtiplieiren,  welche  lo  bescbaffen  sind,  deu,  wenn  man  nach  ge- 
schebener  HoltiplicBtioB  die  beiden  'Gleicbasge«  n  ewander  «d- 
dirt,  der  Coafficieat  von  y  veracbwindet. .  Diese  Bedlogong  erfbr- 
dert,  dasB 

B^  und  man  imrd  «Im 

letaen  bannen.  TVnt  SHUi  dies  und  TcärGibit  nadi  der  vorher  gg- 
gebeneo  Asdentnng,  lo  erhklt  nan 

nnd  bnenna  dureb  gtbSnge  VettaBichwig  der  Bnebatobeii 
Je  — Cm 

Hat  nan  Cerver  die  drri  Gleicbungen 

■o  komt  ei,  um  ^  in  bcatiaaen,  darauf  u,  dieie  Gieiebnngn 
wt  drei  Paetoren  M,  S,  P  *n  mttkiplicireB ,  velche  eo  beschaSen 
eind,  dau,  wenn  man  nach  geaebehener  HnldpIieatioD  die  dr« 
Gleichungen  an  einander  addirt,  die  CeettcieBten  von  y  nnd  »  vor- 
aebwinden.    Dieae  Bedingung  erfordert,  daaa 

'  aei.    Bringt  ■*n  dme  deidngen  wrf  ^  Pom 
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M=zbr  —  cß,  X^Cß  —  Br\P~Bc—<» 
Bctien.     Dias  Toraiugefletzt  ergiebt  licli,  weDB  nan  weit«r  nach 
den  Toriier  gegebenen  ADdentDugen  verfahrt,  «nf  der  Stelle 

'^^  —  ^(ij-  -  c/l) + a{C^  -  ffy)  +  «(*e  -  C*)' 
und  biraani  nittelat  gehöriger  VertAnicliuBg  der.BncbiUbeB 
D(c>^  -  my)  +  tff^y  -  Ca)  ^-  rf(Cli  -  ^c) 

und 

*  —  ^Ay- efl  +  «(Pl  -  Äy)  +  b(ÄC  -  C*>  • 
Wenn  die  vier  (ileicbnngen 

ax  +  6y  +  c3i-t-dii^« 
aa:  +  Py+r%  +  dm=:» 

SU;  +  »y  +  U*  +  ©«  =  e 
gegeben  und,  so  mma  man,  um  jr  co  beatinmeni  vier  Ftctoren 
JV,  JF,  ^,  Q  iDchen,  welche  lo  beschaffen  sind,  da»,  wenn  nan 
■it  denielbeo  die  drei  Gleichangen  nnlliplicirt  und  dann  an  ein- 
ander addirt,  die  Co^cienten  von  y,  »,  m  Tertchwinden.  Dieae 
Bedingung  erfordert,  daaa 

BJU+£je+ßP+^tt=sO 

DM+JN-%-SP-^tiÜ  =  <i 

aei.    Bringt  man  diete  Gleichungen  auf  die  Form 

«f  +  *|+/'|  =  -8 

SO  erhSIt  man  nach  dem-  Vorh ergebenden 


OglC 


iv  _  g(Ctf— />r)-«-C(gA— g«>)-H»(gy— CS) 

■ff—     Slcf-dy)+CiJß~M)^B{_fy-eß}  ' 
P  __  »(eB—dC)-t-li(dB—AB)+X)(6C-e0) 


A-SÄ  »( CT  - /»y) + «(/>^  -  äJ) + ©(Äy  -  cpy, 

e  =  Blei — rfr)  +  C[dß —id)  +  D[6r  —  cß) 
■ebes.    Dun  ist  aber^  wie  sogleicli  erhellet, 

^  —  äJU  +  aN  +  aP-i-^^.' 

JtnrA'geV6iigV  VeMtnnathaag  der  Bnchataben  erfa&lt'naii  bieniiB 
jf,  K,  W|  und  ei  erhellt  nno  Boch  nit  Töllif^er  DeuUicbkeif,  wie  nan 
Mf  diese  Art  imner  weiter  geben  kanB. 


Deber  die  Berechnung  der  LKnge  und  Breite  eine« 
Geatirnes  «ns  seiner  seradeD  Anfsteigung  und  Ab- 
weichung, und  ufligekebrt.  Von  den  Herrn  Professor 
C.  A.  Bretachneider  sn  Gotha. 

Die  in  der  Debencbrift  erwähnte  Anfgabe  findet  sich  in  allen 
Lehrbücbern  der  Astronouiie  behandelt,  so  dasi  man  sie  für  Tollig 
erschöpft  hnUeo  sollte.  Gleichwohl  scheint  die  nachrolgende  Be- 
Bcrknng  den  Verfassern  jener  Schriften  säniBtlicb  entgangen  an 
sein;  wenigstens  habe  ich  sie  in  den  mir  xngänglichen  astronomi- 
schen Werken  nicht  gefngdeD. 

Sind  nämlich  die  ^^erade  Aufsteignog  a  nnd  die  Abweichung  d 
eines  Gestirnes  gegeben,  so  findet  man  überall  angegeben,  wie  man 
ans  ihnen  die  Länge  X  und  Breite  ß  des  Sternes  mittelst  eiaea 
Bfllfswinkeia. berechnen  kann,  und  eben  so  wird  angegeben,  wie 
man  aas  X  und  ß  ebenfalls  durch  einen  'Hülfswinkel  a  und  d  >a 
berechnen  habe.  Niemand  aber  scheint  bemerkt  zu  haben,  dass- 
aick  beide  Aufgaben  mittelst  eines  tiud  desselben  üülbwinkels 
lösen  lassen.  Nennt  mau  uHmlich  die  Schiefe  der  Ecliptik  c  nud  - 
den  Bül&winkel  g>,  so  ist 

sm^__co«(y->-*)  ■      ^ 

sin  (f  cos  9>     ' 

^ii  _  sin  (y-t-J) 
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nod  der  VRakel  y  wM  fardi  «m  4ct  keMeo  CDeichageD ; 

taug  ^  =  cot  3  nin  ff 
ttmg  (9+t):=cot  ß*lM  1 
beitiniDt  Ea  ist  p  poiitiv  oder  negativ,  Je  nacbdea  a  kleiner  oder 
gröuer  als  f  80°  ist,  and  eben  m  Ut  (y  +  tj  positiv  oder  nwatir, 
je  nachrieai  i,  kleiner  oder  sröner  ■!■  180°  »t;  soiut  liegen  iBser 
9  nnd  J,  femer  91 +  «  ata  ß  und  «ndlich  1  und  «  in  aeiuelben 
(tnadrsDteD. 

.Bei  der  Eednktion  van  a  und  S  tov  einer  lieMintMteB  Bpoeke 
auf  eine  njeht  ubr  fern  lUgend«)  %•  B.  bd  der  KednktMa  tob  An- 
fang eines  .Jahres  «nf  irgenU  einen  »nderen  Tag  desselben  komBen 
beide  Anf^aben  nnjnittelbar  nacb  einander  znr  Lüinng,  Da  sieb 
bier  9  meiiteni  nur  am  einige  Secnnden  Xndert,  lo  mrd  die  Roch-" 
nnng  sebr  leicht  sasxufiibren  sein,  wenn  nnn  sieb  die  Aendemn- 

?[en,  welcbe  log  cos  <j»-f-c) — logcot  y>  md  log  sin  (;H-*)— logiin  o 
ilr  1"  Aenderuog  des  Wertbes  vnn  o  md  c  erleiden,  am  lUndn 
bemerkt  Hat  nun  dann  etta  a  nni  d  snertt  X  nnd  ß  berechnet, 
and  faeseicbnet  nan  die  dnrcb  PriceauoB,  Nntaüon  etc.  Torbaaaer* 
l»u  Wwtke  deiMlb«!  ait  l',  /f ,  ap.  wird  man  die  Cwnplweate  voib 

nktelat  der  angemerkten  Aen denn g  nnr  dnrcb  eine  kleine  Correk- 
tion  zu  Terbeasem  brauchen,  vm  mitteilt  ihrer  die  nedeii  Werthe 
TOB  a  nnd  3  su  erhalten.  -      ' 
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XXIX. 

Ueber  die  Behaitdlaiigsarten  geometrischer  Ele- 
mentar  T  Aofgabea 

,    .   ViM,  den 
Berrn  ProfesBor  Dr.  Mensing 

ni  Erfurt. 


(Die  Ci^M  baiieban  rioli  «nf  Enclid's  E|aaenM.     Ein  O  dnor,  It«|euUt:  . 
CoDTC!»  dei  ntiruu.  Sati«s.) 

Id  veracfaied^neii  ZeiUchriftea  werden  über  den  mathentatisebeii 
Doterricht  hau fia;  Bedenken  erhaben.  Einige  eifern  über  die  dar- 
auf verwendete  Zeit,  Ander«  tadeln  die  bei  denselben  angewendete 
Methode.  Die  metaten  vermiaaeq  das  CeberMchtlicbe  iv  denellten 
nnd  möchten  nnr  das  AllEcmeine,  damit  dnrch  ji;esteiffette  Bviatrge 
Energie  du  Besondere  sicn  gleicbsam  tob  selbBl  ergeoe.  Tielen  itt 
dagegei  die  Cnterrichtaweise  nack;nicht  elementar  eenng, 

t^iolche  Bedenken  kommen  zwqr  , tob  lehr  verschiedenen  Seiten, 
eDtspringea  unter  »ehr  verschiedenen  Graden  mathemaHscber  Bil-'  ' 
dnng,  haben  znniTheil  ihren  Cnprnng  in  dem  Geiste  der  Nene- 
ningiaifachtiKen ,  aiad  wohl  abfli  weniger  von  gereifter  £ifahrnng 
cingegeheo;  dennoch  möchte  man-  sie  ala  ein  oHrenliehea  Zeichen 
des  rnteresae  an  der  Sache  betrachten,  welcbea  freilich,  meist 
durch  Hisaveraländaiase  verleitet, 'aeiii  eigentlichea  Ziel  verfehlt. 

Ich  sollte  nnn  meinen;  wer  sieb  streng  aU' Eaklid's  mverbea- 
■erlicbe  Methode  und  an  dasjeaige  hält  waa  eine  lautere  Quelle  in 
ihm'  hat,  künne  nicht  wobl  einen  Fehlgriff  thnn.  Dt«ae  Metbede 
wird  aber,  wie  mir  scheint,  seit  liingerer  Zeit  niebt  eifrig  genug 
Tflrfolfft.  Selbst  in  manchen  WerkM,  deren  Vetfaaser  derselben  im 
Allgemeinen  bnldigen,  wird  der  ^egeaitand  einer  geoMetribchen 
Betrachtung  oft  £0  veranstaltet^  dasa  man. sein  Wesen  nur  mübaom 
heransfindet.-  namentlich  erscheint  die  geometrische  Analyse  bit- 
weile m  ia  solch  tiner  aettdaven  Gestalt,  daas  man  glanben  mächte, 
der  Darstellende  habe  ^ar  keinen  Begriff  davoni  Denkt  man  sich 
nun,  dass  Bücher  mit  solchen  Gntwicklungen  in  die  Qäade  von  ' 
Schülern  kommen,  deren  Vorstell n »gen  berichtigt,  deren  Aufiassun- 
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gen  lor  Reife  g:ebraekt  verden  aoHen,  lo  wtn  h  n  TerwMdera 
jttna  sie  Luit  Bn  £e^iiBtui<le  behielten,  aofeni  diese  bercita  rege 
geworden  ist. 

So  beben  wir  eine  dentoöhe  Bearbeitan^  von  Leelie's  ^eHe* 
triscker  ADsl^sifl,  die  1822  in  Berlin  erachieo.'  Das  Oripfiitl  ist 
nir  flicht  zur  Hand,  ich  kann  deahalb  auch  über  deuen  Werth 
nicbt  nitfieilen;  licberhch  iiat,  aber  der  Üelwrietzer  snr  Verbeaae- 
rnng  de«  Bncbea  in  aeinen  UaiJpttheilcn  nicht  beigetragen:  denn 
die  Analysen,  di«  darin  vorkommen,  aind  gar  nicht  ala  ablcbe  an 
erkennen.  Manche  Aufrabe,  die  aicb  dort  findet,  würde  aber  für 
den  Scbiil«-  sehr  bildend  sein«  wenn  j^ner  weaeotliche  Theil  nicht 
ao  gänzlich  Teraachtäaaigt  witre. 

Cm  dieae  Behauptung  zn  belegen  ifähte  ich  eine  An^be  £e 
aijch  dert  (&»M  21.  8ats  ^01.)  findet,  «od.  \äaii  «iMelba  fwek 
Etiklid'd  strenger  Weise. 

jii(fgfaie.  Auf  «iner  4er  Crtface  nach  gegebenen  Ge- 
raden etnen  Punkt  so  tn  hestimaien,  daas  das  Quadrat 
fiber  «einer  Entfernung  vaD  «tem  einen  Ende  so  gross 
-werde  als  daa  Rechteck  z-wiaclien  der  Entfernung  rom 
andern  Ende  und'einer  zweiten,  der  Gröaaa  nach  gege- 
benen Geraden, 

Sei  (Taf.IlL Fir. 9. bei*ai  zweiten  Hefte)^tf  die  erate  Gerade,  JIC 
die  zweite;  man  auesteinen  Pnnkt  D,»o  dBsi^A*=/>^,JfC werde. 

I.  Fall.    Der  gesuchte  Punkt  sei  zwiacheh  ^  und  S. 

Analyse.    Sei  ^A  anch  der  Lsg«  nach  gegeben.    Verlängere 
dieselbe  nach  G. . .  (Psst  lU . .       Hache  ^C  der  cweite»  Gera- 
den gleich  ...(!•  3.)  ■  ■  ^'  »nkt  B  erfBlle  die  geforderte  Bedin- 
'   gnng,  SB  dass j4D'  ■^DR  .  AC werde. 

Dann  ist  (<?'  II.  3.)  DJ .  AC-^AD*  =  CD .  DA,  folgHcb- 
(Ä«.  II) . .  - .  .CO  •  DA^AD .  AC-t-  J>B.AC. 
H&lbire  .fr  in  £. .  (I.  10) . . .  so  lat 
..tU-  <^....-  CJ>.JQA-irA^^£l»*,  «Ua, 
(Ax.  I.  in>. . . .  £?lf^AE»-i-{AO-i-I>a)AC:  . .  (C  H.  I). 
<       Maolie  ^F  senkrecht  auf  JVC. (T  11)..  und  CA'.AP=FA:AM^. 
(Tl.  13.1.  ao  «t  Ar^  —  AB,A€.,.\W  17)„.,  mUbtn 

(ix.  !.)...«/»>  :K=^£*  +  JrF>.     Zieb«  /*£.  ,.(PMt  1.) 

aan%...FB^^A&'\'AF*,..(\.hX) 
folglich  BD^^FE" . . .  (Ax.1.1  alao  BE^EF. . ,  (l.«k  Zus.). 

Conatructian..  Saefae  die  mittlere  Prtpartionale  an  CA  and 
AB  (VI.  1»);  balhir«  AC  [l.  Ift)  and  beachrelbe  am  £  ak  Cea- 
trtiB  nil  der  Entfernang  BF  einea  Ualhkreis ,  ho  ist  der  llhu^- 
sc^itt  dtaselbaa  mit  AB  der  gesuchte  Pnnkt  73.    ' 

Dcteiinina^isa.  Ei*  DmpdiB^hnätt  fiUt  nwiseken  AmU  B. 
Sri  »CsatUC  und  ABis:^AX\-^ik  AC=tABiui  ■ 

BC—BA+AC,MUt1iJ/C^%AJf-*riAfS   . ',    . 
MgÜek  M'c=^^M^AB(\m.  VHJ' 
oder  MC=AX-i-EC 
aüjhiii  Giir>  CE  .  '    '   . ' 
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4«BkAlb  {at  E  tmiMBrliKlb  des  HlttelniiHktM  von  KrfllM  aber  B'Cx 
daher  >>t  £/"==:  £/}<  £A  ...  (Iir  7.) 

uod  EF=ED>EA  . . .  (T.  32.  nnd  I.  19.) 
was  obig^  Bebanptaag  war. 

Beweis  der  Bebnptnig,  dste  AJ>*ssiDB .JC ni. 

El  ist  DE=EF.  ..p.e eI<o  DE* ^zEP*... (f. Vi, Zaa.) 

,  iay%\K\{\\.^)  CD .DA-^AB*=AF* .. ..f\.ii-l.mAm^\hx.V&:i 

CD.DA^BA.AC.A:^  c.  nnd  VI.  17.) 
"  alw(U.  3.)  DA .  AC-\^AD*ssLiBD-^ DA\AC . . ,{f^\\.  I.) 

AD*  =  BD .  ^C. (Ax;  lU.) 

w«B  bebauDtet  wttrde. 
II.  Fell.     Der  geeucbte  Punkt   sei   itof  der  VerlänKcruDg' von 
BA,    Die  Anflösiitiff  ist  dieselbe,  indem  der  zweite  Durchscliiitt 
des  Kreises  nit  EF  «la  Radiua  die  Verlän^eruDK  von  AC  trifft. 
Es  ist  jedoch    in   bemerken:  wird   dieser  iweite  Funkt  mit  D^  be- 
xeicbnel,  so  iat  DE^  BDf  und  AE=  EC 
riao  neb  DA=s:  ßfC,  vitbin  AD=  DE—  EA 
and  ÄB'=  DE+  EA 
Ein  gleidieft  Resiltnt,    wens  nncb  eine  udere  Conatnctimi, 
giebt  die  .^..  Algebraiscbe  Behandlung. 

Sei  AB  =  m  nnd  AC=tU,  so  ist,  wenn  ADssa:  gesetat 
wird,  DB^=a—'X\ 

jt  +  *  =s  1/  (*  -t-  «)*  —  «».    Die  zwei  Wnneln  aind^  dao       •    * 

«'=  — 4-+- KlÄ-t- «)*  —  »*, 

und— ;»r^=      i  +  l/(Ä-|-«)»— «C. 

D^s  Hinns.  to<  -^  bMioht  sich  nnr  auf  die  Lage  dieaer  Linie,  die 
der  .von  af  entgegengesetst  iat 

Ea  wird  &-\ra=:^BE.     Hecht  auu   dieses   cum  Dnrcbceasv 
eines  Kreise«  nud  trögt,  von  B  ans.  aT=BA  ala  Sehnfi  ein,  ■• 
>  wird  die  EigüDsuniiaeliu«  x-^b^nED. 

Belnerkungen  zu  vorstebender  Aufgab«. 

Es  gebärt  diese  Aufgab«  xn  d«nen  roai  beatimaten  Scbnltte. 
leb  bebe  niclt  nschgaaehea,  ob  Diesterweg,  des  waokiro  Pflei- 
derer  trefflicher  Scbäl er,  der  leider  der  Wiasenaehaft  an  frflh  geratfbt 
vnrde,  sie  in  eeinen  bekannten  Werken  behandelt  bat.  Ich  habe 
sie  bier  vh  benutzt  nm  u  seigen,  wie  einfach  and  nafirlieb  auf 
Eoklidiscbem  Wege  Eina  au  den  Aadem  failgt,  ao  dass  ebe  solche 
AoSttaiug'atae  iMetbaltaag  wird,  iia  die  Erfindnag  stela  rege  er- 
bSIt,  waa  nur  von  denen  nicht  xugegeben  wirdi  die  den  Euklid  mit 
Schülern  nicht  streng  durchgearbeitet  haben. 

Die  algebraiache  Lösnng  iat  mit  wenig  Pedenägen  alwethan 
ud  die  gance  Aufgabe  liegt  damit  abgerundet  vor  nnaem.  Augen. 
Ueher  den  rclatiTen  Wertb  beider  Methoden  liait  sieb  nicht  strei- 
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Un,  well'  ■BD  tie  ai}!  verMliiedtDCD  GeiieUipiinktsB,  Ar  dtrcn 
Wichtigkeit  wir  kelo  r«chLes  Mftasa  bahei,  bet(M;btBa  üinn. 

Ein  Hatbematiker  1tana  iUter  dea  Werth'  alsebraiaclier  Metho- 
den nicfat  Ewetfeibaft  sein;  wer  «ber  eine  lan^Tleibe  von  Jahren 
nntflrrichtet  hat,  weiss  suverläiHt^,  daas  in  der  raip  geometrischen 
Methoder  wenn  sie  ait  äbH«»tei  ConaecjaMix  durcLgeTiihrt  wird, 
eine  bildende  Kraft  Hegt,  die  darch  Nicht«  eneti^  werden  kaon. 

Wer  die  Geschichte  der  Eotwicltelun^  des  Geistes  nicht  vieK 
fach  durchlebt  hat,  wird.freFlicb  ni^lit  recht  begreifen,  wie  der  geist- 
reiche J.  J.  Ronsseai^  dsf  tJaMtbaben  der-Sjabote,  wie  Oescartes 
es  gelehrt,  fiir  eine  Art  von  unheimlicher  Hexerei  trebolten,  oder 
wie,  Ton  der  andern  Seite,  tier  presse  Newton  es  leda^ert,  das» 
er  den  Bnklid  xu  früh  «erlassen  habe.  Die  Symbolik  der  Algebra 
ist  die  poetische  Seite  der  Mathematik.  So  wie  RvthnuB  und  Bein 
einen  einfachen  Gedanken  zerspalten  und  «Ile  Splitter  desselben 
mit  der  Zeagnugakraft  der  Phantasie  wieder  zd  neiieti,  harmonisch 
'Sieb  ,  ordnenden  Gedanken  beleben,  so  heinabe  verfährt  oncb  die 
Algebra,  indem  sie  im  Labyrinthe  der  Symbolik  die  Symmetrie  xur 
Führerin  wählt. 

Wie  nun  jeder  Henscb  die  Prosa  begreift,  bd  lernt  atich  jeder 
die  Geometrie,  die  von  &usierer  Aascbriunas  aHgeht.  Die  Mgebm 
dagegen,  die  eine  innere  Anschuuiing  gkicli  zu  Anfang  in  Anspruch 
nimmt,  kann  nnr  in  dem 'erweckt  werden,  in  welchem  sie  schläft, 
denn  da«  Kmstelement  iat  nrs)irüng4ieli  mit  ibr  terweht 

Daher  ist  es  sehr  be^ifliob,  wenn  der  würdige  K.  G.Fie«ker 
dnrSber  kia^t,  dais  es  ihm  nie  gelungen  wäre,  den  binomiachea 
l^brsatz  seinen  Snhülern  deutlich  zu  machen.  Jeder  oEVicfatige 
Liehr«r  wird  ihm -das  nachsprefben  miissea. 

Woher  kommt  das?  daher  dass  der  Schiirer  zur  AufiTassang  des' 
Beweises  niaht  hinlünrlicli  rorbereitet  sein  kapn. 

Er  muss  den  Euklid  za  früh  verlassen,  weit  ein  zu  mannich- 
bltigas  Allerlei  in  dqr  Haturitätsprfifbng  von  'ihn  verlangt  wird. 
Junge  Lehrer  zumal  können  vor  lauter  UogeilulJ  nicht  früh  genug 
zur  Algebra  kommen,  und  rerfullen  diinn  in  den  Fehler,  in  welchen 
der  sonst  so  verdiente  Littrotir  sieb  hineingeleb't  Jiatte,  Inden  er 
behauptete,  dass  die  Analysis  ein  Oniveranlinstntment  sei,  womit 
sidi  alle  Operationen  vnrnehmen  liessen,  mit  deaaen  Handhabung 
Man  aich  also  sehr  früh  vertraut  mnehen  mBsae.  Kv  uag  sehr 
schwer  zu  entacbeiden  sein,  wann  deijenige.  der  sloli  der  Mathe* 
matik  vorzugsweise  widmen  will,  vom  Euklid  sich  abwenden  soll; 
tbut  er  ea  aber  zu  früby  so  wird  er  dadurch  noch  kein  Newton,  ob- 
gleich er  ohne  Euklid  Hedeulendes  Iriaien  kann,'  wie  die  Frauzo* 
aen  beWeisAT  ^ba«  er  wird  Hülw  beben  sich  allgemein  verständ- 
lich zu  machen,  und  manchea  in  trüg^riieher  Intnitieo  fiir  wahr 
kalten,  wovon  oftnar  ein  Tbeil  wahr  ist.  und  nicht  selten  heeun- 
dere  Fälle  für  allgeuMine  nehmen.  Wäre  diese  Behauptgng  nicht 
^«ffründet,  so  müsslen<  wir.  für  die  Eleasenle  der  Algebra  ein  £hn- 
iicnes  Wffk  haben,  wie  fät  die  Elemente  der  Geometrie.  Da#on 
aiod  wir  aber,  aller  Eiibildn^en  manckea  SchiffiiteUen  oageMfa- 
tct,  lebr  weit  entferat. 


Dni,t,:c-ct.,,G(Klg[c 


'   XXX. 

Ueber  die  Theorie  4er  HimiiiatioB. 

.   ' Von   "  ■ 
■   dem  Herausgeber; " 


Zweite  Abhand^iuff '). 

In  den  Menioireii  der  Berliner  Akademie  der  WiBMiiaebsflen' , 
TOM  Jabre.  1748  bat  üvler  ein«  KliniDAtignsBetbode  gelebtt,  wel- 
che sieb  vor  allen  übrigen  bekanoteD  BlimiDutiunametliodeD  dnrcb 
Kürze  and  Eiofacbbeit  ganz  becondeVs  sasge zeichnet.  Dfene  Eli- 
minatioMmelhode,  bei  ;i?elcher  von  der  Tbeur»  der  aynuietri geben 
Functionen'  ein  aebr  wicbti^er  und  fruchtburer  Gebrabcb  ^nmeht 
wird,  wollen  wir  vorzüglich  nach  der  sCKonen  und  RrUndlicken 
Dantellugg,  .welche  neuerlichit  Oaacby.  in  seinen  Ezercices 
d'Analyse  et  de  Ph^^Eiaiie  Dtatb^natiqye.  T.  1.  p.  397  tob 
deraelben  gegeben  bot,  in  aer  Torliegenden  Abbkodlvng  entwickeln. 

».  2,       . 
fHe  beiden  gegebesen  dleiobua^aa  aeiea  < 

oder,  wenn  wir  def  Klrce  wegen 

■   /(;r)==«--|- •«:--» +  *.af»'-^-t-..,-i-;»ir  +  ^ 

setied, 

A^)—ü,  F{^)=tii  ... 

denn  dau  auf  dirae  Fom,  wo  Dünlicb  die  Cnefficienlen  der  böcb- 
aten  Glieder  die  Einheit  nind,  die  beiden  gegebenen  Gleicbnngen 
jederzeit  gebracbt  werden  können,  ^llt  uul'  der  Stelle '  in  die 
Aogen.  -         ' 

Die  m  Wnrceln  der  waten  filtäpfauiig /(s)=:0  aeien 

",  ß,  ri  *.  '•  ■■■  -.  ■ 
undeben  io  lelen'  die  m  Wvnelb'der  swefteo  Gleichung  /\Är)=rf 

*)  Di«  errt«  AbbandlnOg  t.  m.  Tbtil  il.  Heft  1.  S.  7«. 


Dniitizcct^'CoOt^lc 


846 

n,  l,  l»,v, , 

■•  dsss  iiilHlieb 

/(;r)  =  {*-a)  {^-/!)  (^-r)  {ar-t) 

Ut  ' 

SoFlwi  oni  .4i>  beiieD  gegebiMD  G|eiebitigfti 

xotuiaeti  exiitiroB  kfiüneD,  d.  b.  follea  aicb  dieaelben  dorcb  eia 
nnd  denHlben  Wertb  tob  a:  «rfälleo  lauen;  so  muas  natbwendig; 
wenigateDi  eine  der  Gleicbaagep 

a  ==:  )t,  a  =  Jl,  a  =2:  /*,  a  ^  r, . . . ., 
ß  =  »,  ß=?Xy  ß=fi,  ß:=f,..:., 

y=jt,  r=i.  r=p.  r=».,...., 

d^x,  d^X,  i^/A,  d:^P, 

.  ■  -       u.  i.  w. 
oder,  vas  duaelbe  itt,  wenigitens  ein«  der  GleicbnngeB 
«—»^0,  a  — A  =  0,  a— /*^0,  a  — *  =  0, . 
■fi—x~:Q,  ß  —  X  =  0,  ß  —  fissQ,  ß  —  v=sO,. 
y  — x=0,  y  — X  =  0,  y— /»=0,  y— >=0, . 
<f— x  =  0,  J  — 3.  =  0,  d— /tz=0,  dt  — VEsO, , 
' '      ^       a.  B.  w. 
erfüllt  lein,  nnd  die  Bedingungegleicfauiig,  dus  die  beiden  Glei- 
cbnngen 

iniaBDen  «iditireB  kttmen,  ist  dsber,  wabb  «ü  der  Kürze  wegen 

.    ,    1=  (.-,)(._j)(.-rt  («-.).... 


■etien,  offenbar  die  Gleicbnng 

5=0. 
Die  G^eicboog,  welcbe  Btau  dnreh  ElimUstioo  von  x  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleicbongea 

erhUt,  iat  aber  ragen icbun lieb  weiter  oiehta  ala  die  Bedingnogs-- 
^icbniig,  dBu  die  beiden  ?orBtebendea  Gleicbnnffen  ziu<t«UBen 
ezistiren  oder  durch  deoielben  Wertb  von  ^^erfüm  werden  köB- 
BeB,  wornui  sich  also  anaiittelbar  ergiebt,  dass  die  Gleiebüg 

Sma9 
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mit  der  d«nh  EKttiutMn  voa  :r  an  den  bcWen  Clddirtpii ' 

./(*)  =  «,  /t^)  =  0 
reanltirendeii  Gleicbnng  sDRommeiif allen  ad«  ids^iloll  nin  mttss. - 
Diea  »t  <lu  allgemeiDe  Princip.  auf  welcfaem  die  in  f.  1,  er» 
wähnte  icliöne  und  mericwVrdige  EnleiVbe  HJatDatioBWMübode 
beruhet,  indem  es  bei  dieser  Methode  einzig  and  allein  anf  die 
Bildnpg  der  GleicbHog 

^=0  .        ■ 

>M  den  CaefBdenteD  dar  beiden  gegebenen  Gleichungen 

ankommt,  wofSr  also  jetst  mS^lichat  einfachB  und  leicht  Mwend- 
bare  Begeln  gegeben  werden  müBBCn. 

..   .«.  3. 

Die  AnsaUi  dw  GrSiaen   . 

«  —  X,  a  —  X,  a  —  /»,  a  —  y, . 

r— ».  r—i->  r—i»>  r— »■.  • 

d—»,3  —  X,,i—^,  S—p,. 

U.  8.   W'. 

nl  offenbar  mm,  and  nach  einem  belumiten  Satze  tAii  den  Glei- 
etiBDgen  iat  nlio  die  Grösse  , 

da»  letzte  Glied  der  Gleichung  des  (aN»)ten  Gndei,  itrv  Waraeln 
die  «higea  Differenzen  find,  so  dass  es  also,  um  die  Grösse  2  ans 
de»  Coelfieienten  der  beiden  Gleiehaogen 

zn  bilden,  bloss  anf  die  Bildang  des  fetzten  Gliedes  d<r  in  Rede 
itebenden  Gleichnng  des  (nM)tan  Grades  ans  den  Confficientan  dw 
beiden  gegebenen  Gkiehnngen^ 

ankommt. 

Setzen  wir  nnn  der  Kttne  'wägCn,  iddem  {  eine  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

■tiS=t^^ß'^fi+^ri .-, 

nnd 

>H^— «).+(jS-z)*-K^^^y+tf-».)'-i- .... 
-K»—«)'+(r-i)*-^0'-M> +()'-»')'+  •  ■  ■  ■ 
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■o  iit,  wi«  BSD.  leiekt  mittelst  EntwiekaliMg-Mch  dün  UMniaehn 
Lehraabte  f3t  positive  ganze  ExpoKeutea  findet, 

H-'^rf'  (a«-HjS^ -!-;.<-»+  . . .)  («•  -i-Ä.  +,*«■-»-  : ..) 

+<- 1)' ■«(*'+ ;i'+/»'+ .. .). 

und  folglicb,  weil 

^      »o  =  o'+^+r°-4:(^ +  ...  =  «•, 


.... .  +(- 1)^1 .  f  #,Ä^,  +  (- 1)* . .,«;. 

Die  Gröaaen 

<a  —«•  ntid  S^  =  m 
■ind  bekannt. 

Zur  BildDDg  der  CrSasen     i 

'i»   'ji  'i.   '41   «II  

ani  den  CoefBdeBten  der  Gleiefauog 

bat  nkn   nach  den  FormetD  iw  aua   der  Theorie   der  eieiehnocea 
bekannten  Nevton'ichen  Satzei  die  folgenden  Gleiofauagea: 

U.S.  w, 

0=!faHM4- ««,  +  i^^] +  «,_,+  ..  ,^p,^  ^y,_^ 
0  =  #»«  4- (w»+4  +  i#„  +  e»i»_i  + . . . -f.  ^, -#- ^,^ 

n.  ».  w.      .,   ,    .  , 
oder  • 
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*.  =  — "M.-rM, 

•*  =  —  *•,—'**,  -r  «#,  —Ad, 


'■■= ~  *'—i —.*•—»— ci^jt-*—;.  .-7-p»,— «ly, . 

'■+!  =  — <Viii  —  *»«-i  —  e#«--!j  —  ...  —pt^  —9't, 
'•*«^  — «»»«  —  **-— c«--l—.  ..— p/,  —  5-»,-, 

*■+<=?  —  *'-+*  —  ^i»-M'— "« —  .  .  .,—/"*  —  y«ij 

u.  ■■  w. 

«Dd  eben  su  hat  ai«n  zur  Biktoag  dsr  GrSgBeo 

Ä.,  Äi,  «,,  «■„  *„ 

AOi  den  CoefGcienteD  der  Gleicbmig' 

die  folgndw  GleicJungeo: 

0  =  ^^  +  ^S,+iB, 
«  =  Ä,  +  ^Ä, -H  Ä*,  +  JC, 
0  =  *.-!- ^;S,  +  tfÄ,  +  GS,  +  4/>, 
u.  ■.  w. 

0 = ä;  -t-  ^*^,  ^_  Ä*»_j  +  cw^  + . . .  +^p*,  -I-««, 

..  ,U.   B.   W. 

tfder 

S^^-~jt8;—BS,~CS,—A0, 

u.  B.  w. 

*« =-^Ä^_  ÄÄ^j—  «»„_,-. . .  _  iw,  -»e, 
ÄW«=  -As^i—Bs„^  cs,^—: . .  —  iw.  —  Q*„ 

woram  zngleldi  erteilet,  dbi  -  "  ,      " 


■:c... Google 


'  lauter  ganse  rationale  alf^braiseh«  Finctioa«n  von 
a,  6,  c,  d, .  ,,p,  f\ 
nnd  ebep  lo 

.     S„,  S\,  S„  S„  S^ 

lauter  gaaze  radonale  algabraiacbei'iinctioaaD  von 

-rf,  B,  €,»,...  P,  « 
und. 

Hat  H^D  auf  dieae  Weise 

■nd 

*.^*..  *»,»„...  Ä 
reapectiTe  ans  den  CoeEBcieitea  der  Cleicbnagen 

ytiF)  =  Onnd/\iv)=:0 

Sebildet,  so  kann  man  nittebt  des  oben  für  St  gefitnde&ea  Ana- 
rocka  aucb  diese  Grösse  aas  den  CoetBcienteD  der  beiden  io  Rede 
stebendeD  gegebenen  GJeichungen  bilden,  woraus  sugteieb  nit  vdl- 
liger  Deutlichkeit  erbellet,  dasa  aacb  2$  jedeneit  eine  ganae  ra- 
ttooale  algcbraiscb«  Function  der  Coefficientea  der  beiden  Glei- 
chnngen     _ 

iat,  '       ■    ,-   ■ 

Bezeicbnen  wir  jetxt  die  Gieicfaimg  des  («w)l»n  Gradea,  de- 
ren Wunteln 

-  a-r»,  m  —  X, .«— .^,  «  —  * ; 

ß-K,ß  —  l,ß~t*,ß—r,...,i 

y  — *,  r—A,  ;■  —  **,  y—i-,... .5 

3~~*,  i  —  X,  d—f*,  d  —  y,....; 

n.  ».  w. 

sind,  in  Allgeaeinea  durch 

;r-»-»-a«-^i-|-»a^»-«+ H  9« -1-0=0, 

wo  die  Coefficienten 

a  »,  C,  D, . . .  9»,  O 
nnbekaBDte   Grössen    sind;    so  hat   man    nack   dem    NBwtoB'aclieD 
Satse  beltonnUich  die  folgenden  Gleichnngen; 

0  =  5,  +  aJ.-*-2», 

0 = 2-,  4- as,  +  iasx, -h  SC, 

ib  •■  w. 
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««=-1,,- 

v.  s.  w. 
■Uteist  vetcher  lich  «lio  die  Ca«fiGiii«iit(iB 

. «,  e,  e,  s, . . .  1»,  ß, 

ans  den  Snnmeii 

Wien  Ihm»,  und  woraiiB  xngleid  erhellet,  du» 

•     ■  a.  »,«,©,...¥.  ü 

Unter  gaue  nttewle  elgekrviMbe  Fanetisnen  itt  lo  Rede  stehen- 
den SüHnieü.  wDd.  Da  mui  nun  aber  nach  dem  Obigen  die 
Snmnen .  , 

aus  d^en  CoefGüenten  der  Gleiolinngen 

/(*)=0. /![*)  =  0  .         \ 

bilden  k«nn,'irobei  zugleich  ans  den  Obigen  bekannt  iit,  daM     < 

S„  2„  S„  2,,...S„ 
lauter    Eanw    rationale    algebraische  Fnoctioncn   der  Coefficienten 
der  beiden  in  Rede  stebeaden  Gleichungen  sind;  ao  kann  nun  auch 
die  Coefficienten 

a,  ©,  C,  ©. .  . .  U,  C 
ans  den  Coeffidenten  der  beiden  dleicbuDgen 

/(*)=0,  l\x)  =  0 
biid«D>'«nd  ' 

«,»,«,»,...  Pi  O 

lind  lanter  ganie  rationale  algebrsitctie  Funetionen  dw  Coefficien- 
tcn  der,  bMeo  in  Rede  stebendfa-  GlcKbangen. 
Noch  dem  Obigen  ist  nun 

(_i)-.i=0 

•der  '  ' 

Also  kann  man  uaeb  den  ans  dem  Torbergeben  den  sieb  unmittelbar 
ergebenden  Regeln  eaeh  die  Grösse  S,  folglicb  auch  die  durcb"^  dje 
Blisipatiop  von  ^  a>la  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

reanltirende  Gleichung  ^=:=0  ans  den  Coefficienten  dieser  beiden 
GleiehuBgen  Ulden,  uiingleidh  ist  klar,  daas  Ae  QrSsM  2  jederzeit 
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einejg:«i»e  ratioiiale  «IgebrMacbe  Fanetios  der.in  Be4«  ■tdenden 
CoefficieoteD  ist. 


Die  Gleichung  2  =  0  liuin  aber  auch  Doeb  saf  folgende  Art 
ans  den  Coefficienteo  der  beiden  gegebenen  Gleichdngen 

gebildet  werden.    Ea  iat  obnbar  • 

nnd 

bIio,  wenn  wir  die  «nie  ditiaer  .beiden  <r[eid»»geB-gdb«Mtken,       " 

^ly'  +  Jf*-i  +  By^+  ...  +1^+0} 


Da  nun  daa  Prodnct  anf-  der  rechten  Seite  dea  Gleichheita- 
leicfaeoa  offenbar  eine  symmetrische  Pnoetion  der  Wurzeln  dor 
Gleiehung 

/(X)  =  0 

iat;  ao  rediicirt  aich  augeDacheiolicb  die  Bildung  der  GrSaae  S  auf, 
die  AuBtfaung  der  schon  vielfach  bebaadelten  Aufgabe: 

Jede  symnetrische  Function  der  Wurzeln  einer. 
Oteicbung  durch  die  Coefficienten  dieser  Glefcbnug 
an■znd^iicke^,  ohne  die  Wurzeln  aelbat  in  kennen. 

Nach  dem  zweiten  der  beiden  oben  angegebenen  Aiiadrücke 
von  5  iat 

^  =(— 1)— («-  + «x—i  +  *«-^ +...-+-;»)« •*»^p) 
X  (1- -f- «1^»  +  w— •  +  •  •   -I- /»il  +  ?) 

X(»-  -»-  «-r-i  +;**-» H .^p,.^^ :. 


wo  die  Grösse  anf  der  recbten' Seite- dea  Gleiehbeitsieichena  eins 
symmetriacbe  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung 

iat,  uod  also  nach  der  in  Rede  stehenden  Anrgahe  auch  durch  die 
C.oerficieDteu  dieser  Gleichung  ausgedruckt  werden  Eabn,  ohne  di» 
Wurzeln  selbst  zu  kenneti. 

Hitfelat  dea  Vorbergebendeii  lüaat  «ich  sQcb  leicht  der  Grad 
beurtheilen,  bis  zu  wekhen  di«  gameiMtiQuale  algebraiselie  Punc- 
tioD  ^  der  Coefficienten  .  -   ■      i 

m,-ihi  €, . .  ;p,  ^;  J,  B,  C,,..J*,  U 
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4e^  b«i4«ii  Gläichmgen 

welche  in  Bexog  auf  x  reapective  rom  iwteii  and  Tom  »ten  Crade 
fliod,  in  BesD^  auf  jeden  der  ip  Rede  eteheDden  Coe^cienteB  aleigt. 
Nscli  dea  Obigen  iat  nfioritck 

X  (r  •+ ^r*^ +*)*-«+... -f- TV  H~  ff ) 


und  weil  miD  die  *•  Wnneli 

o,  ft  r.  ^. 

.der  Gleichnng/(jr)r:=0  natürlich  bloss  von  den  Coeflicienteii  die- 
ser Gleicbung,  d.  i.  von 

sbbSngeii,  so  ist  ^  in  Besig  anf  Jeden  der  CoefBcieaten 

'    ■  •  A,  B,  C,...P,Ü 

offenbar  tob  «ittn  Grade.     Ganz   eben  so  ergiebt  sieb  ans  dek 
GleicbuDg  .  . 

X  (l" -t- «i^' +  *i"- •  Tt- ■  •    -d- M +V» 

\    x(/*-+«j»— -'+*/**-•+. .."l-p/*+y) 

X  (r- +■  «1-^ -+.  &^>-3 -V  . .. .  H- ^ -(- J-) 


daaa  S  in  Besng  anf  jeden  der  Cocfficieaten 

0,  A,  f, . . .  ^,  ? 
voB  <*(en  Grade  iat. 

•  '♦■  5-    .  . 

In  Torigen  Paragraplen    haben   wir  das  ElinioatioDaprobteia 
aif  die  Aufgabe: 

Jede  symnetriscbe  Fusotion  der  Wurzeln  eisar 
Cleicbnng  durch  die  Coefficienteu  der  Gleichung  aua- 
cpdrückeo,  ohne  die  Wursein  aelbst  m  kennen; 
redndrt,  nnd  wollen  daher  hier  die  schöne  von  Caicby  in  telfeen 
Exercicea  de  M-ath^natlqoes.  4*  aniiie.  p.  103  gegebene 
Anflbanng  dieses  Problems,  welebe  nicht  so  allgemein,  wie  sie  es 
Tcrdiest,  bekannt  so  sein  scbeiot,  elMehBlten. 

Diese   Anflöanng    beruhet    voranglich    anf  >den    beiden    in    den 
xwei  folgenden  Paragraphen  bewieieiieo  LehnKtsen. 

♦.& 
Lekr»»t%.    Wenn  aiao  die  Grösse  ,,  , 
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z«  Zahl   be^«tcbiiat,   mit  x-^m 


wo   «   eine   pasitire   govz«  Zahl   be^«tcbiiat, 

<liTi4>i'tj  no  iit  der  u1*rig1ileib«Dde  Rest  jederzeit 

Ton  x  DDakhftD^ige  GrSsae,   welche  na*D  erbült,  wenn 
mtin  in  dem  DiridendnE  ' 

fQr  O!  die  GrÖBse  — a  aetit,  lämlieb  di«  Gröaea 

^(- »>"  + JB(- «)T^  +  C(— «)"-« -I- ...+*(—«)  M- *. 
Beweis.    Der  bei  der  DiviüoaToa 

dae*  -\-  Bx^i  -^  C«--»  + . . .  +  Jfcr  +  N  - 
durch  ^  +  «.beiVqrgebeDde  Qnotie^t  sei  .  - 

^'a7<H-i  +  Ä-jp^a  +  C'af— » +  ...-♦-  -IJx  +  M', 
und  der  Übrig  bleibende  Reit,  welcher,  i^  der  Divisor  eine  gerne 
ratiouale  algebraiiche  Fanction  des  erBten  Gredea  von  x  ist,  offen- 
bar  eine'  eben  «olche  FtiDCtion  des  nnlttet  Grade*  Van  x,  d.  >.  eine 
von  ^  nnabhäegige  oder  eine  coestante  Grüne  i^,  sei  R;  so  ist 
nach  der  Natur  der  Division 

d;  i.       ,. 

Ax'  -+-  Äji-->  -I-  Ca*-»-|- ...-+-  Mx-\-  N 

Weil  diese  Gleichung  für  jeder  ar  gilt,  so  bat  man  nach  eioeM 
bekaunten  ä^tze  die  folgend««  Gteicttm^n; 
Az.=  ^,         ... 
Äs=sÄ'-f~  J'», 
CtJsC^-^B-m, 

n.  s.  w. 
Jtf=jlf +/,'», 

•ad  folgKch^  wie  man  leicht  findet,  . 

B-^B  —  Am, 
'C=sC~Ba-^Aa*, 
D'=D—  Ca-^-Ba'—Au',      . 

V.  e.'w. 

JK  =  X—Ma-^La*  —  Ka'-i-Ja*  —  ...—Aa''.[—\y^i; 
oder  ^ 

Jt  ==:iV— ÜfeH- >£«*"- ATd* +y«* —...  ^  ^«* ,(— 1)". 
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Also  ist  offiekbM-         ' 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

f-7-     ,  .        , 

Li«kr*at%.    Pia  n  Wurzeln  der  Gleicbvsg 

dar-en  Coefficianten  re«lle  eder  inkginäre  Grössan  sein  - 
können,  seien 

«,  «,  c,  rf,  ....',  *;  ' 

wobei  wir  xn'gleicb  annehmen  wollen,  ddss  diese  Wur- 
zeln sämmtlich  nnter  einavdkr  ungleich  sind.  W  sei 
eine  beliebige  Pnnction  der  WvFseta 

.  «i  b,  e,  d,...it  k.  * 

So  wfe  diese  Wnrieln  offenbar  Functionen  der  Coeffi- 
cienten  der  Gleicknog  1.  sind:  so  kann  man  sieb  tat&r-  : 
Hefa  auch  W  dilrcb  diese  Coefficlenten  io^sgedrUckt 
denken.  Der  dqrcb  die  Coeffieienten  der  fileicbahg  1. 
ausgedruckte  Werth  von  W  sei  fi.  Nan  wollen  wir  an- 
nehmen,  daas  mau  durch  irgend  ein  Mittel  die  Function 
Ifanf  dieForB-  , 

gebracht  baba,  ■•  d«sB  4io  Coeffieienten,- 

aämntlicb  dnrob  lile  Coefficlenteo 

ansgedrfi^kt  si»d.    meibt.dann  die  61«ichavg 

2.    ^,«-  +  Ä,«— >-|-<7,««»-ä-+-...  +  F,«-4-r,s=sfi 
jederzeit  ricktig,  wwnn  maa  für.«  irgend  eiac  der^Wnr-  ■ 
sein  i,  c,  d,,..i,  i  setxt;  so  wird  bei  der  Division  der 
GrSsae 

durch  die  Grösse 

«"  +  ^«^>  +  Ä«»-^ -H . . . -I- /rt» -H  ^, 
indem  was  aftmlich  diese  beiden  Gr&B«ep  als  Fnncti«> 
ncn  von  a  betrachtet,  ein  tou  a  nnahbängiger  Best 
übrig  bleiben,  welcher  der  durch  die  Coeffieienten  der 
eleicbnoR  1.  aasgedrilekte  Werth  O  der  Function  Witt. 
Beweis.    Der  bei  der  Division  yon  '  -   . 

dnrck 

*- -l- ^jr—J -H  Äj*-T-t- '..■.-+.  Z>ar -1- * 
ibrig  bleibende  Rest  bat  im, Allgemeinen  die  Fora 
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«•  ihu  «bo,  veno   wir  d«a  bei  diaKr  DitiBiov  sich .  er^^bradoK 
Opotienten  darch  Q  bezeicbaen,  für  j«4c>  ^ 

3.    -rf,a;"  +  Ä,ji?--i'-4-C,af«^s-+. .,+ //,a:-l-r, 
=  {:r"  H- w*.«*-i -I- Ä«*-«  +  .  . .  +  Z;p -4- 3')« 

ist.    NbcIi  der  \'orauss<!lzDlig  ist  nun 

^,a"-hÄ,»»-l+  C,«»«-«+.  .  .H-P,aH-r,=:ä, 

^,Ä-  +  *,Ä--'  +C,*--«-|-...-»-Ü,i  +  F,  =Ä, 

, ,      ^,c"  +  ÄrC— >  +  C.C*^  ~h...+  U,c-hK  =pt 

,I1.-«L  W. 

^,jt- + j?,/H--i  +  r,>6—-« -I- ,..+■' p,*-i-r,  =:ß 

and 

'  A" 4->^^r-l  +  Ä>-s  -1- . . .  +  ZÄ  +  As« 0, 
c" -H  ^«»-» -H  Äe»-> -+-...+ Zc  +  A^c=  0, 

■  U.  8.  W.  ^ 

i(-  +  irfA»-i  +  ÄA"-2-t- |-^'t^  +  A'=0. 

Folglicb  ist  wegen,  der  fiir  J«dei  x  galtendsa  'Glefehnng  3. 
oMP^i -f. )Ja»-^ -I- ;■««-»-+. , . .  -t-Xm-hp^^i     ■ 

'  ac--l  +  jJc^s +;-«»->  +  ..-, -i-lc  +  ^  =  il, 

U.   i.  W. 

aA*T*  +  ^*»-*  +  j'*.-« -H  . , .  +  iÄ + jK  MS  a, 
nnd  die  Gleictang 

oar*-»  4- (Si»'^-* -+- ya--» -t- . . .  ^- 1  jr -H  ^  =s  Ä 

oder 

des  (« — l)steii  Grades  hut  folglicb  die  »  nufer  eiaander  ungleicbea 
,  Wurzeln 

a,  b,  «,  rf,  .'.  .  i.-  £,  . 

weictiea  utTenliir  nur  dann  der  Pafl  sein  kaso,  wem 

Ut,    Aus  d«r  letzten  dieser  Gleielinagea  folgt  /s^sJä,  ond  U  ist 
alao  tiffenbar  für  jedes  a;  '   ^^  ■    ■  .  .■      - 

««*-'>■+■(**■-• -Hfjr*-*4-.;.  ,  +  A^*t-^s=J2, 
d.  b.  der  bei  der  Division  \an 

darcb 


D.ci.t.zc-ct.Ctroglc  • 


Mcibesde  Afat  i*t  m>e  vqb  ^rutabhiDgi^  OrÖiM  und  der  oben 
dsreh  ä  beseicfaQctea  Gröua  gldcb.  Duer  ist  oatärKch  aiuh  der 
lei  der  Diviiion  von 

^,«-  -HÄi»'^»+  <?,•»-» -I- . . .  H-  t^,«+r, 

.■  darch  '■"    '■  "■  ^  ■ 

bleibende  fte*t  eine  von  tf  nnabhätiffig^  GrSBse  nnd  der  oben  durch 
ii  beielcbneten  GrÜHe  gleich,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

♦.8. 

Wir  wollen  nun  die  Anwendung  der  in  den  beiden  rorber- 
gebenden  Ptrajrraphen  bewiesenen  Sätze  inf  die  GleiebUngen  der 
Terscbiedenen  Grade  zeigen, 

Znenrt  sei  die  Gleicbnng  des  sweiten  Grades 

deftn  Coeffiöeaten '  wie  immer  bei  dieinr  CntenndHig  beliebig« 
reelle  oder  insginüre  GrösMn  sein  luiiineD,  Begeben.  Die  beiden 
unter  einaiider  nngUicben  Wurzeln,  dieser  Gleiefaniig  seien  «,  A; 
so  ist  nach  einen  bekannten  Satse  von  den  Gleichnngeii 

a+£  =  — ^, 
nndlvlglieh  . 

Wenn  nnn  /(<*,  £)  eine  ganse  rationale  synaelrische  Function 
der  beiden  Wnrs^n  a  nnd  6  ist;  so  wird  man,  wenn  man 

setst,  diese  Function  inner  leicht  auf  die  Fotn 

-*,«-+ Ä,«»-i+ c,«*-4,-i- ... -I- t,«+r. 

Jwingen,  und  also 

/(«,  4)=:/ta,  -^-«) 

setzen  kSooen.    Weil  aber  nach  der '  Voraussetzung  /{a,  6}  eine 
•ymmetrische  Function  von.  m  nnd  b  ist,  so  ist  nach  dem  allgemei' 
~  Ben  Begriffe  der  symmetriscben  Functionen  offenbar 
/(«.  i)=/(i,  »)=/(»,  -A-l) 

Beseiehnet  also  wie  in  f.  7.  das  Sjnbol  Si  den  dnrch  die 
Coefficientcn  der  gegebenen  Gleiehuag  «Bagediückten  WerHi  to« 
f{m,  6);  so  ist  klar,  dass  die  Gleicbnog   ' 

^,«-  -4-  Ä,«--i  -H-  €",««•-•+ .  j  ^  +  P,«  +  r,  ^  JJ 
ancb   gilt,   wenn   man  b  tir  a  setst,     üss  also  Q  m  finden,  «nrd 
man  nach  f.  7.  mit  der  GrSsse 

TbUD.  24 


.,C(iog[e 


ia  die  GrSiH 

diTidiren  und  den  übriff  bleibenden  Rest  bemerlcea,  weichst  der 
dorcli  die  Coefficienten  der  ge^beiMn  Gleicbnog  UsgedrSckle 
Werth  tqh  /{a,  l\,  d.  i.  die  GrStqe  Si,  aelo  wird. 

Qetracbtet  man  /{a,  6)  sli  Function  von  6  nnd  dividtrt  Mit 
*  +  «+-< 
in  dieMlbjE  bimeiD;  jfo  ist  naob  t.  6.  der  übrig  blcibeoJ«  Bt«t  Atr 
Wertb  der  Functian  /{a,  ,6]i  welcben  diuelbe  erhält,  veon  ■«■> 

6^  —  A  —  0 
■etz^,  d.  i.      , 

/{a,-A-mi 
oder  die  GrSue  , 

^1*"  +  Ä,«--i  -I-  C,«^»~i  -H  ■. . .  +  (7,«  +  r„ 
nnd  Bon  kann  aUo,  um  die  FnncHon  /T^t  ^)  dnrch  die  CoefGciea- 
ten  der  genbenea  Oleicbanf^  aanndiüoken  oder  di*  6«iue  A  m 
finden,  •ncb.anf  fallende  Art  vcrfabrenr 

Hw   betrackte\^0^  it)    ala  Rnnotion    von   &,   dividU«  in  dw- 
aclbe  mit  . 

hinein,  "bemerke  den  Reat,  and  diridire  in  denselben,  ata  Fucl!*a 
-  ron  a  betrachtet,  mit 

hiDein;  m  iat  der  b«  dieaer  Diniiau  iibri«  UcäbcBdn.  Rint;  der  g«- 

snchte   durch    die  CoefGcienten    der  Regelenen  Gleichnng  aaege- 


driick»  Wertl 
Setzt  Man 

von  /(«,  *). 

■nd 

M  irti  wie  uaa  leicbt  findet, 

nnd  folglich 

Daher  Ifiut  sich  die  obire  Regel  sar  Berechanng  des  geanchten, 
dvrch  dk  Cnefficienten  der  gagebeuen  Gleichng  MM|^rftcktcB 
Werdii  mf{a,  6)  uck'  aof  t«tgeDd«K  AaidRKk  bringen  t  . 

Man  aetze 


=,C(K1glc 


■3BB- 

Hva  difMire  ni»n  Vit  f{»i  i),  kIb  Pntetlon  to»  i  betrieb* 
tel,  mit  ^t{6)  binein,  bemerk«  iev  Rest,  und  divitlire  in- 
deneelben,  ala  FonetiaB  ta«.  «  betOftbtet,  mit  J\a)  bin- 
eiB;  Bo  i*t  der  bei  dieser  DiViaion  übrig  bleibenile  Reit, 
d«r  a-e«arbte,  dur<b  die  Csefflafenten  der  cegebenen. 
«laicbvDg  •n»g«drUckte  Wer4b  woa  f{m,  6). 

♦•9- 
>      El  lei  ferner  die  Klevbnng  de»,  dritten  Gradee 

Begeben.  Die  drei  Wvrsel^  dieiei:  GJeicbang,  die  auch  hier  wie- 
der als  nntei*  eiDsuder  uugleicb   angenommen   werden,   aeien  0,  &, 

«*  +  j*«"  +  Ä»  +  £^=  0 
oder . 

■'    «'=^«'— .4»»  — A». 

Alaoiat 
ar'  -t  jIx*  H-ßaf+  C^ss  x*  — «» +  -^(*»  —  a')  ■+-  B(xr-  «) 

und   6,  c  aind  felglieb  «ffenbnr   die  WnrMln  der  qnadratiacben 

Gleicbong 

bt  D*n/(«,  l,  c)  eine  gsme  ntionale  «Twaetriaebe  Fnnctios  voB' 
«,  i,  c;  so  kann  man  iieidba  uieASl.  bJMi  ala  eine  ganze  ratio. 
Bale  ejnnetriacb«  Fuaetien  len  &,  und  c  betracbteo,  nnd  naclt' 
^  8.'dnKb-ilie  CoeifioieBten  der  verber^ebendeq  CleidiUDg  dw, 
»reiten  Graden  ambräcken.  Dadurch  wird  offenbar  y(«,  i,  e)  oU 
.  eine  ganie  rationale  Fnnetion  von  m  dargettelll.  Dividirtnaa  »ua, 
in  diesen  Anadmck  von  /<[•>«  i,  c),  ala  Function  von  a  betrachtet, 
mit 

bineia-,  so  iit  der  bei  dieser  DivtsTon  nbrlg  bleibende  Reat  der 
dank  die  CBeffietentea  der  gegeieM»  Gbiiahang  dna  dritten  41m< 
dea  aoigedriickte  Werth  von  /{a,  6,  c),  welcher  geaacht  wudai» 
wie  ans  de«  in  f.  7.  ^ewiennen  Satze.  naAitteiber  folgt 

Nacb  f.  8.  bat  man  also  auf  folgende  Art  su  veräbren: 

Man  lelze 

/*,  (4^)  s^  «•  +  (<r^  .d^H- •  > -4- ^  +  A 
nnd  -   ' 

Nim.  dHMi^<ii»ii.-im/(<K  A  c)f-aU  Pmution  tqr  <>^et9>cbtet.  mit. 
J^t,{c)  hjnein ,.  bemerke  den  tteat,  und  dividire'in  denielbeB,  ata 
PuDciion  von  6  bett-acbtet,  mit  F,{6)  BhieiR^a«  iltder  bei  fieaer 
Drriiioü  bleibende  Rest  der  als  eine  Fonetion  Ton  <*  dargnetellt« 
S4" 


:,:  C (Kitzle 


Werlk'  der  Fwnetian  /<«,  i;  c).  pifidirt  man  nan  in  dieie«  Beat 
nit  .        '      - 

a'  +  Ja'  +  ßa-h  C 

hiiiein ,  bd  ist  der  bei  dieser  Dtviiion  bleibende  Reit  der  durch  die 
CoefBcienten  der  f^eRcbenen  Glricbnng  des  driUen  Gradei  knigc- 
dräckte  WertU  von  f{a,  b,  c),  welcber  gesDcbi  wurde. 

Bemerkt  man   nun  aber,  da»  oscli  dem  Obigen  die  Fnnction 
/',{j:^)'crbalten  wird,  wenn  man 

wn, 

Bubtrabirt,  in  den  Rest  mit  as- — o  dividirt  nnd  den  Quotienten,  be-, 
merktj  ao  kann  man  die  obige  Regel  ofienbar  encb  auf  den  foU 
genden  Ausdruck  bringen: 
Hun  setxe 

/\:r)  =  «' -I- -*«■  +  **+ C 
und 


Nan  dividire  man  In /](a,  £,  c),  als  Function  von  c  be- 
tracbtet,  mit  ^Jc)''Sinein',  benerkeden  Rest,  dividire 
in  denselben,  als  Function  too  b  betrachtet,  mit  Jf,(i> 
bineiii,  bemerke  wi«der'  den  lta»t,  nnd  dividire  in  d«n-. 
■elben,  aEi  Function  von  0  bettacfatet,  mit  f\ti)  hinein; 
so  ist  der  bei  dieser  Division  bleibende  Rast  der  ge- 
■uchte  durch  die  Coefficienten  der  gegebencD  Glai- 
chuiig  «BBgedrückte  fferth  von /{«,  4,  e). 

-      ♦■„"»■ 
Uan  habe  jetst  die  Ghaicfanng  de«  vierten  Gradei 
*♦  ■+.  ^ar' +  Ä^' +  Car  + />  =  0, 
'deren  noter  einander  ungleiche  Wuvseln  a,  b,  o,  d  sein  nöfaa; 
se  ist 

0* -4- Jfa' +  J70*  +  Cb  +  'O=0 
oder 

/>=  — «•  — -4i»t-Ä»*  — C», 
und  folglich 

** -h -Ar- -!- *j«' +  Gp  + /» 
=  «r« --•  + ^(*' -•■)  + *(^' -•')+«(*- -) 

Bo  daaa  also  t,  c,  d  offenbar  die  Wutsein  der  Gletchung  des  drit- 
ten Grades 
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*'+(«»■+- -^*' +  (»•-*- -^« -4- *)^  H- «* -h-rf«* +  *" +C^=0 
■ind.  Iit  nun  f{»,  6,  c,  d)  eine  f^snie  ntionale  sjb metrische 
Fsucrioii  TOB  «,  6,  c,  tt;  ao  ksDu  mab  dieselbe  racrat  blen  •!■ 
eine  |^me  ratioiiaie  svmnfltriBdia  PaDCtion  Ton-  &,  e,  d  betrack- 
teo,  und  n«cb  f.  %  dnrcb  die  CpefQcivnten  der  verhersdiesdea 
Gleichung  des  dritten  Grades  suidrüclcei.  Dadurch  erlutlt  -aiu 
/(a,  b,  e,  d)  als  Fuuctioa  ron  a  ansg;ed rückt.  Dividirt  Ban  iraa 
in  dieaea  Anadrock  aiit 

bincin,  ao  iat  nacb  f.  7.  der  bei  dieser  Division  nbfig  .bleibend« 
Rest  der  durcb  die  CoefScienten  der  geKcbeneD  Gleiokung:.  auage- 
drpjckte  Wertb  der  Fnnctioa  fia,  6,  c,  a),  welcher  f^eaucbt  wurde. 

Nach  4.  9.  bat  nun  alko  auf  folgende  Art  zu  verfahren; 

Üan  setze 

aad 

Nm  dividire  sun  in /{a,  h,  c,,d),  ai*  Fuictioa  von  rf  betrsclitet, 
nit  f,(-ä)  hinein,  beaerke  den  Rest,  dividire  In  denselben,  als 
FnnctioD  von  c  betrachtet,  ait  •^lif)  binein,  bemerke  wieder  des 
Rest,  und  difidire  in  dcnselhen,  als  Function  von  6  betrachtet,  mit 
F,ii)  hinein.  Der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  ist  der  ala 
Function  von  a  ausgedrückte  Werlb  der  Function  y(si>  6,  c,  d). 
Diesen  Rest  dividire  man  durch 

«*  4-^«' -+-*«»+  Ca  +  D, 
so  ist  der  bei  dieser  Division  ühtig  JI>leib«Dde  R«st  der  durch  die 
CoefGcieutcn   der  gegebenen  Gleichung  des   vierten  Grades  aa^e> 
drückte  Werlh  Ton  f\a,  i,  e,  dj,  welcher  gesucht  wurde.  _ 

Remerkt   man    nun    aber   wieder,    dass    nach   dem  Obigen   die 
Fnuction  ^,ix)  erhalten  wird,  wenn  man 

.    a*  +  Ja*  +  Ba*  -\-Cti-\-D 
,Von 

a?*  +  ^*» +.  Ä*» -»- Ct -H /> 
•nbtrahirt,  io  dfu  Best  mit  a — a  dividirt  und  den  Qaotienteu  be- 
merkt; so  ist  klar,  dass  mau  die  obige  Regel  auch  auf  den  folgu- 
d«n  Amdnick  briDgeu  kann: 
'  Man^aetae 
.  .  f\ai\:=x*-^Jx'  +  Ba;*-^Cx-\-B 

und 


D.,..ii.ct,Googlc 


/*.(*)= 


^F^>-nw 


Hub  diTidi««  man  i»  /(^^  l,  e,  4^),  a4s  Fnsctioa  to«  i^h«« 
4:r«cht>ät,  ait  F,{ä)  hinein,  ^mtrkt  <(««  R«st,  divjilir« 
in  deaielb«»,  alt  Fancttoa  *oa  c  ^«trachtet,  mit  ^.<ff) 
'hiaeiD,  bemfirkeden  Heit,  -  dividire  ia  d«Bi«lhaai  al« 
FsDctinn  von  &  betraefate.t,  ait  /*,(^)  hiaein,  ke^erke 
vieder  den  ftest.  Und  dividire  in  de^B«lbea,  als  Panetion 
von  0  betrschtot,  jnit  JKa)  iiin.ein;  so  ist  der  bei  dieser 
Division  übrig  bleibende  Rest  der  eesuchte  durcii  die 
Caeffi-eieitten  der  gegebenen  GleicEnnff  aaigedrAckta 
fVtrth  V9a  f{a,  6,  e,  d). 

♦.IL 
Wie   man  auf  den  in  Vorhergehenden   eingeschlagenen  Wege 
{ntiar  vMiter  lortaebreiten  tiMio,    liegt  datiflicl|  var  Aagea,   vjai 
—■X  werden  also  unmittelbar  auf  das  folgende  aligeneine  sehr  wich- 


«-  +  ^Ä^'-l-ffÄr»-9+...  -+-£ir-|-J'=0 
seien  a,  6,  e,  ä,...i,  k*),  nad  f(tt,  "$,  e,  d,...i,  <t)  lei 
eine  beliebige  ganxe  rationale  Bvnmetriscjie  Fuaetion 
der  Wurzeln,  welche,  ahn«  die  Warxelo  aelbat  au  ken- 
««D,  durch  die  Coeffieienlen  der  gegebenen  ISIaichnngi 
4ie  gana  beliebige  reelle  oder  iia^rtBkre  Qröasei 
■eil  ItSnaen,  astgedrickt  wertten  boIIT  Zd  dem  ItKde 
aetz^  man 


f.(,)=£M=i(ö. 


n.  a.  w. 


Nu  diridire  nan  ia  JXm,  i,  c,  d,..,i,  ßi\,  ata  Fanetio« 
VoB  ii  betrachtet,  nit  jPip^i{A)  hinein,  bonerke  den  Seat, 
dividire  in  denaelbea,  ala  Punction  von  t  betr«4htet, 
mit  /V-i(*)  hineia,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  denael- 
beiii  bIb  Function  von  A  betraehtet,  nlt  Fn-^lt)  hinein, 


*>  Nach  den  VodwrgBfaenden  aSsste  etgeotiieh  aogenonaicn  werden, 
daaa  diaae  Wunehi  alnimtlicb  unter  einander  ougleieh  sind.  Diia  ei 
ahec  nicht  nStfaig  ist,  diata  Büucbnafcnng  tu  nacheo,  wird  gisich 
BatUiar  gas^  vrardcn. 
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B.  s.  w.,  nmi  Betsia  dieses  VerfshreiL  s«.  Unge  fsvti  Ml 
■  BD  eineD  Reit,  mit  PanctioD  von  i  Betraohtflt»  dmi^jh 
/*,(&),  nDd  endlich  den  bei  dieier  DiTillop  lil«ibei>- 
den  Beit,  als  Function  von  a  betncbtet,  iarch  JFX") 
diridirt  bat;  so  ist  -der  bei  dieser  ktsfen  DiTision 
'  bleibende  Rest  der  geiDcbte  durch  die  CoefifieleB«: 
ten  der  (reirebeDeD  Gleichunir  sDitredriickte  Werth  tAb 

Nach  den  Obigen  würde  dieser  Satz  e^enllich  noch  dw  Bd* 
din^DDf^  zn  unterwerfen  sein,  dess  die  mmeln  der  geg^ebeDe» 
Cleicbunr  sfteiiitneb  nirter  einander  nn^teicfa  seta  Wdisen.  Indess 
erbellet  durch  das  folg-ende  eiufsche  Raiionnenent  sogleich ,  dass 
.  dies  nicht  nöthig  ist,  und  unser  Ssts  also  auch  dann  tIMh  Sültfg^ 
bleibt,  wenn  unter  den  Vf  urzeln  Ut  i,  t,  ä,* . .  i^  i  der  gegebenen 
Gteichnng  beliebig  viele  einander  bleiche  vorkommen..  Bezeichnet 
oÜBlich,  die  Wnrzeln  als  simBtlieh  unter  einander  ungleich  ange- 
noBsien,  wie  sebop  frfther,  ü  den  divch  die  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichoni;  auftgedrUcktea  Werth  der  ganzen  rationalen 
sjametrischen  Function  /{f,  ^,  c,  d, . .  .4,  A);  so  ist 

/(m.6,c,d,l..i,A)  =  S, 
■nd  ans  der  oben  gelehrten  Bestimmnagsweise  ron  ß  erhellet  uv- 
«ittelbar,  dass  unter  den  seBachten  Vorausselzungen  Ü  immer  elA«- 
ganx«  rationale  alKehrais^e  Paoett6n  der  Coefficienteo  >tf,  B,  C, 
n,...L,  S ist    l)ie  Gleicbnag 

bleibt  aaeh  dm  Obige«  riohtig,  wenn  nur  olle  Wnreeln  der  gege« 
benen  Gleichung  unter  einaiider  nngleicti  sind ,  wie  klein  auch 
aonit  die  absolnten  W«rthe  ihrer  Unterschiede  sein  mögen.  Nun 
bann  man  sich  aber  offenbar  Torstellen,  dass  sich  die  Ce^- 
ejenten  Ay  B,  C,  D, ..  .  L,  N  der  gegebenen  Glpichung  auf  eine 
solche  Weise  stetig  ändern,  dass  eine  oder  mehrere  Differensen 
zweier  Wnrzeln  der  gegebenea  Gleichung  sieb  fortwährend;  asd 
bis  zu  jeden  bellehigen  Gmde-der  Null  nähern.  .Unter  die a er  Vor- 
aussetzung hört  die  Gleichung' 

f(a,  Ä,  e,  rf,...*,  *}==fl 

nnd  wird  also  offenbar  auch  dann  noch 
rerenzen  ihre  Gränze  Null 
,  wenn  zwei  oder  ndweia 
Wtfasla  dv  g^ebeneu  Gleichung  einander  gleieb  werde«. 

4.  ". 

Von  dem  im  vorigen  Paragfsphen  bewiesenen  Theoreme  wol- 
len wir  Bnn  tn  dessen  nSherer  Erläuterung  einige  Anwendungen 
«achen. 

Znerst  sei  die  Qlsicbsng  de«  dritten  Grades 
x*'\'Bx-k-C=i1i, 
deren  WctmIs,  «i«  obasi-dkrefc  *t\^>o  bweMifMit  w«|dai  «allen, 
gegeben.     Hau  soll  die  ganse  rationale  symmetrische  Function     - 


Bie  auf  gültig  zn  sein,  nnd  wird  also  off 
gültig  bleiben,  wenn  die  gedachten  Dlffere 
witklich  erreiebeB,  oder,  was  dasselbe  ist,  i 


..Codgic 


.     3«t 

ier  Wansln  «,  4,  eiwNh  di«  CocficicDleB  der  ^gdMOM  Glei' 
^vBg  Biudrfiekeii. 

In'  diMOB  Fsik  üt 

/t^)  =  ^'  +  Ä^+c; 

■nd  folgli^ 

/T*)  —  /1[«)  =  *■  —  «'  +  i?(a:  —  ■)., 
Abo  iH. 

F.(*)==^2^^>=*« +  -*-*--.  + Ä, 
and  folgUicb 

/■.f^) —  /*,(«)  =5  *► —«»+«{-»  — *), 

Dl  nun 

ist,  so  mnu  mtn  nüt 

in  ,W,  all  Function  tob  c  betrachtet,  d.  i.  in 

(*  +  «)«•+(*■ +  «•)«-!-««»+«•* 
dividircD  and  den  Knt  bemerken.    Def  bleibende  Btist  ift  ^er 

Dindirt  nin  in  denaelben,  ili  Function  rou  6  betricbtet,  alt 

#".(*)  =  Ä' +  «i +  «»  + Ä 
Unein  nnd  bemerkt  den  Kest;  lo  erhilt  bmd  il«  Beit   - 

—  3»'  —  30a.  . 

INndirt  man   endlick  in  dieien  Rest,   iIb  Function  von  «  ttetncli- 
tet,  mit 

F{a)  =  a'  +  Ba-^C 
binrin  and  beaerkt  wilder  den  Reit,  ao  erUlt  aan  «!■  Eteit  3^. 
Dieser  Reit  ist  der  g-emchte  Wnrtfa  der  gegebenen  •jmmt/madkm 
FuetioD,  nnd  ei  ist  ilio 

Die  gegebene  Gleicbnig  sei 

nnd 

»'=={«  +  *)  (—l-e)(«-Hrf)  (4  +  e)  (4-Hrf)  («-*-rf) 
sei    die    gegebene  -  gaaie    ratiooile    iynmet/ische   Fnaction   ibrev 
Wurzeln  a,  S,  c,  d;  bo  ist 


■izcc  ..Google 


VDd  folglich 

f\*)  —  fXm)  =  «•—•«  +  Ä(ar»  —  •»)  +  G[«  —  •), 

''.('«')  'g^^lf'**  =  *'  +  «*»  +  («•  +  B)jif  +•»  -HÄ«+  C. 
IMwüt 
r,(jp)-~I',lb)=:x*  —ö'  -t-a{jp'.  —  S*)  +  (a*  +  S)  {x  —  6), 
folglich 

«Ibo 

und  idihfr 

Di«  fernere  Rechnnng  kson  man  Bich  aber  in  dicBcm  Falle  auf  fol- 
gend« Art  aehr  trieichte».   Mach  «i»ei^  hektanteb  S&tze  ist  näalich 

a  +  6  +  c-t-il=iQ, 
oder 

rf=-«  — *  — c. 
Alio  ist         ,  ... 

4  +  rf— _(«  +  c), 
c  +  rf=-(-  +  *), 
und  folglich 

■   W=^\{a  +  6)  («-HC)  (Ä  +  e)IS 
WO  man  nnn  atalt  W  die  ein&chere  ajanBetriache  PuBctioD 

jr.  =(«+.*)(«-§- «)(*-!-«) 
entwickeln  kann,  ans  der  rieb  dann  Hacb  den  Vorhergehenden    W 
leicht  ergiebt.    Entwickelt  a*u.  W,awlt  den  PoteoHntoa  «{  m 
erhält  man 

Dividirt  man  mt  ' 


(«-f-sai)c* +(«  +  a)>«+««* -!-«■&. 
IHvidirt  an  in  dieae  6rSn«,  da  Fonction  tob  e  betrautet,  älit 


,n:ri:cc;..C00gIe     ' 


SM 

/■,{<:)  :5t  «• -4- (*  + »V + Ä» -*-•*  +  «»  H- Ä 
binera,  ^o  bleibt  alt  Bert 

Dividirt  «an  ferner  in  dieae  GrdBae,  ala  Function  tob  i  betraek*. 
tet,  Biit 

/•,(*)  =  Ä»  +  «i»  +  («»  +  Ä)i+  «•  -f.  Ä«  +  «7 
bineia,  ao  bleibt  all  Reat  +  C.    Dividirt  HaD  in  diesen  Reat,  ate 
FuDCtioa  voB  a  belracbtet,  mit. 

binein,  ao  bleibt  natärlicb  +  C  alt  Rest,  nod  ea  iatfolglieb 

(ff-f-Ä)  («  +  e)  (i  +  e)=C 
Aiao  ist  nacb  4en  Obigen  ' 

ia  +  i)  (.-4;r>  («H-rf)  (*H-«)  (A-i-d)  (o  +  rf)  =  -  C. 
Aebnlicbe  TereiofachungeD  der  Rechaang  bieten  sieb  öfteia  dtr. 

».  ii. 

Die  gegvbene  Gleiebnpg  aei  die  quadraüacbe  Gleiebnag 

nod 

W=(a  —  i)' 
ndimeti 

Coefficienten  auagedrückt  werden 
«oll.    Es  iat  in  dieiea  Falle 

/!(«■)  =:  »*  -H  J^  +  B, 
,nud  folglicb 

^iT) —  /![*)==  J>=* —  «•+'*(*'— «)« 
alao 

Entwickelt  aan   W  naob  PoteoaeD  von  ö,  *^  erbKIt  man 

■■  dieae  Galaae,  ala  Fanetion  von  6  belracbtet^  musb  mut'  ait 

F,{i)  =  6  +  a-i-J 
dividiren,  nnd  den  Reit  beaierkeo.     Der  bleibende  Reat  iat 

in  weleben,  ala  Function  von  «.Wracbtet,  man  nnn  mit 

#T«)  =:  «■ -4- ^«  +  ir 
dividiren  nnd  wieder  den  Reat  beaterken  h^h.    Der  bleibende  Reat 
iat  aber 


DKühzcct.Coogle 


•»7 

1  fttlglieb 


tesultata  .  kao 
«+*  =  - 


Die  Ricbtigkcit  dietes  Resultata  kaon  lUii  auf  fallende  Art  leicU 
prnfea.    Bekanntlich  igt  ■  ■■  r  « 


Da  !«■  -'^     "...'".:    V.       i;  '    ,-.-. 

ir=^  (o — iy=(2a+ jy* = :^' + 4(»* + Ja), 

and  Gtlglick,  weil 

«»-1-^«  =  — Ä 

(«  — Ä)»=jf»^4Ä,  ,    ■  ■■  /  ' 

vis  rorfaer  gefunden  vurde. 

..    .,  Die  gegebene  Cleichuog  lei^die  ToUaländiK«  cabuche  Gleichung 

ar  * -1- ^»» -f- i»ar  +  C=a  •, 
und  die  durch  deren  Coetficierten  susxqd  rucken  de  ganze  rationale 
■jrmnetriscbc  Functian  ihrer  Wuraeln  a,  li,  c  sei 

fU  tn'diesem  und  io  ähnlichen  Patten  die  sjnn metrische  Fodd- 
tioA  W  bloia  durch  a  und  die  Coefficienlcn  der  gegebenen  Glei- 
chung atasiadriicken ,  so  doBs  DKmlich  die  WitrzelD  0,  o  hiib  den 
obigen  Ausdrucke  von'  W  elimibirt  ir^rden,  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  verfahren.  Da  a  eine  Wurzel  der  gegebenen  Oei- 
chting  idt,  so  ist 

Folglieb  ist  f3r  jedes  jr  '  ,        ~ 

'  ;.=<^c^^i»•^^(«T^^)«+«'^-^a-^-Ä|.     - 

Mnn  iM\sbcr,)bflk«BBt|ich.  .  '  j 

<r'*4trfi-|-Ä:r+<7=(af  — «)  (^  — *)  (ar  — c). 
Folglich,  ist  ;^r  jrds«  jv 

.<«  —  *) -tr — c)  =  «•  +  {« -I- -<>»+»•  + ^« -I- Ä, 
und  daher  fdr-:?«:« 


D=;t,:cct,C00g[c' 


AlM  iit  ,  • 

IF=  (*  -  c)'  (3»»  -»-  iA*,  +  B). 
Db  nnn  ferner  i^e  die  Wurseln  der  qnadratiacben  Gleicbnng 

af*'i-{a  +  A)a;-i-0*  +  Aa-i'B  =  ü 
und,  ao  iit  nach  dem  Torigen  Paragraphen 

(Ä-e)»  =:(«-»- ^)'  —  4(«»-»-^«  +  Ä) 

Entwickelt  aan  W  nach  Poteosen  tob  a  nod  dividirt  dann  mit 
m'-^Am'-hBa-i-C 

biocia,  so  iit  der  bei  dieser  Diräion  Sbrig  bleibende  Reat  dar  ge- 
suchte Wertb  vcm   W.     Nacb  gehöriger  Recboung  eigiebt  lich 

FBr  J^O  ist  '  ' 

(«-*}»  (•-<')'  {Ä-e)"  =  -4Ä'-27<>, 
welcher  Wertb   unserer  ■yoinMtriichen   Pn^ction   «ioer  «utHichcD 

Gleicbnng  entsprich^  in  welcher  das  iweite, Glied  fehlt 

».  16. 

Du  Prodnct  der  Quadrate  aller  Differenien  je  zweier  Warteln 

einer  gegebenen  iGleichnng  ist,  wie  leicht  eritellet,  immer  ein« 
ganze  rationale  lymmetriscbe  Function  der  Wnrieln  der  gegebe- 
nen GUicLuDg  aud  kann  daher  nach  den  obigen  Berela  immer 
durch  die  Coefficienleo  der  gegebenen  Gleichung  ouigedrückt  wer- 
den, ohne  die  Wunelo  selbst  su.  kennen.  Weil  aber  dieses  Pro- 
dnct in  mehreren  Besiebnngen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so 
wollen  wir  jtitzt  noch  zeigen,  wie  dasselbe  immer  ohne  groasa 
Schwierigkeit  für  eine  beliebige  Gleichung  des  Mten  Grades  gefun- 
den werJen  kann,  wenn  man  dsiselhe  für  jeile  Gleichung  des 
(n  —  l)Bten  Grades  finden,  d.  b.  durch  die  CuBfEcienten  dieser 
Gleichung  Hnsdrücken  kann,  ohne  deren  Wurzeln  gelbst  lu  kennen, 
wodurch  die  tüntwicLelung  dieser  Producte  sehr  erleichtert  wird. 
Die  gegebene  Gleichung  des  Mten  Grades  sei 

ir* -I- jrf.r— 1  +  Äa:— « -I- . , .  +  iar -H  JV^  0, 
nnd   0,  6,   c,   ä, . ,  .i,   k  seien   die   Wurzeln   deraelb'en.     Fer- 
ner sei 

xto-rfC.-.Cc-O' ■<"-*)' 

'■  U.  8.  W. 

Weil  m  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  in;  ae  ist 
«■-I- .<<•»-* +J?«"-2^-.  .  .-f-iL«r-|-^=:0. 
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F«lflicli  ist  ßf  je4ea  x  . 

oder,  ireH  di«  FiMclioD  auf  der  linken  S«ite  des  G1eichbeitn«iebeni 
dem-  Prodncte 

gl«kb  iitf  fUr  jadei  :r  ~ 

,    (*-*)(*-*>(^-e)...  {*-<)(*-*) 

oder,  wenn  man  auf  beiden. Seiten  nit'^  —  a  dividirt,  flu  jedes  ^ 
{x  —  l)  {a!  —  c)  (^  — rf)...(«.-^0{«— *) 

>  '     B.  ■.  W.     ■     ."     "  ,    ■■ 

+  fl,*-i-f.^»<«-a+Ä««-«-|-ßi»-*-4-.  ..-4-^; 
folglich  für  jT  =  « 

(.-4)  {„'-c)  {a-d)...[n-i)  («-*) 
=;«i«—l  +  (i»— l)^a-^+(i»  — 2)Äa"-«+..,-f.£, 
Aucb  ist  klar,  dus  £,  «i  </,...«,  ^  die  ^Waneln  der  Gieicliiiag 
Obs,»—! 

q.  ■.  w.  „ 

_(.(i>«-i-l-^a,^-«  +  Ä«»-s+ra»-'+...+Z     , 

■ind.  'Weil  wir  nnn  annehmen,  daia  man  für  jede  6l«ichnag  dsa 
(*— l)aten  Grades  das  Product  der  Quadrate  der  DiffereDiea  je 
xweier  Woneln  durch  die  CoefGcieotefl  der  Gleishnag  auidrücken 
kaant  lo  kann  man  d«>' Product 

(«-«)■  (4-^)-  (»-«)■.  •■(»-•T  («-*)•     : 

XW-e)-. ..(.<-.)'  (-<-*)• 
U.  fl.  w. 
•       '  XC4-()'  (*-*)■ 

X(<-*)' 
dnrcl  die  CocfficienteD  der  obi^«n  Gleidinnff  dei  («  —  I)iteii  fin- 
de« siudrildLeii.    BexeicIlDto  wir  4*ii  dadurcA  hervorgaJwideii  Aui- 


..Ca-kh^Ic 


im 

druck  durch  F;  lo  ist  V  blois  nocb  Ton  it  mti.  den  CoefBcfsa^cff 
^,  B,  C,.  ^.X  abkäDgiic.ud  B«eh  draObigvit  üt  oun 

vo  kIbo  «Dch  fV  bloH  i»s  «  «od  (l«a  CaaflkMnUB  ^  A*,  C?,  .^.  X, 
abbüngig  ist.  Du  Product  auf  der  recbten  Seite  desi  GüwMeiti- 
xeicbeDi  in  der' varbergehenden  Gleicbang  Ifaqt  sich  inmer  dnrch 
ganz  elemmtBre  RecbouDgen  nncb  den  Pole  nie«  von  «  eotwickeln. 
'DiTidirt  nnn  dvon  in  die»ea  so  eotwiclielie ProdMtt  oat  dO'CHiwi. 

«»' -I- ^«^J  H- Ä»--2-»- . . . -f- i«  +  A' 
bJa«»)  «o  [ist. dar  bei  dieser  Divisifn  üMg   U«Ü*Bnd4  Reat  vtA 
§.  Ö.  TDo  <f  unubhängiff  und  liefert  nach  f,  7.  den  bloss  durch  di« 
Cbefficieiiten   der  gea^ebeoeta  Gleichung  ausgedrückten  tVertb  der' 
symmetniGbeB  PutdtJoB  W.  ■  .  ;       - 

El  ist  klar,  dass  das  durch  tV  bezeichnete  Product  blau  daoB 
TCncfawinden  kann,  wenn  die  gegebene  GleicbuDg  gleiebe  Wurzeln 
hiiL  Ist  dies  nicht  de^  Fall,  so  ist  Tf  jederseit  eh«  gnne  ratio- 
nale algebraischB  Function  der  CoaAioiwttD  .^,.£,  -  (;  v  .  ^,  A^t 
deren  Wertb  grösser  hIi  Null  ist,  ttind  «Uo  die  Coefficienten 
j4,  B,  C,  .  . .  jL,  JV  ganze  Zahlen  «gü  ik  offenbar  äliih'  IF  eine 
gHDze  Zahl,  die  imner  der  Eipheit  gkich  oder  grösser  als  die  Ein- 
heit ist,  rornnsgeietij  nsnlicb,  doas  die  gegeben^  Gleichnog  keine 
einander  gleichen  Wurzeln  hat. 

i  .    ■    -     .«•"•    ■.     ■".-.-.. 

Wir  bähen  jeltt  ausiuJiHich.gotigt  vni  dpf^li  unakit^eicbend 
grotse  Anzahl  Ton  Beispielen  erläutert,  dass  jede  ganze  rationale 
■ytimetrlsebe  Faneäon  der  Wuftelu  einer  filnchlHrg  Imner  durch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  ausgedrückt  werden-kAWi  ohne 
dass  man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,,  wohfi  sich  zn- 
gleich  eigah,  dais  jede  ganze  rationele  svniinetrisebe  Kuoction  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  eine  gaom  cati«tMl«  F»nUi«R^der  Coef- 
ficienten der  Gleichung  i«t.  Knum  bedarf  es  duo  jiocb  einer  Ae- 
tondern  ErläulerunK,  dass  überhaupt  jede  sjmmetrische' Function 
der  Wurzeln  einer  Gleicbuag  dm-cb  die  CoefGcienten  derselben  aus- 
gedrückt werden  kn^n,  ohne  dass  aan  die  Wurtplp.  aetikit  an  ken- 
'  nen  braucht.  Hat 'man  oämlich  a.  B.  die  rationafe  gehroibene  sjoi- 
■Mltrisobe  PuDOtian-  ..,■■■    1  ■    '     .'■■'.• 


»'-* 


i6  +  ae-ihie  '".'■" 

der  drei  Wurzeln  a^  b,  c  einer  Gleichung  des  drjtten  Orales,  sn 
■ind  natürlich  Zihler  und  -  Neoaer  ganze  rationale  ayoMnelrisehe 
Functionen  :von  «,/;,«.  Weil  man  nun  akch  denim  Vorhergehen- 
den entwickelten  Qegeli)  Bowohl  ali£,  als  auch  a&  +  «e  +  £c, 
durch  die  CaefficvEnteo  der  flltichnng  ansdrücken  kann,  ohne  daas 
man  die  Wurzeln  aeUMt  zu  Jienoen  braucht,  so  gilt  dies  natürlich 
auch  von  .  W,  wobei  sich  aber  von  selbst  versteht,  dass  der  für  W 
'aicb  ei^ebende  Adadruck  jetlt  keine  ganze  rationale  Function  der 
CoefBctentt«  der  (Heichnng  ist.  Bat  man  die  irrationale  symmetri- 
xeke .FqBQltop  .■■,.  i  ■■■-;•;  ■- 


Dni,t,zc-ct.,C(Klg[e 
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im  dni  Wuneln  a,  6,  e  einer  cnbitchei  flleiefamig,  ■«  kam  mb 
bmIi  des  VvrliergebeBdu.die  guise  utioitile  «;  nmctriacbe  ^unetioa 

durch  die  Caefitcienten  der  OiaiQliiuig  «»dfücken,  «bae  dwt>  aan 
die  Wnneln  lelb^t  lu  keinen  brancbt,  folglicb'anch  die  Function  W. 

Mao  alebt  alio: 
daaa  jede  symnetriache  FfloetiaD  der  Wn.rieln  einer.bef 
liebiffen  Gleichung  immer  durch  die  Coefficienten  der, 
Gleichnng    auifredrfickt   Verden    kann,    ohne   dftis   ■an 
die  Wurseln  lelbit  za  kennen  hraaeltt 

,  5.  18. 

0a,naT  ein  einfaclm  Beispiel  dsr  Eliminetion  einer  unbekann- 
ten GrÖMe  am  xwei  GleichuDaea  zn  geben,  Wallen  irir  die  Iiei4en 
Gleichungen  des  zweiten  Grades  .  ' 

hatrndite»,  und  trollen 

F{a!)=sx*  +  JI^-hB     ,   ,   ^,_    .,, 
Bctzeui  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichnng  aber  durch  x  nod  il 
beznicbnen.    Nach  f.  4.  ist  unter  diesen  Toraunetzungen,  wenn  S 
■eine  dortige  Bezeichnung  behält, 

nn^  et  koBMt  nun  darauf  aa,    diene  ajumetriicbe  Fnoction  der. 

Wnrteln  Xj  X  der  Gleichung 

durch  dje  Coefficienten  dieser  Gleichnng.  auiuidrilcken. '  Zu  dem 
Ende  mniB  aan  nach  $.  11.  zuvörderst 

^xi^)==    „„,    — ^z:^ 

bereckneD,  wodmk  mm 

/•*(:r)=;r+)«-l-^  . 
crhXIt,  and  nuis  dann  den  Kest  entwickeln,  welcher  äbrig  bleibt, 
wenn  M»n  mit 

in  die  als  Fnnction  von  X  betrachtete  GrÖase  S  hinein  dividirb 
Wenn  nan  aber  zuerst  mit  l  +  x+-^  in  X*-i~aX-^6  dividirt, 
■o  bleibt  all  Reit  die  Grösse   ... 

oder 

a»  +  (ft*i— -)a-|-^»H-«rf-l-4. 
nnd  wenn  man  alio  |iit  X+M+A  tu 

5=(x»  +  «(  +  *)  (i»+«H-«) 


:".C  (Klivie 


$7«  , 

dividirt,  so  bl«bt  als  Bc'it 

{«•  +  «  +  *)  |x^-4-tÄ^  — a)j<+^»— «-f-l-Ä), 
d.  i-,  wie  nBD  darcli  leichte  Kechniiog  Endet, 
)(*+2^x'  +  f^'-HflU  — «"  +  **)«-!- («^»—«»j^+M^^)« 

EKridirt  ■«■  ona  in  dl«B«  Gr6iu  nit 

biieiD)  M  bleibt  der  E«t 

-      {ji'^t^  +  d)6  —  {aJ  —  m*+id  —  S)B 
»der  f 

&*  —  a6J  +  (a'—1ti)ß  +  6A'—aJB  +  B* 

fibrig,  und  ei  tat  elao    . 

Die  dnrcb  die  Elimioation  roa  of  ans  den  beiden  gegebenen  Glei- 
cbnngen  des  zweiten  Grades  bervurgebende  Gleicliung  ist  aber 
nacb  §.2. 

Dieses  Beisiiiel  wird  geAi*a  scbon  allein  binreichend  sein, 
•deutUcb  SU  seigea ,  wie  atan  sich  in  allen  ubr)|;en  Fällen  bei  der 
EliaiDation  einer  unbekannten  Grösse  ans  swei  gegebenen  Glei- 
chnngen  mit  tlülft  der  Bjnnietriscben  Pnoelienen  mi  Tethsitei  baL 

«.  !»■ 

Wir  wollen  jetzt  aneb  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Coefß- 
ciealen  der  beiden  gegebenen  Gleicbnngen  nicht  die  Einbnit  sind, 
sondern  diese  GleicbuDgen  die  »llgemeiuere  Form 

«:»- +  ÄZ-- >  4- ofr"-»  +  . . . -I- 1>* -4- ^  =  0, 

haben.    Bringt  man  diese  Gleichungen  anf  di«  Enra 

SD  kenn  man  fSr  diese  beiden  letxlern  Gleicbnngen  ans  deren  Corf- 
ficienlen 


'  die  Function  S  ganz  nach   d«a :  im  Obi^n   dnfwickdten  Begdn 
bilden,  und  die  Gleichang  ,  ; 

r,  ;■:;;.  ..'Google 
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ik    ^VBi    in-  BiMritat '  i^t   BUmds^oo    ? M   x   »m  den    b«Uek 

oder  nstnrliah  aach  das  Resultat  der  Elimination  von  :c  ans  d«ii , 
beiden  gegebenen  GleicbunMn 

^ar« -t- Äi;»^  +  Ca:'*-» +•...  + Äf  +  e  ==  0. 
Bekanntlich  iit  ^  ein»  gansa  rotionsle  algebniache  FuKtion  von    > 


weldie  nacfc  ).'4.  In  Beeng  auf 

«^    »'■  *' '  ■ "  a'    » 
Tou  «ten,  in  Bnng  auf 

E  £  5.       Jt  -S. 

Dom  Mten  Grad«  ut. ,  Als»  ist  offenbar  tt*^S  jedeneit  «ine  pnie 
rationale  algebraische  Fnaction  der  Coefficienten 

■         a,  b,  e,  d, .  .  ,p,  f ; 

y      A,B,C,D,...P,Q 
der  beiden  gegebenen  GleicbangeD,  nnd  das  Resnltat  der  Ellains- 
tion  TOI  M  auf  dlesfen  beiden  Gleicfanngen  ist  die  Gleiebnkg 

d«fen  «ilcr  Theil  ein«  gante  rationale  algehrMtche  Fanction  det 
CoCffieienleo  der  baid^n  gegebenen  Gleicbnngen  ist.     - 

■      .        ♦•  20'      ■ 
Wir  vollen  jelit  wieder  xn  den  beiden  zn  Anfange  betrachte- 
ten GleielraDgen 

ar- -I- «a^»-!  +  ia?""' -I- . ., .  +  P^ -H  y  ==  0, 

oder 

nrfichkchm,  ÜMleH  wir  avcb  sowohl  deM  Hrabol  2,  als  ancfa- 
tMna  übriren   in   %.  2.  gebrancbten  Symbolen   ihre  ihnen  dort  bci- 

f gelegten  Bedeutnngen  lucen.  Dies  to ran sgesetit,  hat  nnn  Csuchj 
n  den  E^ercices  d'Analjse  et  de  Pb;siqne  natb^inati- 
q»e.  T.  \.'f.  MO.  die  in  den  folgenden  Satse  MUgesprochene^  fitr 


:..;C  (Kitzle 
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4m  TheMie  d«r  Bimutiaa  afitebar  Ukhit  wiaMig«  Rig«McluA 
d«r  Function  S  iMwieien: 

Wenn  die  Coefficienteo 

m,  i,  a,.. . p,  v;  A,  B,  C,.'..fi  Q- 
f^snx  wDlkübrIiche  Gritaieo  und  «an  «inftvder  gani  hu- 
abbäDgtg  aikd;  so  kenn  die  ganse  rntloMtle  al|febr«i- 
■cbe  Fnnction  S  der  in  Eede  ateheid«v  Goeffieienten 
im  Allgemeinen  und  algebraiicb  nie  in^  zwet  PactorCD 
zerlegt  werden,  welche  beide  ganze  rationale  alge- 
braisch« VRDcirtfven  dt»tflr  CoafttcientaK  ti*^'> 

Beweil.    Wir  «olkn  cinaal  im  AUgeawinw    . 

■etxen,  und  wollen  annebaan,''  da«  di«  Facloren  2  und  S'  beide 
gaiise  rationale  algebraische  Functionen  der  Goeffieienten 

und.  Mitteilt  der  am  f.  3i.  bekannten  Fomeln  des  Newtoo'ichen 
Salzes  kann  man  die  beiJen  in  Rede  stehenden  FactMea'  als  ganfc 
rationaie  algebraiicbe  Pnnctioneu  der  Wurzeln 

anidrücken,  nnd  hat  dann  die  identische  Gleichung 

SS'^     («— )(.-l)(a-rt(«-').... 
X(/»~«)  (/»-»)(/>-/.)  (I»-')- •■•  • 

'  x(r-«)fr-i)fr-rt<c-')---- 


welche  all«  auch,  wenn  zwischen  den  Wuseln 
«1  f,r,  *,...;*,  l,/t,v, 


sewisse  Relationen  Statt  finden,  z.  B.  für  b=:x,  noch  RÜltijr  blei- 
ben muii.  Weil  dann  die  GrSiie  auf  der  rechten  Seite  dei  Uleich- 
hflitneicbeaa  in  Tantobeader  Sieichuaff  veracbwindet,  1»  aMi  ■■- 
ter  der  gemachten  Vcmuisetaang  nncb  die-  Cräue.  «of  dar  UnheB 
Seite  des  Gleichbeitsseichens,  d.  b.  es  muss  jederzeit  mindestens 
einer  der  beiden  Faoloren  des  Prodacti  Sy  fdr  a^*  verzcbwin- 
den.  ?tehinen  wir  luU),  um  die  Begtifie  xu  fiziren,  an,  dasa  dieser 
für  a  =  x  Tenchwindende  Factnr  der  erste  Pactar  2  dea  abigan- 
,  Products  lei,  lo  ist  derielbe  nacb  einem  bekannten  Satze,  wenn 
man  ihn  ak  Function  vaa  o  bätrachtet^  jederzeit  durch  a  — «  al- 
gebraisch obaa  Elut  Itatibar.  ftaf  der  aadcm  Seit«  kann  2*  ao- 
wobl  all  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Goeffi- 
eienten 

a,  k,  c,:.  .,p,qy 
all  aoeb  ak  eiM  gann  ratimnle  alg^raräche  Ftactiaa  .^ci*  6mC 
6«i«ienB 

A^B,  c;...j»  Q 

haM^tot  wwd«B^  u4  ist  MgHok  MVidd  •!■•  gann  nÜnMk 


c-.zcct^Cooglc 


slgebniache  synmetriBchemmcfteir  der  Wurzeln  o,  A,  y,  3,..., 
oUnoh  aJM  (ff^K  r«tioMde  alKBbfKwvlie  sjivastriaGh'e  Fnnction 
der  ffnneln  x,  L,  ff,  »,.....*>.  Dab«r  iat  £  nicht  blui  dptch 
dv  Binomium  a-rx,   aooderti  durch  jedes  nua   diesem  durcb  Ver- 

taniebuDr  von  a  nrit   einer'  der  Wurzeln  ß,  /,  6, und  durcb 

VertBamMg  vn  »  ait-  eine«  dtr  Wwxeltl  )•,■  (t,  », rieb  er- 

Sibende  Bina*ittH  «(f^braiach  obn»  Reab-Ihcilbü.  Weil  nun  aber 
a'B)M»aii«i,  mckke  awn  anP  dwH  Weiaa  erULIt,  ip-  AilgeBeiDeil 
ataatUKh  B*lcK  lioandtf  iui|^ick  aind,  ao  »um  IS  dardi  du  Pro- 
ijttt  tUsr  diucv  Binonien,  nimlkb  durcb'  dM  Prudnct 

(»-«)  io-X).  («-*.),  {«— *)  .... 

Xf?- »5' ((»-i)  &»-/*)  O»-^).... 


d.  h.  durch  die  GrAace  2^,  Blgebraifcb  o&ne  Rest  theHbar  aefn,  and 
wir  aind  clio,  indea  U  eine  ganze  rationBle  a^ebralwbe  Foutathin 

TOD 

o,  A  r,  *.■■-(",*.'/*.  n-..- 

bezdehDet, 

-  _S-^V2    ■  ,.      .         ■ 

zu  aetzen  berecbl%t:    IVoch  deai  Obigen  iat  aber 

welches  in  Verbindung  mit 'der  TorbefgcBentfeif  Gleichung  cu  dmr 
Gleicbnüg 


a»  A  r>  *..  .iJ  *,!,/*,»■,..,. 
der  Stelle  ganz  maweidentig  berforgebt,  dau  t^  und  7 
Grösaea,  i.  h.  tob  den  Warzeln 

«»Ay,  *,...i «,  a;  j*,  »■ 

der  Iwiden  gegebenen   Gleichungen,    und   fblglicÜ   aach  Ton   deren 
Coef&cienten 

ganz  nnnbhäugig  aind.    S^at  mk»  »lao 


Gleicbung-  bann  niotllch  mitteilt  der  au«  ^.  t.  bekannten  Formeln  dea 
Neitton'ccbeo  Satiei  al«  eiae  CBoie  lalioaale  algebraucbe  fanction 
ilrr  Summen  der  FolCDien  dcrWun^  der  Gleichung  ausgedrückt  wer- 
den, und  ist'  aUo  offenbar  immer  eine  gu»e  rationale  «Igcbraische 
agrminetriirtbig'Fnilcdim  dtt-  Wnttelai 


Dui.tizc-ctvGciogle 


■D  ist  der  eine  der  beiden  Factoron  S,  JP  miefc  de«  Vorhergelien- 
den  immer  eine  comtante,  i.  h,  von  den  CoefBcieaten 

a,  ö,  e,  d, . .'.;  A,  B,  C.  B, 

der  beiden  gegebcaeD  Gleicbnngen  ganx  anaUiingige  GrSHe,  wo- 
durch unser  Sst«  nnB  Affenbar  ToUatäDdig  bewiesen  ist. 

Dieser  Satx  Ut  für  die  Theorie  der  EliminatioD  jedenfalU,  nad 
inabesondere  deshalb  sehr  wichtig,  weil  dnrcb  denielben  doatlich 
nBchgPwiesen  wird,  d^as  man  durch  die  im  Obi^ea  gelehrte  adiSn«, 
die  Theorie  der  s)>m metrischen  Fnacfionen  vielfach  iD  Anspruch 
nehmende  Eliminationsmetbode  die  geanchte  Eodgleichung  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt^  d.  h.  im  Allpemeinen'iwaiiiKsteaa,  wenn  näm- 
lich iwiächen  den  Coefficienten  der  beiden  (^«gebenen  Gleicbnngen 
gar  keine  beennderen  Relationen  Statt  finden,  frei  von  nliea  in  ihr 
entbaltencD  fremdartigen  FactoMB  erhält, 

DasB  dies  sich  aber  nicht  mehr  behaupten  läist,  wenn  awiacbeii 
den  Coefficienten  der  Jiciden  gegebenen  Gleichungen  besondere 
RelatioDcn  Statt  finden,  aeigt  Cnuchy  an  dem  Falle,  wenn  die 
beiden  Gleicliungcn  des  aweiten  Gradea 

gegeben  sind,  auf  falgende  Art. 
Nach  f.  4.  ist  in  diesem  Falle 

2  =:(«'+■>«  + Ä)  ((»"  + ^1»  +  ff )■ 
Weil  DUO  aber  a  uai  ß  die  Wuncin  der  GleicbfUig  ,      ■ 

nnd,  M  bat  ««■  die  beiden  Gleicbnngen 

WS  denen  sich 

«>  =  — «H— «j  /J*^  — «|S  — *. 
folglich  «neb  dem  Obigen 

S=\{J~a)a-^B~i\\(A-a)ß-*^B'~H, 
oder  nach  gehöriger  Bntwickelung 

2=M-«)  |{^-«)o?  +  (ff-*)(«+(»)i  +  (ff-*)'    ■ 
crgiebt.    Weil  aber  nach  der  Theorie  der  GleicbuDgeo 

o(S  =  i,  «4-iS  =  — « 
ist,  so  ist,  wie  man  nach  leichter  Eatwickelong  fi|ide^ 

iiod  das  Reioltat  der  Elimination  von  a>  au  den  beiden  gegebenen 
Gleichungen  ist  folglich  die  Gleichung 

(^  -  fl)  ( J»  —  Ä«)  +  (ff  -  Ä)»  s=5  0. 

So  lange  nnn  zniicben  den  CoefBcienten  der  beiden  gegebenen 
Gleichungen  keine  besonderen  Relationen  Statt  finden,  lisat  sich  der 
erate   Theil  dieser  Gleichung  ücU  in  zwei  Facfatren   lerleges. 
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welcb«  gane  rotlonate  algebniiche  PoBctioiieD  der  Coefficisntett 
der  bciaen  ^(^ebeneD  Gleichungeo  aind.  Setzt  omn  aber  nur 
X.  B.  0  =  ^  =  0,  ao  daas  also 


die  beiden  gegebenea  Gleicbuagen  aiad,  lo  gelit  die  obige  Eiid- 
gieicbnag  ia  die  Gleicbaag 

Aber,  Blatt  welcher  man  also  einfacher 
Ä  — *  =  0 
■etzea  J^anu.  -  ■- 

Dn  diesen  Aufsots  über  die  Elimination  nicht  zu  sehr  anszu- 
dehnen,  müssen  wir  hierbei  sieben  bTeiben,  verweisen  aber  weiterer 
AuBführuBg  wegen  auf  ilie  Abhandinng  Caucby's,  auf  welche 
schon  oben  in  \,  20,  Bezug  genommen  worden  iijt. 


XXXI. 

lieber  Jacob  BernenUi's  Methode»   die  Bdhe 
der  Wolken  zu  bestimmen. 

Von 
dem   Herausgeber. 


Jacob  Beraanlli'«  Methode,  die  Höhe  der  Wolken  vx  he- 
Btiniaen  (Jaeobi  Bernouüi,  Baaileensis,  Opera.  Genevae. 
1744.  T.  1.  p.  33«.  —  Leliriiucb  der  Meteerotogie  Ton  L. 
P.  Kämtx.  Erster  Band.  Halle.  1831.  8.  38%),  welche  nnter 
allen  zn  diese«  Zweck  in  Vorschlag  gebrachten,  onr  eiaen  Be- 
obachter erforderadeo  Verfohningsarten  wohl  noch  zn  den  genaue- 
sten Resultaten  fuhren  dürfte,  besteht,  wie  hier  woht  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  kann,  darin,  dass  man  des  Abends  nach  dem 
Unternin^  der  Sana«  ia  dem  Homeot,  wo  etn  Punkt  einer  Wolke 
TOB   den  Strahlen   der  Sonne  eri^nohtet  «a  weiden  aufhört,  das 


■/„..vCaioa^Ic 


tuimat/t  mi  die  HSbe  •iiimm  Fnofct«*  der  Wolke  *U«t  %  w  wie 
mu-h  «Üe  Zeit  der  iBeobogUtniig  beat>»Bt,  und  üuhim  die  Lue  d<^ 
in  Rede  Btehenden  PDoktea  der  Wolke  in  Rume  -euf  dea  WlS^ 
der  RechnuDB' herleitet.  Die  tob  Jacob  Bernonlli  lelbst  b.  b.  D. 
gegebene  AnBöantif^  dteiee  fltf  die  MeteoMlogie  io  nebr^her  Be- 
liebnng  wichtigen  Problem!  '*)  icheiiit  mir  Tenilglich  deshalb 
»ebt  vBlIig''  streng  m  aeia,  weU  Beraoalli  die  Sonne  ek  einea  . 
Punkt  betracbtet,'  wbi  offeubBr  nur  bei  eiser  rehecn  AtniiUieni*f( 
cnlätsig'  ist,  und  möchte  Bxcb  in  eadsrer  BeiiebuDg  noch  Manches  , 
SD  wiiDBcben  Sbrig;  lusen,  -wodnrcb  icb  Teranlssst  worden  bin,  die 
folgeode  Auflöanog,  welche  ich,  weni^stena  in  «o  fern  mBO  auf  die 
KrümninDg,  welche  die  von  der  Saone  su  der  Wolke  ^langenden 
Strahlen  wegen  der  RefractioD  in  der- Atmoapbäre  erleiden,  beino 
Rücksicht  DiBBt"*^,  für  vfillig  streng;  halte,  aBfinsacfaen  und  in 
(Ueser  Zeitschrift  mitiutbeilea,  Gau  absichtlich  habe  Ich  für  jetst 
eine,  siis  dem  geomeiriBcheD  Gesichtspankte  hetracbtet,  Völlig 
strenge  Auflösuag  des  in  Rede  slebendea,  aqch  io  rein  mathemati- 
Rcher  Beziebang    mehrfaches    loteresBe    darbiäteadeD    Prebtems    xa 

febeo  versucht  Dbbb  diese  Auflösung  nicht  ganz  einfach  ausfallen 
oonte,  scheint  in  der  Natur  der  Aufgabe  lu  lieKen,  wenn  man 
nämlich  alle  bei  derselben  in  Betracht  Kommende  Umstände  gehö- 
rig beriicksigtigen  will.  Späterhin  hoffe  ich  in  einen  besondern 
Aufsätze  anf  dieselbe  znrÜcktnkewSieu,  na  zu  nntersncben,  ob  sich 
nicht,  wenn  man  aich  eine  oder  die  andere  nur  näbemngsweiie 
richtige  Voransietzung  gestattet,  einfachere,  also  hei  praktiscben 
Anwendungen  branchbsrere  und  bequemere  AuflitsungeD  geben  las- 
sen. Eben  so  denke  ich  dann  andere  cur  Beatimmnog  der  flöhe 
der  Wolken  vorgeschlagene^lethoden  einer  geo-iuem  ünlersnchung 
sn  unMrwerfen. 


in  da«  HoMM^  m'die  $ritl*ikm«  ein*!  Ponktev  4i«er 
Wolke  durch  die  Strahlen  der  Songe  röiJiK  avfzvbören  anfangt, 
befindet  sich  derselbe  offenbar  in  der  von  deb  StnÄten  der  Sonne 
gebildeten,  die  Sonne  und  die  für  jetzt  als  eine  Kogel  betrachtete 
Erde  f )  einhüllenden  Kegelfläcbe,  durch  welche  der  sogenannte 
Keraschatten  der  Erde  beatimmt  wird,  und  unmittelbar  nach  dem 
rölligen  Anfliören  der  Grlenobtung  tritt  der  in  Rede  stehende  Punkt 
der  Wolke  in  den  Kernscbatlen  der  Erde  hinein.  BeseichneD  wir 
nun  im  JManent  der  BeiahachtuDg  den  Mittelpunkt  der  Brde  durch 
^,  den  Mittelpunkt  der  Sonne  durch  B,  die  Spitze  der  in  Rede 
stehenden  einbilllenden  Kegelfläche  durch  C,  den  ran  den .  Seiten 
dieser  4(egelfiäche    mit  ihrer  Aie  an   der  Spitze  eingeocblossenen 


•  mm  «at  da*  He&aeli«B,  von  »rewBer  di«  seNifss 
(  wird.  Büduiclit  ;>u  nehne*  hat,  soll  w  $ehliUM 
Jling  gaielgt  wKden. 
••)  ML  8.  Käiuti  a.  a.  0. 

*")  Die  Berücksichcigunf^  dieser  Kriimmang  würde  Hie  Kenntniss  der 
'GleichuoA  dar  RefracticinscarTe  erfordern  und  Jednifatla  tn  dia  grfitate 
Weitfäufiglteit  f&faren.  - 

ft  Wie  auf  die  Übmldiimg  der  Bfd«  «ea  Air  Kagilgeitdt  Saeksiite  su 
Böhmen  1«,  wird  'weiter  utw  fnwgt  mtdok 
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Ätxek  'mtktH  Utk  4w^  €f,  »id  imnh\J,  mi  d,  4it>  biäin 
■k«G,  M  4eMD  TenectlT«  die  Krd«  und  £«  Soane  m  einer  U- 
,  litAiffea   Sefte   der'  «tBkaileaden   Keg^lfläcbe    beriibrt   werdM,    m 
hilwD  wir,  wie  wd  obie  Finr,  die  übrig:raB  arösnnr  Oeotlick- 
,    keit  w^geu   eni  Jeder  iieh   teieht  BBlliit  entweifta  koKB ,  Mgltieh 
•rbeHca  wird,  drä  ^eMen  foIii;eiideo  Oeialma^ca: 

'  ^^=^  *^=^Ä' 

BeieichoM  bbb  f  die  bm  den  Epheneriden  zu  entnehMende  EnU 
ferDooif  des  JHittelpiiDlita  der  Sonne  von  den  Hittelpunkte  der  Erde 
snr  Zeit  der  Beobächtnng,  und  ^  ilen  cbenfells  ans  den  Epheratri- 
den  SU  eitDehmendea ,  mi>  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ffeiebeDen 
■ckeinbarcD  HalbmeHser  der  Sonne  inr  Zeit  der  Beoba^tiing ,'  f 
aber  des  Halbmeiier  der  Erde;  so  ist  offenbar  ^0^^,'^^,  =r, 
^JB,  =f  ein  ^,  nnd  wir  erttdten  dabcr  nun  der  vorher  g;efnnde- 
UR  Cleichyag  unnttelbar  die  Gleicbimg 
p  —  p  sin  A 

■tec    =-'■, 

aus  der  neb  aogleicb 

;      1)  «n  <7=8in  i- ^.. 
oder,  wenn  nao  dea  Hülfswinket  Q  mhtelit  der  Formel 

2).i.  e=f 


ein  C=:iin  ^  —  sin  9,. 
d.  i.  nacb  einer  Ijckannten  gomometriacben  Formel 

'S)  sin   C=2sin  i{A  -  ®)  mb  i(A-l-^      .     ' 
ergebt,  nittebt  wdcber  Aaedrflcke  der  fiir  das  Folgende  wichtige 
W'Udid  C  oliae  Scbwieiigkeit  berecltpet  nerdea  koen. 

Hat  man  aber  den  Winkel  C,  so  findet  man  die  EatferDuaffen 
JP  and  BC  der  Spitze  der  eiabiUleodcn  Kegelfläcbe  von  den  Hit- 
telpiinkten  der  Erde  nnd  der.  Sonne  leicbt  mittelst  der  folgenden - 
'bm  4ffai  Milgen  sieh  nnrHittelbar  «rgebeaden  Formeln: 

..       ■      »•'■ 

Wir  w«lle»  ictst  ein  TechtwiaWligea  CoordinatenByitem  der 
jfy»  mnnebmei],  desien  Anfang  derlHittelgionkt  der  Krde  sein  boU. 
Die  Ebene  der  ^ry  sei  die  Ebene  des  Aequtora;  der  positive  Thdil 
der  Axe  der  ar  «ei  naeb  dem  FrUbliagspunkte  bin  gericbtet,  der 
positive  Tbeil  der  Axe  der  y  aber  werde  so  anffenomBien,  daaa 
man  licb,  um  von  dem  positiven  Theile  der  'Axe  der  vsdwab  Am 
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nebten  WiDkel  (rr^  >  hindiireli  '■■  den  poritina  Theil«  dar  Axs 
der  ff  xn  selaDgen,  dkIi  derielben  Biehbiii|f  bin  bewegen  nuHi 
Mcb  welcher  von  den  poBitireü  Tbeile  der  Axs  der  x  no  die 
Keclucenaionen   tod   0  liis  360°  gexttblt  «erden,   •■>  dnai  elso  der 

Ciiltive  Tbeil  der  Aie  der  y  dnrcb  den  nenwigiten  Grad  der 
ectucensionen  f^ebt;  der  poiiliTe  Theil  der  Axe  der  »  endlick 
liege  auf  der  nördlicliea  Seite  der  Ebene  des  Aequaton  oder  der 
Ebene  der  ^y. '  In  dieaem  Coordinatenej'Bteinft  siod,  wenn  a  und  8 
die  ans  den  Ephemerideo  zn  entDelimende  Rectasceniton  nnd  De- 
cliuatioD  der  Sonne  nur  Zeit  der  fieobacbtung  bezeiebnen,  nad  dna 
Symbol  ^  die.  ihm  im  Torigen  Paragraphen  beigelegte  Bedeutung 
beliäit,  offcnbaf 

d  Goi  a  cos  J, 
Q  sin  a  cos  8, 
q  äa  8 
die  Coordinaten  der  Sonne  xur  Zeit  der  Be<)bacbtung. 
Sind  nun  überhaupt 

as^^M%,  ytsiNn 
die  Gleichungen    der    dtircb    die  Mittelpunkte   der  Sonne  nnd  der 
Erde  gesogenen   geraden  Linie   snr  2eit  der  Beobachtung;   so  hat 
man  zur  Bestimnnng  der  Constanten  M  und  N  offenbar  die  beiden 
Gleich  nngen 

H  cos  a  cos  8^Mq  ün  j, 
H  sin  B  cos  S^sNn  sin  8\ 
ans  denen  sich 

Jf=caB  a  cot  8,  JV=Bin  a  cot  8 
erfpebtj  nnd  die  Gleicbnogen  der  dnrch  die  Hittelpnnkte  der  Erde 
und   der  Sonne  gesogenen  ^raden   Linie  xur  Zeit  der  Baobaeb- 
tnng  im  Systeme  der  a:y%  sind  elao  nach  dem  Vorhergehenden 
5)  ^=»  cos  a  cot  J,  y  =  x  sin  a  cot  8. 
Die  Coordinnten    der  Spitze   C   der    einhüllenden   Kegetfläche 
Eur  Zeit  der  Beobachtung  seien  /*,  g^  h,  und  B  sei  die   aus  dem 
vorigen  Paragraphen  beknnntB  Entfernung   dieser  Spitze   vom  Hi^ 
telpankte  der  Erde;   so   ist  nach  dbn  Principien  der  aoalytwakev. 
Geometrie  bekanntlicb 

nnd  nach  den  Gleichungen  5)  bat  »an,  «eil  d>ß  <n  Rede  stehende 
Spitze  jederzeit  in  der ,  durch  die  Mittelpunkte  der  Rrde  und  der 
Sonne  gebenden  geraden  Linie  Hegt,  die  bddeo  Gleichungen 

f^k  cos  a  cot  <f,  g  =  ^  sin  a  cot  8. 
F&hrt  «an  dies  in  die  vorttergebende  Gleichung  eiOj  so  erhält  man 

(1  +  cos  a*  cot  J*  +  sin  «'  cot  S*^k'^s^B', 
also 

(1  +  cot  *»)*•=  Ä»  cosec*»  =  iP, 
nd  folglich 
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vo  aicli  nun  noch  fragt,  welches  Zeichen  nsn  sn  nebnen  hat, 
irorühflr  leicht  tut  folgende  Art  eine  bestimnte  'EDticheidonf^  ge- 
g;eben  'werden  kann. 

BeBcichneii  wir  die  dritte  Coordinnte  der  Sonn«  zur  Zeit  d«r 
Beolwchtnng  dufch  Z,  so  ist  nscb  des  Obigeo 

Z  =  9  sin  3, 
lud  fol^icit 


Weil  DUO  mber,  wie  logieich  in  die  Angin  fallen  wird,  A  Bnd  Z 
jederzeit  entgegengesetzte  Voneichen  baben,  Mod  —  stete  positi? 
ist,  so  Icmm  bloss  . 


sein,  d.  h.  man  muss  in  der  Gleichnng 

4  =  =b£Biii  J 
-  4u  jinter«  Vorzeichen,  Dehnen,  oder 

A=r  — fsin  3 
■  setzen.   . 

Verbindet  man  diese  Gleicbnng  mit  den  oben  gernndenen 
Glcicbungen 

f=A  cos  a  est  3,  g=h  sin  st  cot  <f j    ' 
SO  erhült  Bsn: 

1f=^—E  eos  a  cos  J, 
gs^  —  E  sin  a  cos  3, 
htsi  —  Enn  3; 

■itteht  welcher  Formeln  die  Coordioaten  /,  g,  k  der  Spitze  der 
einbauenden  Kegelfläcbe  in  Systene  der  xyx  sehr  leicht  berechnet 
werden  können. 

Hiernach  kann  nnn  die  Gleichung  der  einbnlleoden  KegelBiche 
in  Systeme  der  xy»  leicht  aaf  folgende  Art  gefunden  werden. 
Weil  jede  Seite  der  Kegeißäcfae  durch  ihre  Spitie  gehl,  so  sind 
nach  dem  Vorhergeheaden  nnd  den  Priocipien  der  analytischen 
Geometrie  die  allgeneinen  Gleichungen  einer  jeden  Seile 

•dw 

IKe  Gleichungen  der  Axe  der  KegelflXche  sind  nach  5) 
•»tax»  eot  «  cot  3,  ff  stau  aia  a  cot  3,     ■ 
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UDiI  weil  die  Spitxe  la  der  Ate  liegt,  «o  iat' 

•f=sii  coa  a  cot  J,  g^&  sin  u  cot  tf; 


sind  die  Gleichnn^eB  der  Aie  der  Kegei&Xelie.  Weil  nna  jede 
Seile  der  Kef  alfläobe  mit  der  Ax«  iv»  Mi  den  Obig«a  bekknitM 
Winkel  C  eiDScbliesit,  so  iit  oKch  den  Prlncipien  der  BnaljtiicheD 
Geometrie 

CO»  'C*  s;  - 
(IH 

cos  C  — (^^^,^4.j  t{x_/J»  +  (y-i)»+<._*J»l' 
Öder 

coa  c  —  £.|(;r_/).  +  (y_y).  +  (,_*).|> 
d.fc.  .  . 

7)  E>\{a^-/)^  +  {y~g)'~t.l»  —  *y\  coa  C» 

-  die  GleicbnoK  der  einhiillenden  Kef(elfl&cbe  im  iSfitene  der  Mry%, 
mit  deren  'IraDaforBation  «ad  etwaiges  Verein^Kkuo^  wir  mia 
jelit  niclit  weiter  beicbäftlgen  wollen. 

♦.  4.    , 

Der  Kürze  weren,  und  um  die  Begriffe  besser  zn  Gxiren,  wol. 
Jen  wir  im  Folgenoen  annehmen,  deaa  der  Beobachtiinraort  Jn  der 
DÖrdlicbcD  HSlfte  der  Rrdoberfläclie  liege,  wodurcli  der  AlliremeiBlieit 
der  Anflösnng  offieobBT  kein  Eintrnc  g:eschebeD  wird.  Cm  femer, 
ao  (iel  es  bler  tbunlich  ist,  auf  die  Abweichung  der  Gestalt  der 
Erde  von  der  Kugelgeatiik -Rihtksiefat  zn  tielimea,  werden  wir  Ttn 
jetzt  an  unter  r  immer  den  naeb  dem  Beobachtnogaorte  gezognen 
Erdhalbmeaaer  veratehen,  und  werden  apätarhjn  noch  besondera 
zeiren,  wie  die  Gröaae  dieaea  Halbmeasen  der  Erda  anf  di«  iriii^ 
^facnate  Weiae  berechnpt  werden  kann.  Die  aogeoannte  geooentri- 
aebe  Breite  des  Beobaebtoqgserts,  -d.  b.  den  neunzig  Grada  nicbt 
ä  berate  igen  den  Neigungawinkel  dea  nacb  dem  Beobachtungiort« 
gezogenen.  Erdbalbmessera  gegen  die  ffbene  des  Aeqnstora,  wolleii 
wir  durch  f  teaitcbaas,,  «nd  dorab  T  aoU  dia  i»  (Stunden  ouage- 
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4rürfc*e  .SternzeU  der  BeBhachtiiM  *)  iMMutkaet  wendeii.  Diu  ror- 
mtCmatst  sind,  wie  ao^ teidi  io  oie  iingeo  fttllen  «Ud, 

r  CO!  IST  CM  9, 

V  910  15  r  cos  %       . 

rna  y 
die  Coordinsten    dea  Beobdchtangsorts    im  Syatene    der  xy»  zur  . 
Zeit  der.  Beobacbtunr. 

Legt  aan  nun  (uircfa  de)i  Beab^btHDgurt  RltAnfani;  ein  den 
Sjateoie  der  xy%  paralleles  Coordinalenrnteni  der  x^f,»i,  se  hat 
■an  nacb  der  Ivel) r^  voa  der  VermodluDg  der  CeerdiaateD  die 
folgenden  ^«t  «Jigenein  gtlltig«n  Gieacbiugeo'i 

Ix^r  coB.  15T  cos  y  +  :r,, 
y  =  r  Bin   ISTco«  y  +  y,, 
«  =  r  fin  9)  +  >,. 
Ferner  Itge  man  darch  den  Beobachtangaort  als  Anfang  ein  sweit» 
reditwinkliges    CoordinateoByatem   4er    :r,y,«,.      Die    Kbeoe    der 
^3pi  'oll    mit  der  Rbene  der  a;,if,  zuiammeDfallea.     Der  positive 
T-tiMl  der  Ase  der  se^  aei  dar  in  der  aüdlicbien  Hälft«  dea  Buridiana 
Uegeode  HaUinicaaer  dea  Kreises,  in  welchen  die  SuhäTe  tan  der 
Ebene  der  ^,y,  geacLniiten  wird;  der  pMitive  Tiieil  der  Axe  der  y^, 
werde  ao  angenomaieD,  dass  nan  aicb,  um  Ton  dem  positiven  Tbeile 
der  Aie  der  x^  durcli  den  rechten  Winke)  (.2:,^,)  hindnrch  cn  deai 

EoBitiven  Theile  der  Axe  der  y,  lu  gelanMU,  nach  deraelben  Richtung 
in  bewegen  nuas,  nach  welcner  nan^icn  bewegen  naaa,  um  von  den 
EoaitiTen  Theile  der  Ase  der  x,  durch  den  rechten  Winkel  (^1^1 1 
indnrch  zu  dem  poditivea  Tbeile  der  Axe  der  y,  xn^etuigeD)  dar 
Soaitive  Theil  der  Axe  der  x,  fUle  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
er  X,  suaammeD.  Dies  Tarauageaetit,  bat  man  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandhmg  der  Ceordinnten  die  folgenden  Gleichungen: 

1JC,  =:ar,  cos  IST— y,  ain  IST, 
y,  ==x,  ain  loT+y,  coa  15  jT, 
X,  =x,. 
Endlich  lege  nan  durch  den  Beobacfatungaort  als  Anfang  noch  ' 
«in    dritlee   reohtwinkllge«    Co  erdin  steaayMem   4er   jv,y,x^      Die 
.  Ebene  der  x,tf,   afi^  die  Ebene  des  Honconts  4es  JBeobechtnnKi- 
~  ~    "    '    .  ^,e  der  X,  sei  der  in  der  audlicnen 

t  Hatbitesaer  dea'H«rixonta;  der  posi- 
verde  a«  angen«nnen,  daas  man  aich^  ~ 
um  von  den  positiven  T'beile  der  Axe  der  x,  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  {x,y^)  hindnrch  lu  den  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
y,  en  gelsogeni  nach  deraelhea  flicbtmw;  h\m  Jbewagen  mvm,  ihmA 
welcher  «on  dem  in  der  aUlichen  Hälfte  dea  Meridians  liegenden 
Balbnesier  des  Harizonta  an  die  Aainuthe  von  0  bis  360°  gexählt 
werden,  w«bci  wir  ntgleicl  IsatneUnn  «oHen,  daaa  die  Aainuthe 
von   den   in  Rede   RteEeuden  Halhnpowr   des  Bori^onta  an  nach 


•)  NatniUcb  flWt  de«  Beaba«iituigMrta. 


Ifie  dea  Heridiana- biegende  Hatbiteaaer  dea'H< 
e  Theil  der  Axe  ^V,  werde  a«  angen«nn 
von   den  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x,  t 
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Osten  bin  von  0  bis  360*  eezähit  werden  lollen;  ifer  poiitireTbafl 
der  Ase  der  x,  lei  vom  BeobacfatnogBorte  nncb  Beinen  ZeniA  hin- 
Eericblet.  Dies  vosABBgeietzt  ist  nun,  «ena  wir  diePoIböbe  d«a 
BeobachtoDgaarti  dnrcb  a,  und  die  von  den.  paaitiven'  Theüen  der 
Axen  der^,tf,x,  nnd  x,y,x^  eingescIiloBsenen,  180°  nicbt  aber- 
stelKenden  Winliel  auf  die  ans  der  soalytiacbea  Geometrie  bia- 
reit^end  bekannte  Weise  beieichoen,  wie  mittelst  einer  eiofocben 
Betrachtnng  leicbt  erbellen  wird; 

{»,x,)  =  Wy  —  iä,  (»,y,)=W,  («,»,)  =00«— wj 

nnd  fslglicb  nscb  der  Lebre  vod  der  Venrandlnng  der  Coordi- 
naten: 

!:r,  :=.«■(.  tln  <»  +  >■  CM  U, 
a,^  — X,  cos  (u-f-x,  sin  tu. 

Wir  wallen  nttn  mittelst  der  im  Vorbergcb enden  gefimdeneB 
GleicbungCD  x,y,x,  dnrcb  xjW  ansdricken.  Nscb  10)  ist  znvAi» 
drrst,  wie  leicbt  erbellet, 

X,  =£Xa   wn  III  — X,   cos  <K, 

x,^;r,  cos  u-f-4,  sin  tu. 
'   Nacb  9)  ist  «ber,  vl6  man  eben  so  leicbt  findet, 

ir,=      x,  cos  ISr+y;  sin  IST,    - 
y.^— «,  sin  15T+7,  cos  157*, 

nnd  folgiicb  wegep  des  Vorbei^ebenden 
'  x,^     "x,  sin  (u  cos  157*+^,  sio  ttf  sin  157* -r«,  cos  (o, 
y,=  — X,  «n  IKT-l-y.  cos  IST, 

«,E^      :r,  coa  lü  GOi  IST+y,  cos  oi  sia  IST+Xi  «b-w. 
Endlicb  ist  nacb  8) 

jc,  =  — r  cos  !p  cos  IBT'+iT, 
y,  =  —  r  cot  9  lin  MT+jf, 
X,  =  — r  sin  jp  +  xj 
vnd  folglicb  BB(;h  dem  Vorhergebe nden 

~  x^^  —  r  cos  gi  sin  tu  cos  157"  +  .a:  sio  ta  cos  157* 

—  r  cos  y  sin  (ü  sin  lK7^  +  y  sin  u  um  157 
+  r  Bio  ^  cos  Vi   '  —  «  cos  u, 

y,=     r  coggi  sin  15TcosI5T— «  sin  IST 

—  r  coi  9  lin  IST  cot  lST<4-y  cm  UT, 
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S  —  r  «Ol  y,coa  «>  CM  JST*-|-<v  c«b  u  coi  157 
—  r  eoi  y  cos  (u  »in  157"  +  y  coi  tu  lin.lST 


!;r,=     »■■iii(5(— toj)+a:Binwco«15r-+-y«iiWBinl57'— *CMW, 
y,=-ir  «in  157*+ir "» IST,^  . 

»,==— rcoa(9t— w)+a:coBuco«15r-|-yco««t«iil5T-|-;aMWi 
oder  encb,  etwa'  grauerer  ^ypiinelrie  wegen: 

|ar,= —  r  sin  [ta—y)-\-a;  nd  u  coa  15  T+y  «n  u  sin  IST—»  coilK, 
y,^— a?  «in  15T-+-y  coalST, 
x,^— rcos((o— 9))+:rcosaiGOslS7'--|-ycasusiDl5T+XBiiiu>. 
Dm  Aziagth  und  die  Höhe  der  Wolke  seien  X  nnd  ju,  so  sind,  wie 
leicht  erhellen  wird;  die  Gleichnngeo  der  von  den  Beobscbtaags- 
'  orte  D«cb'  der  Wolke  gexogeneD   genden  Linie  in  Sjatene  der 

13)  x,=*,  coa  X  cot  ft,  y,  =:s,  sin  Jl  cot  /«^ 
und  die  GieichuDgea  dieser  Linie  in.Systene  der  .ryx  aind  folg- 
lich .nach  12} 

— r  «ii(it> — 9)+.2T  sin  it>  cos  15T-+-y  iin  0)  sfn  IST—*  coi  w 
=?{ — r  cos (10—91)4-^  cos (ü  cos  15T+y  coatu  un  IST 

-i-M  ain  <o|  cos  i  cot  /•, 
— a:  ain  15T+y  cos  IST 
-^1 — r  coa{(D— f>-(-;r  coiiü  eos  IST+ycoaw  ria  IST 

+  «  Bin  <tf|  IIB  1  cot  /*; 
oder,  uKe  nso  leicht  findet, 

cos  ISTX^iB  <"  T-  cos  Q*  COI  >l  cot  ft)a!  > 

+  BiB  ISTtiin  w —  coi  (o  cos  X  cot  /*)y 

—  (cos  U-t-BID  ld,COS  1  cot  /t)3l 

.^rlaia  {w  —  9))  — coi  (u-— 91)  coa  X  cot  ^j) 

—  (sin  15T+c<»a  15T  coi  o»  ein  1  cot  ii)x    . 
-Hcos  I5T—  sin  IST  coa  to  ain  X  cot  ^)y 

—  X  rio  (ü  ein  1  cot  f* 

-     =3— r  COI  (w  —  ge)  ain  jI  cot  ^ 
Bflrecbnet  nan'  zwei  Hnirswinkel  F  nnd  6  mittelst  der  Fornaln 
(t«ng  /"ssicoi  X  cot  /»,  I 

(tang  ff=coB  uain  1  cot  f»; 
■o  «Aalten  die  Torbeq^bendeo  GleicbMigen  d;ei;  von  den  BcobMlk 
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tnngaorte  naeh  der  Wolke  gntogene»  g«ni^a  Ljbie'  hn  Sjiteme 
der  >r^  4i«  Calgend«  €e>t»lt: 

■  «M  ISrain  f<B  — f)  „   .    wn  Igr  wit  (»-.f)         mw(«,-F) 
crtif  "^^"^  iSTP T.y— .    «.  f     * 

__     «in  (n>  —  y  — ;  f) 
;  ~  *■  CO»  J  ' 

tarr  "^  t"  — y)  teng  C 
öder ' 

lo!  cot  ISTsin  (u-if)+yiin  ISTrin  {io~F)—»  coi  (u— /*) 
1    .  =f-iio  (w  — y  — /*), 

W  00«  (II  an  (lST+9)— y  eo«  w  CM  (I5T+C)+«  »n  <•<  «■  <? 
f  =r  eoe  (w  — ,f)  sfa  •<?. 

Unter  dieser  Forv  kum  mMa  die  beiden  Gleichimgen  daryon  dem 
BeobachtnD^Horte  nach  der  Wolke  gesogeDen  g^eradeu  Lini^  aebr 
leicht  nnmerisch  entwickeln. 

■»•'•. 

Der  Ort  der' Wolke  im  Räume  wi'rd  offenbar  dorcft  die  Puoite 
bwtlaiDt,  in  danen  die  eiDhüllende  Kegelfläche  von  der  von  den 
Beobachtaogaorle  nach  der  Wulke  gCKagenen-  geraden  Linie  ge- 
BchniUen  wird,  und  wir  haben  alio,  webn  durch  x,  j/,  »  die  Coor- 
dinaten  der  Wolke  w  dcv  Sjateme  der  ity%  haceieknet  werdest 
nach  7)  und  lö)  die  drei  folgenden  Gleichnngen  znr  BestimmU'ng 
der  in  Rede  stehenden  Coordinaten: 

'^K*-/J^  +  (jf-«)'-|-(»--iri  ooa  O 

coa  ISrain  (w— TJ+y  siD  lürain  {<ü— /)— *'coB  (lö— ^ 
=  r  Bin  ((«  —  51  —  /% 
l^rcoaftfsinCIST+O) — y  coBaico8(15T+C)+a  ainw  «inO 
.  :^  r  cos  («I  —  Jp)  Bin  G. 


-16) 


(i?=— /coa  ISraiD  (w  — JP)— ^  ata  ISVaia  fof— /") 
)  -^k  coa  (ta—F), 


ao   kännen   die  Torbergeb enden  Gleicbnngen  auch  anter  der  i 
genden  Form  geie|iriebe>  wer4eB: 


Dniitizt-ct/CdCli^lc 


l(f  — /)  cofl  ISr  lia  (bi— J»-.(y— f)  lin  KT  na  (w— ^) 

—  («  — Ä)  CM  (w  — /^ 

^Ä+r  lin  (tu  — f.  — F), 

l(ar—/).cOB  n>  »D  (157+<?)— (y— ^)  cos  lu  cos  (157+0) 

+  (:>  —  4)  liD  Ol  lin  €f 

^K-t-r  C(W  (w  —  9)  sin  <?;' 

nnd  dienen  nnter  dieser  Pana  mr  BestiteMmy  der  Grössen  3e—f^ 
y  —  g,  X  —  i,  BUS  denen,  sich  denn  Kucli  leicbt  die  Coordtiisteit 
te,  jr,  »  iribst  ergeben. 

DasB  man  sowohl  bei  dem  GTeb^ancbe  der  Gteichnng^  16),  sk^ 
ancli  wenn  msn  sieb  der  Gleichungen  18)  bedient,  auf  eine  qnudra' 
tisclie  Gleicbnng  jfcflibrt  wird,  und  dass  es  also-  in  ADfcemernen 
Bwej  Sjstene  von  WcHhen  der  Coordioaten  x,  y,  »  gieht,  fällt 
anf  der  Stelle  in  die  Augen,  so  wie  denn  sui^b  in  der  Tbst  di« 
einfaiillaiide  Kegelfläche  von  der  von  dem  BeobncbtunKtarte  nscli 
der  Wolke  gesogenen  geraden  Linie  im  AlIgemeineD  jederzeit  in 
Ewei  PuDkteo  seBcboitten  wird.  Daas  der  eine  dieter  beiden 
Punkte  immer  überj  der  andere  unter  dem  Horizonte  des  Beobach- 
tungsorts  liert,  erhellet  au£  der  Stelle  dorcb  eine  gtnz  «iofscbe 
sreometriscbe  Betrachtong,  und  es  ist  uns  also  hierin  zugleich  ein 
Criterinm  gegeben,  durch  das  entschisden  werden  kann,  welcbei 
der  beiden  ^steme  Ton  Wertben  der  CbardioateD  a:,  y,  m  für  die 
Coordinaten  der  Wolke  xu  nehmen  ist,  da  die  beobachtete  Wolke 
BBtiirlicIi  mmer  iber  dem  Horixonte  des  Beobacbtnogsorts  liegt. 
Cm  das  in  Rede  stebande  Crilerium  anwenden  zu  kiinoeD,  moss 
•'■  man  mittelst,  der  Formeln  12)  aus  den  ge&ndenen  Werlhen  der 
,  Goordinaten  ^,  y,  %  die  Coordinaten  x„  y„  %\  der  Wolke  in  dem 
Sjsteme  der  a:,ytX^  berecbnea,  durch  welche  zugleich  die  Lage 
der  Wolke  gegen  den  Horizont  und  Heridrsn  des  Beobachters  be- 
stimmt wird.  Immer  aler  bat  nwa  das  System  top  Wertheu  der 
^,  Vi  »  und  Xt,  y,i  X,  als  die  Coordinaten  der  Wolke  zu  be- 
"traebten,  welchem  ein  positiver  Werth  von  x,  eutsnricht,  wodurch 
■an  die  Lage  der  Wolke  im  Baume  immer  mit  völliger  Sicbakeit 
SB  bestimmen  im  Stande  ist. 

Hat  man  x,  y,  x  nnd  jVt,  y,,  »,  geftinden,  io  kann  man  anck 
die  Entfernungen  /I  und  Jt^  der  Wolke_von  dem  Hitlelpuakte  der 
Erde  und  vom  BeobachtuDgaorte  mittelst  der  aus  der  anatj'tiacben 
Geometrie  bekannten  Ftfrmeln 


19)  Ä±=l/x'  +  y»  +  »' 
nnd 

berechnep. 

Bfe  BereAnnflg  von  Jt  kawr  man  sieh  auf  folgaada  Art  er- 
leicbtem.  Man' mtM,  was  offenbar  verstaMM  iat,  nKtoH  {  Bndjp 
zwei  Bül&winkel-  baieiclMi^ 


■izcc  ..Google 


xs^A  tat  l  tia  x. 


mittelst  welcher  Formet   mso  ^  leijcfat  fioden   kanii.     Hat  bbh  aber 
£,  ao  ergiebt  sieb  x  niltelat  eUer  der  folffeadea  Farmeln: 

Die  Entrernung  Jt  findet  Ban  bieraiif  mitidst  eiiea  der  folg^den 

Anidräcke : 


—  sin  J  coa  jf ' 


Die  ÜebereinstimmDDg  der  darcfa  diese  verscbiedenei)  Formeln  ^- 
fnodcnen  Resultate  mit  einander  ist  ein  Criterinm  fSr  die  Ricfati^- 
keit  der  geführlen  Recbnung.  Deberhaupt  sind  dao  die  zur  Be- 
rechnung voB  /t^rfurderlicbcu  Ausdrücke: 

1.  ■      taDR?  =  -Ji 

2t)(       tong  j|:  =  — eos  E,  tMg  j|!=y.»iB  li 


\  CM  e  CM  ;(■         .     tili  I  CM  x'  sin  x 

Auf  äbnliche  Art  kann  idbd 

X,=It,   CDS  I,    COS  ^I) 

fft^=^t  sin  Si  eos  Xf 
x,=^B,  sin  X, 

aetxeo,    und    bat    dann  ,  nr   Berecbnupg    ?ob    Jt,    die   folgflndeu 
Formeln: 

/'■  —  ...{.«.;;,'   "•  —  ml..»/,"  "•  — mlJ:.• 
•  ».  e.  • 

Die  meiate  Scbwierigkeit  nacht  DstQrlieb  die  ABflSanog  der 
drei'  GleicboDgen  16)  oder  18)i  wobei  mau  aicb  iitdeia,  wie  ee  air 
adtciut,  xweckmäsBJg  anC  folgende  Art  verbaltan  kann. 

Zuvorderit  setze  mau  der  Kürze  wegea 


■  :,;...Coog['e 


und 
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KscM  157* dB  ((tf  — ^)  ^ 
|S=riD  IST  sin  (a  —  F) 

E^  —  cai  (w  —  if^ 
'2>^J7+r  WD  (w  — y  — F) 


24) 


-M) 


a'  =  eaa  u  md  (157'+  G) 
ffl'  =  — c»B  at  CO«  (IST-f- C) 
(E'  =  Biii  10  nn  O  . 

f2>'=Ä'+#- coi  (fti— y)  Bin  e: 
Dann  erlialten  die  Gleichnngen  IS)  folgende  Gestalt: 
{^t(^— /)■  +  (¥—*■)•  +  {*  — *)'!  "">•  C 

1  a'(;r -/) + »'(y  -  ^) + e'(»  - -i) = sy. 

Setsen  wir  nnn  aber 

IX  — /=  i"  cos  p  «©»  r 
Sf  —  g^P  ÜB  U.tma  r       ■ 
»  — A  =  /»sin  .F  ■ 

so  nefamen  die  vorsiehendcD  GleifboDgeo,  wie  man  leicLt'findet 
folgende  Geatult  an :  ' 

cos  Fr^g  sin  tf  cos.  V+A  ain   Fss^Ü  cos  C 
cos  F-+-S  sin   Fco»   F'+S-  sin    F)7»=© 
cos  r+  B'  sin  F  ces   F-h  g'  sin   r)J»=r®' 
und  ans  diesen  drei  GleichnDgeo  müssen  die  Gröuen,  P^  Ü,   V  ht- 
stimmt  werden. 

Aus  der  iweiten  und  dritten  Gleichavg  folgt 


(/  cos   U  coa 

87)  Ua  cos  U  c( 

'(«'  CO«  .P  c> 


r+4  ,i.  1* 

l'       «■™i;™('+la-,mi/c..  f^+ffÄ/k- 

Sr  0..  ü  CO.  F+8- Ä  P  oa.  (»if 

™  l>-  C" 

oder,  vcDD  wir  der  Kürze  wegen 

29)j®  =  gJS)'— ffl'Jj 

setien,  "     ' 

%  cos  Fcos  f+®  sin  F  cos   F+ß  sin  F=Oj 
TMIU.  ^  38 


..Google 


'\S.  CM    U  C 


nnd  wir  AabfB  aUo  jefat  zwUcfaen  -  des  bdiea  GrSracB  17  und   V 

die  xmi  folgenden  Gleicliiuig^eii : 

„  J/co»  U  w%  r+^ein  //  coa  F-f-Ä  «in  F=i±ff  cos  C, 

'\g  coB  <7co»  F+®  BiD  Ccoi  ^H-4>  Bio   F^Oj 
an*  denen  die  beiden  GrSuen  U  und   F  bestimmt  werden  mnsaen. 
Hst  man  /7  und  F,  so  findet  man  P  mittelst  einer  der  beiden  For> 
,  mein  38). 

Setzen  wir  der  Küne  wegen 

31)  <  =  ±£coB  C,  ,  . 

so  werden  die  beiden  Torbergebendw  Gleichungen 

7  CAS  V-\-  g  ein  U  cos  F+  h  »in  F=  *, 
i  r-f-®  ein  TcoB  F+^flitt  F=0. 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  e^ebt  aicb  auf  der  Stelle 

/  ww  V-t-g  ein  U- «— A  iln  F     ■ 

8  coa  ü^-i-  (S  «in  (/  *  lin  ^' 
«ttd  Iii«stts 

33).si.   ''— -t/^_;g  ,08  P+teß-i®)  «in TT 
Ferner  ergebt  licb  ans  den  Gldcbungen  32) 

0^  — Ag)  cos  Pens  F+{«-|>  — Ä@)  sin  &  coa  V=i^, 
Und  hierans 

34)  cos  ''=(/|,_4gj  «,s  //-(-(yj)-»®)  «nT 

Dnrcli  Verbindung  der  Gleichuagen  32)  nnd .  34)  erbUt  man 
aber  angenblicklicb  die  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grtisse  U 
wtbaltenda  Gleiebnng 

85)  *"!*•  + (5  cos  P+®  An  U)*\ 

=  i(/;E)-i(3J  cos  U+ig^-ifSi)  sin  v\*, 

ans  welcher  also  U  bestimmt  werden  mnis.  Hat  man  aber  U,  so 
findet  man  F  mhtdst  einer  der  beiden  Gleichungen  33]  nnd  34), 
oder  besser  mittelst  der  ans  denselben  sieb  unmittelbar  ergebenden 
Gleichung 

die  nan  aocb  nnter  der  liir  die  Recbnni^f  bequemeren  Form 

37)  taug  r=— I  cos  «7— I  sin  i7 

ichreiben  kann. 

Vorziiglicb  kommt  es  nnn  snf  die  Bestimmnog  der  Grösse  |7 
aas  der  Gleicbnng  3S)  an.  Diese  Gleicbvng  bringt  man  leicht  anf 
dia  Fom 


Dniitizt-ct.CoOt^lc, 


'») , 
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a»)  »=(■*■ 

+8|<"g(B-(/5-'*g)  (y*— iie)l  "■  Pcoi  e', 

oder,  weDil  der  Kürze  wegen 

(  «==••$'. 

8  =  i'g>-(/6 -<$)•, 

=  '•»"  — («*  —  *«)■, 

(  3! = i>g®  -  (/&  -  <S)  W  -  te) 

geletzt  wird,  enf  die  Ferai 

40)  K  +  t  eei  C  +  !DI  ein  t/>.|-29l  iim  Ccoe  [r=ft 

Belienetlich  iet  «ber    .  , 

■„       1  +  eoe  iU 
eoB  ff«Ä-2-5 , 

Ssin  17  MS  r=nii3£r} 

mnd  di4  »big«  Glfliehntig  ksno  lUher  onf  die  Poni 

41)S«4-?-*-W-t-(«  — TO)  co>3«r+2«iiBSFi=0 
febncbt  werden. '  um  uns  dieser  GleichuDg  1/ %tt  fceatiaaeU,  be- 
nolme  nw  den  HülEiwinkel  W  niUeht  der  Forael .  . 

42)  taug  W==^^, 
■o  ist  nscb  41) 

^'*'^^  +  tutgWa>9  2r+8in  aP;==0, 


"^    ^I       *" "    cos  fr"        ' 

und  folglicli 

43) jiB  (|y+8g)  =  -^'*j^'^"  awi  IT, 

Mittelst  weicher  Forae)  U  geümden  werden  kwn,  so  da»  niao 
jetst  nuere  Aufgabe  nis  rollatiildig'  «nfeelöat  zu  betrübten  iat, 
obgleich  über  dieielbe  qocb  Terschiedeae  Bemerkangen  an  macben 
sind,  aof  welche  wir  jedoch  erat  weiter  unten  iiaiunen  werden. 

-         ».7. 

ZnnScbat  kommt  ea  jetzt,  wahei  f.  4.  an  vergleicben  ist,  nach 

.    darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  nua  der  gegebenen  PolhShe  m  des 

BeobachtuDgaorts  dessen  geocentriaehe  Breite  $i,  oder  nmgekehrt 

Bia  der  geocentriacfaen  Itnitt  9  die  Polböbe  m,   nnd  wie  aoduin 

28' 


..Google 


■OB  w  Dod  w  der  nach  «lern  Beotwchtangsiirte  geiogeiie  Er<tbal{i- 
■euer  r  ^ntaden  werden  kftDD.  ■ 

Za  dem  Ende  nehmen  vir  die  durch  den  Beobach(ung;iort  nnd 
die  Erd&xe  gelegte  Heridianebene  alr  Ebene  der  rechtwinkligen 
X  Y  und  den  HitteliKinkt  der  Erde  als  Anfang  tUeier  Coordinaten 
an.'  Die  Axe  der  X  soll  die  Durcbschnittatinie  der  Ebene  der  X  Y 
mit  der  Ebene  des  Erdäquators,  nnd  die  Axe  der  T  soll  die  Erdaie 
sein.  Die  poaitiren  Theile  der  Axen  der  X  nnd  F  sollen,  was 
offenbar  verstattet  ist,  so  angenommen  werden,  daia  die  Coordina- 
ten des  Beobacbtungsorta  fo  dieaem  Systeme,  welche  wir  im  Fol- 
genden- dnrch  die  Symbole  X  nnd  Y  selbat  beieicfanen  wollen, 
beide  positiv  werden.  Diee  vorausgeaetit  haben  wir,  wenn  iler 
Halbnesser  des  Aeqnators  der  Erde  und  die  halbe  Grdax^  respective 
darch  a  nnd  6  beaeichnet  werden,  lurfirderst  die  folgeade  Gtei- 
cbung: 


«)  (f)'-H(T)* 


il. 


Ferner  ist  die  Gleichung  der  dnrefa  den  BeobacLtnnnort  anf  sei- 
nen elliptischen  Meridian  gesogenen  Nonaale  nscli  den  Principien 
der  böhem  Geometrie 

45)8- J'=-fJ(I-X), 

WO  die  veränderlichen  oder  sogenannten  Isofenden  Coordinaten  in 
dem    BBgenonunenen  Systeme    dnrch.  die  deutschen  ■Buehataben  X 

md  9  be^ichtiet  worden  sind,  und  der  Differenlialqnotient  -^ 
aUB  der  Gleichnng  44)  entwickelt  werden,  muas.  Weil  nun- be- 
kanntlich die  Poltöhe  |u  der  neunzig  Grade  nicht  übersteigende 
Neigungswinkel  der  durch  den  BeöbacLtungsort  gelegten  Normale 
'  des  Erdiphüroida  gegen  die  Ebene  des  Erdaqnators  ist,  nnd  die 
Coordinaten  X,  l^nach  der  oben  genachten  Voranisetznng  beide 
positiv  sind;  so  ist  nach  der  aus  der  anulytischen  Ceoiaetrie  be- 
kannte Theorie  der  geraden  Linie  in  der  Ebene  offenbar 

46)  lang  «  =  —^ 
'  Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

47)  (ang  iP  =  ^, 
und  nach  den,  Gleichungen  46)  nnd  47)  haben  wir  daher  die  Re- 


48) 


taog  Tl 


Differentiireu  vir  nun  die  Gleichung  44), 

r    dY  _  b» 
^■dJt—7?' 

und  folglich  nach  48) 

lovüüo;— *!. 

'  taue  M       «* ' 


.,C(iogIe 
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50]  Ung  91=1-]  taug  lu;  taug  w=;^  tang  p; 
oder,  wcdh  Bin  di«  aogenaoBte  Abplattung 

■etit, 

H)  toDg  9i  =  (L— «)*  tMgw,  taiigw  =  j^j^. 

'    Der   oaeb   den  Beobacbtungsorte  gezogene  Brdradlai  r  kann 
nsn  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden,     ff  eil  nach  47) 

Y^  X  tang  y 
ist,  so  ist  naeb  41) 

und  fotl^ieb 


X'! 

.du,   Jf-                ""*' 

'  «OS  <,* 

!•  "''"  ^   — •'  ^  ," 

■  +  i».»,- 

Nm  tat  ab« 

fi 

■  =  X-+P  = 

=  X-(H-l.»«»')=X'  •«;•. 

Ako  in 

SS),-- 

a>A* 

a»       . 

«•«.,■  +  »• 

'  «o.»-'    '         l/«.,ln 

,■  +  »■...,■ 

Auch  iit 

«* 

""■»■+S"»»-' 

N>di  4«) 

iit  ob« 

«• 

""»  -         >".-»•  IT 

A'         tang  9        cos  • 
voi  fol);lich 

cos  9'+ 'S  ■in  y*  =  (cos  in  eoi  yH-B>n  w  lin  <f), 

d.  i. 

CM  5P'  -1-^  «D  y»  =f^  CO"  (w  —  ?>■ 
Alio  ist  nach  dea  Vorbergebendeo  offenbar 

55)  r  =  a\/  '""'  . 

•  »     cos  (OJ  —  ^)   CO!  9    > 

mitlelst  welcher  Formel   dtr   naeb  dem  Beobacbtunnorte  Resogene 
BfdÜilbmesier  r  inner  lebr  Idcbt  mit  Hülfe  der  Log«ril*aen  ani 


■izcc.vCtKlt^lc 


».  s. 

BcMcnr  Debenichtlichkeit  4ei  Gang«!  der  RechniiDg  w«g«n 
vollen  wir  nun  ddgIi  die  säBrntlicfaen  FaraelD,  welche  »aa  Itei 
der  AuifiilirDng  der  Rechnunif  in  AoTTcudaiiff  sn  bringen  faatj  hier 
xunnnenBtelleB ,  welche»  «ach  deabalb  notbweadig^  iit,  weil  wir 
■n  der  ohiren  AnflÖSDog  Doch  einige  nicht  nnwichtige  Bemerkun- 
gem  %a  m&Men  baben. 

Als  geraten  werden  die  folgenden  Groiaen  angenoaiHen: 
Der  Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  :=ia. 
Die  balbe  Brdaze  ^=6.  ' 

Die  Polhöhe  d«a  Beobachfnngaorta  mw. 
Dm  AsiiBittb  der  Wolke  =s  X. 
Die  BSbe  der  Wolke  ±=]U. 

Die  in  Stnoden  autsedriickte  Sternseit  der  Beobachtnw^s  7*. 
AuBserdeoi  niias  uc%  noch  die  geographiache  Läng«  des  Be-, 
obachtnngiorta  wenigatena  näbemngsifeise  bekannt  sein,  damit 
■an  am  den  Epheneriden  mit  der  erforderlichen  Schärfe  fSr  den 
Zütpnnkt  der  Beobachtung  miltelst  der  bekannten  latatpalatioBs- 
methoden  die  Beetbacensioa  a  und  die  Declinotian  d  der  Sonne^ 
ihren  aua  den  Hittelpankte  der  Etit  geiebenen  Bcheinbaren  Halb- 
messer ^,  and  ihre  Entfernung  ff  von  dem  Hittelpankte  der  Erde 
berechnen  kann. 

Nun  betediaa  buq  znerst  die  geocantriache  Breit«  y  des  Be- 
obacbtungiorti  mittelst  der  Formel 

tang  ff^zj  t^K  •"» 
oder  mit  Hülfe  der  Abplattung 


mittelst  der  Formel 

taag  9i  =  (l  — p)»  lang  w. 

Hierauf  suche    man   den    nach   dem  Beobacbtungsorte  gesogenen 
Brdrodiua  r  mittelst  der  Formel 

r  coa  (w  — y>  CO«  y 
Dann  berechne  man  den  Hülfawiokel  l9  milteUt  der  Formel 

sin  0  =  — , 


sin  C=z%  ito  i(A  — 9)  cpa  j(A  +  9) 


..Codgle 


DXtlB  BUB  JB  Folffe  der  KiDiicbtnagf  der  ^b«H«riden  ans  detuel- 
ben  nicbt  die  EDlierniing  n  der  Sonna  tok  den  Hittelpnnkte  der 
Erd«,  svndQm  die  Bo^nsnDte  Horisontiilparallaxe  H  der  Sonoe 
witer-deiB  Aequator  ^dohiwii,  io  \r'in 

ünn=j,  all»  9  =  ^n' 

RBd  fflglicb  der  Haiftwiokel  S  «itteltt  der  ForMl 

tu  berechnen. 

Nnii  berediDe  a«B  lusScbit  die  Coordiaatei  /,  g,  h  mitteilt 
der  Formeln 

/:=  — JB  COB  «  COR  8, 
g^  —  E  sin  a  coe  3, 

und  die  Hniftwinkcl  F  nnd  O  nittelBt  der  ForvelB. 

t«Bg  /*  ^  COB  X  tot  I*, 

ten^r  G  =£  oo«  tu  b}d  A  cet  f*. 
Dann  nebe  m»\  Ayt  BfllbgrSuen  S,  9.  i^  S  wticlit  der  Forael« 

%=s      cos  157rin  (u  — /*), 

8^      ain  ISTein  ((■>  — /*), 

C  =  — COB  (w  —  Jf), 

«=      .iB(o.,-SP-lf)i 
ond  die  BBIbgrasaen  Q',  9',  S',  Ip  nitteUt  der  FnrmelB 

a'==      COB  u  Bin  (t5T+  ff), 

»'=s  — COB  (0  cos  {\fiT-^-G), 

d'^      Bin  u  Bin  O, 

<S^=      CO!  (u  —  jp)  sin  0; 
bieranf  die  BülfigrtiBBen  Z)  uad  D*  aittcist  der  Fonaela    '' 

«  = -/K  ^  g«  -  AB  +  rC, 
ly  =  -/«'- g»' -  A(E' +  r«-; 
daoB  die  HnlfBffrSBsen  %,  ®,  f)  mittelBt  der  Foraeln 

worauB  nan  mittelst  der  HölfBgrÖBSe 

iT=±E  CM   C 
ferner  die  Grttiwn  St,  8,  9B,  91  nittelat  der  ForMb 
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9)!=f'(9' — W— *@)", 

51 = cga -(/*-<»)  ('yii  -  *(8) 

findet,  bierbfli  aber  zu  bemerken  batf  «lau  jede  der  Gröiien  Jl,  8, 
Wl,  SR)  vean  anch  i  zwei  Wertbe  bat,   docb  nur   einen  Werth 
bat,  weil  in  den  Torberveb'enden  Ponneln  nar  i*  vorkoraiit.. 
Hierauf  Bliebt  man  den  HülfawiKkel  W  mitteilt  der  Farmel 

•■"5  W=^. 
nnil  daDD.  1/  mittelst  der  Formel 

Hill  (fT+Zp)  — -Hlt^t!?  C08  W. 

Bexeicbnet  nun  ß  den  Wertb  von   W+2U,  welcher,    abiolot  ge- 
nommen, am  kletnate»  iot,  so  ist  bekannilicb  entweder 

«der 

wo  A  jede  poaitive  oder   negative   ganxe  ZabI  bezeicbnen  kaoo,' 
und  fofglicb  entweder     ■ 

«der 

2U~{2Ji  +  l)^  —  (ä  +  W)i 
also  entweder 

U=:^ä  —  IV)  +  Jin 
oder 

V=s:\{it  —  Si  —  W)-^-Jtx: 
Folglicb  iit  entweder 

■in  t^={— 1)*  aia  HÜ  —  in, 
005  f/=(-l)*co.4(fi-W) 
oder 

MD  r=(— 1}*  sin  ■(»  — ß  —  W),    ■ 
Goa  U==  (-  l)*  C08  i(Ä  -  fl  ^  Wh 
also  nacb  den  Obigen  entweder 

,:,  * .;i8 ...  w->n-na  .i.  w-irii 

era-  F=  (- 1)»  .  (/j,_jj,  OT  j(i!_(fn.(,j_je)  dn  «a-»') 
ort«  .  ' 
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'   ^  ■■|8  m  »n-a-Wn-»  Jn  jl»-a-IF)| 

CO!  F=(— 1)*  -//f-Jj)  CO,  K„..ii_»^^(,$-iej  «««»-ß-ir)- 
Polglicb  ist  entwed«! 


CIM   £^  cos    F:= 

BIO    17  COB    K= 


i  CO«  ^fl— y) 


f/S-lJ)  CO"  {Ca-»l+(«l>-«8)  »u  KJ:-<r) 
i»  .in  <(a-)F) ^ 

fjg  cos  i(a—Tt)+®  ein  i(a— gpi 


„_     t|8  CO.  i(a-ff^)H-e  .ii.  «a-gpi 

' (/»-m  CO«  «a-Wj+CjS-J®)  lin  «a-Kl 


„       „_ .8.0.  Ka-a-lT) ■ 

COB  V  COB  »"— ^^_ig)  .o,i{n— a— W')+(«$>-*lö)  siü  i<J.-fl- (T)' 


bId  r  COB  r= 


».m)(.-a-lr) 


Iff-m  cosKi.-a-in+d!»-'®)  sinnti-a-»')" 

..  __         .|g  .0.  j(.-a-in-i-a  .» i(,-a-ini 

.Big   >■  — --(/j,_*j)  o„  4(,_a_»-)H.(,t_i9)  .m  a^n-a-irr 

Denkt  man  .ich  dub  dieae  Aasdräcke  in  die  aus  dam  Obi^n 
belunnten  An.driicke  von  P,  ndmiidi  in 


,    ■■        a  CO.  K  c«i  »-+8 

•iacr 

».  C+S  .L 

0»" 

a- 

^—V  cos  f/eo.  r^.»' 

«10  U 

CO.  r+r  ■ 

im  l> 

eiDgefnhi),  und  dann  die 

Prpdacte 

e  CO.  ü  cos 

F,   J>.BiB 

(7  c. 

la  r,  P  sin 

F, 

als  die  Wertke  .an 

^ 

-/.  y- 

«•.  »■ 

-Ä 

entwickelt,   lo  ist  klar,   das*  die  Gräase  *  ^ans  aus  der  ßecbDiiDg 
herauifiUlt,  und  ■»&  daber  fiir  jede  der  Difierensea 


Bisherigen  mit  völlinr  DeatlichEeit.  dasi  mau  für  U  bloia  die  bei- 
den Werthe  {{Ü  —  W)  und  \{7t~ä  —  W),  oder  dau  man  bloM 

m  letMD  braucht. 

Bat  um  U,  m  findet  nun   V  «■  leichteiten  isittelat  der  aua 
den  Obigen  bekannten  Fome) 

fang  f  =  ,—4- CM  D"— ^  «j»  K 
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lit  V  der  Wwtb  TOB  F,  wdekar,  sholat  gcDomMen,  ■■  Uein- 
■tM  iat,  ao  ist  beksantlicb  kllgMieii. 

wo  Jk  jede  positire   »der  iiegkti*e   g&nze  Zahl   kih   lurno,   and 

folglicli 

■in  r=(— 1)*  «in  *P,  cos  r=(— 1)*  coa  «P; 
wonna  atsa  sieht,  data  die,  geraden  und  nngeraden  WerÜien  von 
£  entaprecbenden  Werthe  von  lin  F  nnd  coa  V  immer  entgegen- 
'  geietate  Vorxeicben  haben.  Oh  dbb  nan  für  i  eine  gerade  oder 
nngerade,  übrigena  an  aich  villkührliche,  ganie  Zabl  aetcen  niua, 
ist  nach  den  Voneipben  eo  beurtheilev,  welche  ain  V  nnfl  ens  F 
zufolge  der  am  dem  Obigen  bekannten  Formeln 
,i„   F_  »(8ccaI/+gainP) 

am   »^— —  (/^_4g)  CO»  ü+iii>~m)  «n  V> 


coa  F=r 


~ifi>-*S)  CO»  f/-l-te5  — *»>  sin  17 
haben  Kinasen.  Weil  man  aber  nach  dem  yoriierg^faenden  bekannt- 
lich aowoij  i-=iE  cos  C,  als  aach  ■  =  —  £  cus  C  setzen  kann, 
es  aber  aach  gsna  gleichgültig  ist,  welche«  von  beiden  man  thnt, 
da  i  am  Ende  ans  der  Eecfanung  gani  Lerauafällt,  so  kann  man 
offenbar  immtir 

setien. 

Hat  man  anf  diese  Weite  auch  F  gefunden,  bo  bereehne  man 
P  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

,      „_^ O 

■^— «tos  £/cos  f-i-esm  t/cosf-t-«wiir' 

„_' ©L_ ^. 

■^ — r  coa  P  cos  F-»-«^  sin  U  cos  F+ff  sin  F' 
nnd  hierauf  die  Differenzen  a:-~f,  y~<gi  x  —  h  mittelst  der  For- 
meln ^ 

:r— /=7»co8  t^co»  F. 

y~g  =  P  sin   Pcos    F, 

»  — Ä=:i»sinF( 
oder  die  Coordioaten  :r,  p,  x  mittelst  der  Formeln 
jr=/-4-7*C08  f/^cos  F, 

y=^-Hi*sio  fco«   F, 

JS=:=^  +  i'Bin   F. 
Dann  berechne  man  a:,,  y,,  x,  mittelst  der  Fornrin 
Xt'=—r  sin  {ia—^)+a!  sind)  cos  15  7H^  sin  tu  sin  IST—«  cos  es, 
y,=  — iF  ain  15T-|-y  cos  IST, 
x,=  — r  GOs(w— sp)+«  cOBÖicoil5T-|-ycdi««nl5T-HxHiiw; 
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und  Iwbalte  blou  dsajeDige  iw  beidsn  Sjitoae  vos  x,  y,  x  und 
^19  yii  *i  bei,  welchem  tan  poiitiTSr  Werth  tob  x,  eotipricbt. 

Nnn  berechne  man  endiich  noch  Jt  ond  A,  nittebt  der  F»r> 
■ein 

ind 


».  9. 

Will  man  die  f^emesune  ASbe  der  Wolke  von  der  Strshlen- 
brecban^  befVeien,  ao  muu  man,  wie  bier  aas  der  Lebre  t od  der 
terreatnicbeti  Sefraction,  die  doch*)  bei  nnierBt  Problem  jedentallB 
1d  Anwendnog;  zu  brinren  ist,  eis  beknnnt  Tornuig^esefzt  werden 
IcaDD ,  die  horizontale  Eotfernun^  der  Wolke  von  den  Beobacb- 
tnof^sorte  wenigstem  nähernnffs weise  kennen.  Cm  daber  im  Stsode 
zn  sein,  die  Keiraction  In  RechnuDg  zu  bringen,  kann  nnn  nnr  bd 
verfebreu,  du  man  nach  der  in  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Anleitung  zuent  mit  der  uncorrigirten  Höbe  der  Wolke  deren 
Coordinaten  ^,,  jf„  »,  berechnet,  und  darana  die  horizontale  Bnt 
femung 

wo  das  aber«  oder  natere  Zeichen  genommeu  werden  muu,  jenacb- 
dem  der  Bmcfa  -  -i-  eine  positive  oder  eine  negative  GrSaie  ist, 
'der  Wolka  von  dem  Beobacbtnngaorte  herleitet,  dann  die  geaiea- 
aene  Höhe  auf  die  ans  der  Geodäsie  hinreichend  bekannte  Weis« 
mit  Hülfe  des  bekannten  Coefficienten  der  terrestiUcben  Refraclioa 
wef^en  der  Strahl enfareebnng  corrigirt,  und  hierauf  nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  gegebenen  Anleitung  mit  der  corrigirten  HSfae 
der  Wolke  deren  Coordinaten  von  Neuem  berechnet,  wobei  wohl 
kaum  noch  beseoden  bemerkt  zn  .werden  braucht,  dass  man  dieses 
TerEabrea  nach  der  bekannten  Hetbode  der  snccetsiven  Nibernngen 
beliebig  oft  wiederholen  oder  beliebig  weit  fortsetzen  kann. 

*)  Nicht  die  tutronomiseba  Rcfraotien. 
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XXXII. 

Aufgaben,  über  das  Maximum  und  Minimum. 


Herrn  L.  Mossbrugger 
Lehrer  der  Hadieiiiatik  an  der  Cantonischiile  la  Aarau. 


Ea  ist  eio  rlionbiiolieiOcIaeder  gegeben:  es  soll  das 
grösste  dreiacliaigG  RIlipeuid  io  dssselbe  beschriebea 
werden. 

E>  sei  ABCDEF  (Taf.  V.  Fig.  1.)  das  gegehece  OcU^er; 
Dehnen  wir  seine  drei  Dtagonulea  AC,  BD,  EF  respective  als 
Acbsen  der  3S,  y  and  s,  ihren  Durcbscbnift  U  zum  Caardinatenaii- 
fang,  und  seUen  AC=2a,  BD:=::zU,  BF^ic;  so  erhalten  wir 
für  die  Gleichungen  seiner  Seitenflächen  folgende: 


Di«  GleiGhnpg  der  Fläche  ABB  ist:  a:=      '^""T  ~  "« 

-  -     -         -  ADE  „  %=      cH-f  —  ^ 

-  CDB  „  x=      c^^-i-  — 

-  _           -         _  BCE  „  »=      c-?-l-^ 

-  ABF  ,,  «  =  -e+f+^ 

-  -           ..        -  ABF  „  .=._.-f+H 

-  ^  CBF  „  ,  =  -<,_f -^ 

-         ,  «CF  „  »  =  -«  +  ?-? 


•1) 
•S) 
•») 
••) 
.5) 
■6) 


>«;  -a^ii  ?><  *ii  -1^*1  r/i<  i*!;  ^i-  ^t.  »?;  >v,,  y,,  k,  die  Coordi- 
naten  der  ltertHiriin)[s punkte  des  Bttjpsoids  mit  den  respectiTen  Sei- 
lenBächen  ABE,  CDF,  ADE  BCF,  CDE,  ABF,  BCE,  ADF% 
sO'haben  wir  folgende  Bedingiugsglu^nngen: 
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«  — »,  =  --|-{y— y,)— ^(*  — ^,)  \ 

* — «.  =    X  (y— y')+  f-  (^— ^.)  [ 

»  —  «,  =  -y<y-y,)+-J  (*-«,) 

»—».=—-f-(y-!'.)+^ ('«—*.)  , 
Aiu  dieaeo  folgt  aber,  iua: 

*i^,— *»)    yi  =  —  y»i    »i=  — «1 

^^1  =  — «„  y,r=  — y„  »,  =      *^;V....10) 

aT,:?=      ar„  y,  ^      y,,  »,=—'; 

iV,  ^- — ar,,  y,  s=  —  y,,  x,  = 

jt,  =      JC,,  y,^— "y,,  »,.=  — 

Schott  a»  ^Kflin  GleicbaDffen  snischev  A«u  CoonI)B>t«it  jder  Bc 
räbrnv^pankte  können  wir  sebliesien,    Aasa  der  Mittelpunkt  des. 
EIlipsoidB  im  CoordiDttteu-ADfaDg  O  lie^t;  wir  woTlcQ  jedoch  die- 
gei  eenan  nnf  rein  ankljtisckeB  IVege  DBchweisen.      -  ' 
fis  Bei  nämlicb; 

^»>  +  jffy>  +  C«*  +  %J'xy+  iB'jist  ■+.  2Cyt  1 


..U 


*-Z'=(^-X')^)  +  (y-r)(|)....12) 

wo  X',  Y,  Z'  ütt  CoordioateD  de«  BtrährangipunktM  liad.     Wir 
-finden  aiier 

Soll  DDB  die  erile  der  Ebenen  in  9.  (also  die  Bbens  ABE)  du 
Ellipioid  in  Punkte  ^,,  y,.  x,  berühren,  so  bims  Jene  Gleichung 
■it  der.»  12.  idnitisek  seia,  ikbb  wir  in-di^n  die  soeben  ge- 
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fündenen  Werthe  von  (^)  und  (^)  einfsfareD,  lud  aUdsnn  statt 
X,  y,  K  die  Coordinaten  ^,,  y,,  x.  des  Berfihrnngipiiiiktes  Mixen; 
dadoreh  erhaiten  wir  sber: 
,  e  : Jyi  +  >fj,-t-Cii,-Hg"     c^ Cr^-t-'^yi  +  JTs,  -t-C 

«der,  wie  sicli  hieraus  leicht  ergiebt, 

(Ä-c— ^'*>r,-HC'c— Ä*)y.-H^c— C"Ä)«,+-rc— ß^fc=0 ...  13) 

EbeoBo  erhalten  wir  mittelst  der  übrigen  Gleichnngeb  in  9.,  wenn 
wir  die  io  10.  gefnndeneii  GleidmngeD  zwischen  «i,  y,,  x^\ 
^]>  Vai  *i  o-  >■  IT-  beröckaichtigen; 

(Ä'^^'Ä)^,-HCr— Ä%,+(^c— C"i)a.— (-^c— jr*)=0.„15) 

— {Ä'o+-^i);r,-K  C*(r-|-Ä%,  — {^(H-Ä**)* ,  +^fl+Ä^feJ)  „1 9) 

— (Ä'c— <7«)af  ,-H  Cc— ^»)y,— {^c— ^«)a  .H-^o—  ^-«=0  ...20) 

— ( Ä'(H-,/'«).r ,— {  Cc-|-ffÄ)y.H-(^<H-«^'i)«.+-'^«H-irÄ=0...2I) 

— (Ä'<>+-  C«)ä  ,— (Co|-^«)3',+(^(H-Ä'«)»  ,-f-^'e4-<7'«=fl  ...22) 

(a'(H-^Ä>r  ,-H(  C'e-\'Bl)y,—{Äc-^  C*)*  ,M-^'c-f-Ä"i=0„23) 

(/r<H-C«);r,H-(C€v|-^'«)y,— (^^jy«)*.+^*',H-C"<fc=0„.24) 

— (Ä'c  — if «)«,H-(  Cc— Ä%,-H^c— C*)*,  -f-^c— Ä"A=0  ...25) 

— {Ä-oi-G»)*,  -K  Co-f-^'«)y.H~(..<e+jB'«)«  ,+.^c~C*=0_.2fl) 

(Ä-c— ^i)a:,-^C'<;— S%,— (^c— rÄ)x,-H^e— Ä"*==0...27) 

Ali  13.  14.  1&.  16.  folgt: 

Dieses  in  17.  tmd  19. .  eingeführt,  sMoDm  beide  Gleichnngen  addirt> 
gieht! 

Dieser  Gleichung  kann  aber  nur  für  ^"=0  Geoiige  geleistet  wer-  * 
den,  mithin  ist  auch,  iff"  =  0,   C'^O. 

Aus'  den  nämlichen  Gleichungen  17.  und  19.  erhalten  wir  auch, 
Bit  Berücksichtigung  der  soeben  gefundenen  Werthe  voa  A',  B*,  C: 

(  C'c  +  ÄÄ)y.  =  (B-c  +  A-b)a;^  H-  {Ac  +  C6)% , ; 
«US  18.  und  20,  ist  alter: 

,  { C'ff  — -rf'»)y,  =  (Ä'c— Oi)iif ,  +  (^c  —  Ä'«)», ; 
und  aus  14.  ist: 
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AddijKB  vir  iie  beiden  letxtem  Gleitfluges,  so  erbalten  wir: 

Cc  —  AassO  aliD  C'e  =  Aa  ....  29) 
Dsdnrcii  iit  &ber  auch: 

(^c-^Ä'fl)*,  =  — (Ä-r— fli>r, 30) 

Ferner  folgt  aiu'31.  flod  23.' 

(-*#+  C'*)»,  sCÄ-c  +  ^^ijar,  +(Cc  +  fi%, 31) 

u'd  »m  17.  iat: 

Uc+  C'i)»,  =  — (Ä'<H-  ^'«^r,  +(C"c+  Ä%, 32) 

(^(!+CÄ)«,  =  {Cc  +  Ä»)y,  ....33) 
EImb  so  finden  wir  BU  33.21.  36.    , 

(Jic  +  Ä'«)«,  —{Be-\-  Ca)^,  ..,.34) 
Addiren  wir.  4(«.  Gleicbaagen  30.  nnd  34,  w  ist 

^«,  =  ÖKF,    ....  35) 

Subtrabiren  wir  sber  30.  and  34.  Toneinander,  so  ist: 
*'«,=*^,  .d.rj 

Anf  Kbnlicbe  Art  finden  wir  ans  83.  24.  26. 

,    {Ce-t-J'a)y^  =0  oder  Ce  =  —  J'a 37) 

Wir  bemerkten  aber,  dasi  die  Gleichungen  20.  36.  snd  37.  and 
die,  welcbe  wir  ans  t.  erhalten,   wenn  wir  italt  jc,  y,  »  die  Coor- 

dinsten  jr,,  y,,  %,  aetien,  neHÜcb  «,  =e j- -p,  nur  als- 

dBBn  ingleich  bestehen  kÖun^Bi  wenn  wir 

A'=0,  Cs^O,  B'^« .38) 

'jwtxen.  Pfihren  wir  die  geAmdeuen  Werthe  von  A",  B",  0\ 
JTy  B"-t  C  in  Irgend  zwei  der  Gleicbnngen  13:  14.  nnd  15.  u.  ■. 
w.  ein,  so  erbalten  wir: 

Ae  Je  -f..  ' 

J,,=jj..,«.=g;.,   ..,.») 

Die  Gluebung  11.  erbSlt  also  die  Fora: 

^»"  +  Äy«-t-ßif»— i>  =  0  ....40) 

Ans  39.  nnd  der  Gleicbnng;  «,  ^c-»^  —  -~  erhalten  wir; 
»H*eBC  \ 

a'c^JAC [  ... 

y>  — m*6'£C~t-a'c*JC-i.i*e*ABU ' 


D*  der  Pnakt  («„  y,>  «,)  ebcBfalla  aal  der  MerUebe  des  Ellip. 
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■oMb  lieffCB  aoH,  so  «nw  wck  der  Oeickug  W.  Geai^  gdei- 
slet  werden,  wenn  wir  die  soehcD  gefundenen  Wertbe  t«d  x,,  y,, 
X,  statt  ^,  y,  »  in  dieselbe  einfübrcn;  dsdnrth   erbnllen  wir  ^er: 

SetHB  wir  in  dieser  Gluching:  ;2  =  '>  'j=*'<  "t^i*!'«)"* 
g-=  -7-,  ';r'^^  r"»  ■*  «'"■Iten  wir-. 

Ans  40.  erbkilen  wir,  wenn  wir  nerst  x  wai  y,  alsdann  x  nsd  x, 
nnd  endlich  y  nnd  %  gleich  Nnll  scIxeiL:   . 

.=±1/3,  .=±J/|,«=±V1  •■••-») 

Dieses  sind  die  Grössen  dreier  sugeordneten  halben  Darcbmesser 
des  Ellipsoida,  die  «it  den  Diagonalen  FE,  SB,  ÄC  des  rbombi- 
scben  Uctaeilers  zusammeDf allen.  Beseiebnen  'wir  die  Winkel  je 
zweier  dieser  Diagonalen  a,  b;  0,  c;  b,  e  respective  mit  y,  ß,  «; 
ferner  ,die  Halbacbseo  des  Ellipsnids  mit  %  S,  S,  so  ist  bekannt- 
lich der  Köriteriobalt  desselben  ^{SiSS». 

Sind  aber  aDgenein  ä,,  d^,.d,  drei  zngeordnata  Darcbneasep 
and  ;*,  p,  a  die  Winkel,  welcbe  </,  und  </,,  d^  nnd  d,,  d^  nnd  d^ 
einscbliesien,  so  ist  bekanntlich: 

3UBS  =  ä^d^d,Vl  —  cos«'  — cos^"— cosy'+Äcos«  cos/S  cos;-; 
folglich  ist: 

HinlmnH  ^  t|/(1 — 00s «• — cos  |S*^«0B7*+2caaa  coa|S  cosy)  .^ 
oder,  wenn  wir  die  obige  Bezeichnnng  gebraocben,  und 
■j-V^l  —  Ol  «'■ — cos  jJ*' — cos  y'-t-2co«  o  cos  j9  cos  Y^K. 


Mininnm  =a1/^. 


Wird  v  eis  eine  Fnnotion  von  (  nnd  »  angesehen,  und  suerst  nach 
p  nnd  t,  alsdann  nach  «  nnd  t  dilferentiirt,  so  ist: 


'S)=5..<i)=f--«) 


Diflerenliiren  wir  endlich  ancb  die  Gleiebnng  43.  nach  v  nnd  si,.so 
erbalten  wir 

Ana  46.  und  47.  erbdt«n  iivt: 


Dui.tizc-ctvCöpgle 


405 

Aa^ö'mtp  +  4a*c*wr  -f-  ö*e*tv  —  3a*Ä'c'i(/  ==  0. 
Dirch  SubtnctioD'dieMT  GleicbupgeD  «rbilten  wir; 

Diese  Wertfae  von  «  und  t>,  in  43.  tabstituirt,  gehen: 


milliiii  wird  die  Gleicbuag  40,  zn: 

El  liod  dafaer  ryz,   t-^^,  ry^  diejeni{i^n  drei  ■ug:eardoeteB  Durch-   ' 
neuer  des  EllipBoida,  welche  mit  den  drei  DurchmesaerD  AC,  BD 
und  EF  du  rhoHtbiiehen  Octaedera  zuiammeafiilleD. 

Endlich  finden  wir  die  Coordinaten  der  Bertthrungapunkte ,  in- 
dem wir  jede  der  CüeichmigeD  41,  im  Zihler  Mod  Ncnnef  mit  -^f, 
rerrielfacben ,   alsdann   italt  -^i   -g,  -^   die  gefiindenen   Werthe 

«*        *»        «»  .  J  L  ! 

Y>  -=-*  T  '^'^'■)  wodurch  «ir: 


«  i  c 

^.  =  -T'  y.=-y.  *.  =  — 3" 
**=-T'S"=    y'*.=-T 

a  i  « 

*•=   T'i''=    y'»'=-y 

«  i'  c 


II.  , 

Es.  ist  ein  Parallelepiped  gegeben;  man  soll  das 
kleinste  Ellipaoid  im  ilasielhe  beschreiben. 

Wir  nehmen  die  drei  in  einer  Eel(,e  F  {Tal  iV.  Fig.  2,)  des 
Paraltelepipeds  ■wammenstosaenden  Kanteu  /"/,  /W  und  FP  als 
die  Äsen  der  jr,  y,  x ;   die  Grdraen  dieser  Kanlea  selbst  seien 


TMIU.'  ^ 


..X'''0(ig[e ' 
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KspectiTe  a,  6,  e\  ferner  beMiahoea  wir  «lU  p,  ß,  a  Hl«  Winkel, 
welche  die  Kaoten  a,  6;  a,  e  uaä  ir,  e  nnafhliautn.  .Die  GlekfcuBg 
.  Jer  zn  beitinmendeD  PlScbe  selbst  sei  . 

Setien  wir  in  dieser  Gleicbuog;  ar=:9  und  y=0,  so  erhalten  wir: 

Die  Coordinatänwerüie  ^=0,  ys=0  eDteprecbeii  den  beiden  Punk- 
ten F  und  Pi  für  den  erstem  mnta  die  Ordinate  *  gleich  Null, 
und  fnr  den  nndem  gleich  e  werden^  der  gefiiaden«'  Anidmck  gibt 
aber  den  erstem  Werth  nur  wenn 

iMt,  und  wir  erhalten  daher  auch  für  den  Funkt  P;  , 

"  =  "-4    "der  ^"  =  —5-. 
Die  Gleicfaiing  L.  rodacirt  sieh  aber  dadurch,  auf: 

Auf  gieicbe  Art  entsprechen  den  C^onKnaten  aft=:a,  y=0  in  die- 
■er  wieicbung  kwei  Wertbe  von  x;  der  eine  ist  Null,  nod  beseich- 
net  die  Grösse  der  Ordiosti:  in  J^  der  andere  ist  c,  und  giebt  die 
Grösse  der  Ordinate  des  Punktes  Jff  au. 

Durch  diese  An  nah  neu  erhaken  wir  b«s  der  Gleichung  2. 

tß'a  —  Je  _j_i^(2iea~  Jcj^  ~  UaiCa-t-2C-) 

.*  — ~.      !W  "^~       .  W  ■■ 

Damit  hieraus  x=0  werde,  man  Ca-t-iC"=^(i,  also  C"s=  —  ^ 
•ein;  für  die  andere  Ordinate  ist  '  • 

woraus  wir'.0'r=O  fluiden,    ftidurcli  gebt  die  Gleichung 2.  überin: 

Die  Coordinaten  der  Punkte  /T  und  Jft  sind  ^  =  0,  y^6,  x^O 
nnd  ir  =  0,  y  =  t,  %^c.    Pär  ^^0,  y^i  ist  ans  3.: 


*—  ZA       —  ZA  •  • 

Aus  4ieaer  Gleichung  ist  wieder  wie  vorbin  für  x^O  nnd  x=:c: 

attbiu  wird  die  Gleichung  3.  zu: 


c-i^tc  ..Google 


Ganz  wi«  b«  eb«a  fin^ea  wir  siitteftl  dvr  Pnakte  A  und  L,  deren 
CoordiDaton  a!^=a.  y^li,  %^e  und  ±^a,  y=li,  x^O  sind, 
'   den  Werth  ron  ^:=0,  in  daai  aich  afio  die  Gleichung  4.  auf: 

uix*  4- Äy' +  ß»' — -^e» -- 'S**  —  O.«  =a  0 . . ...  5) 

redncirt. 

Verlegen  vir  jelit'dni  CoordliUten.AnraDr  in  den  Hittelpnnkt 
O  des  Parallel epipeds,  und  nehmen  ^,  y",  V  rar  die  'oeneo  Co«rdi< 
naten  an,  %a  daas  alio  «^-j-H-ar',  jr==-5--|-y',  »  =  -5-  +  »'  iat, 
■0  wird  die  Gleichaag  &}^  an« 

^.•  +  *y  +  e-,--^ - ^"  -  &;=o. . . .«) 

Setzen  wir  ■j^«,  ti^w,  alan  ^  =  "^i   ""«l  lM«n  die  Accente 
weg,  in  iat: . 


..7) 


Ana  dienen  Gleiohnngen  erlialten  wir,  wenn,  wir  3atrat..ss^0  und 
y^O,   alsdann   «=:=0   und   x^O^   und  endlich  y=^Q  nad  «^0 


x  =  \Vc*-^t.H-^m'm,  f/^^/^i&'-i 


df=:|J/-^c»  +  *»»  +  W|»). 


Dieaea  aind  die  6rS»8en  der  drei  halben  Ourchmeaier  dea  Bllip* 
aaida,  die  dueb  de»  Hittelpnnkt  dea  ParallelepipeO*  geben;  und  ,ni|t 
den  drei  in  F  lUiamAenitotaenden  Kanten  deaaelben  parvllet  aind. 
Beseicbnen  wir  wie  in  I.  die  drei  Achsen  des  ßllipitoids  nie  9t,  33, 
(£,  B«  haben  wir; 

nnd  wenn  wir  *=! — c«eo* — coijS* — coB;'*+ScoaueoajS  c'aa/ 


rt^=.-j/E±^SI 


DiffereDtiireD  wir  cnerst  nach  t,  alsdann  nach   «>   nnd'aetaen  die 
PiferwUinlqaotlenten  ghieb  Mall,  so  erkalten  wir: 


..9) 


(2a'w  -  C  —  ^'QW'  -«-  ft'f + g*a 


==o....iO) 

Diesen  GleichongcD  wird  Genüge  geleiatel,  wenn: 
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ist,  woraus  wir  t^=j;,  *'  =  ^  crbalten. 

Führen  wir  diei«  Werthe  von  t  vai  «  in  die  Gleichoag  7.  ein, 
90  findcD  wir  Ar  die  Gleichan^  du  geancbten  Blliptoida: 

<Ä>'  +  'Ä>"  +  '^3)'  =  ' ••■■") 
Der  Inbalt  deuelben  ist 

_ 

Abs  der  Gleicfaan^  11.  aeEien  wir,  daw  c^/S,  b\/Z,ti\/ll  diejeni- 
ren  drei  ■ngeoritaeten  Durcbmeiser  des  BIlhisoidB  lindj  welcke  nit 
den  EnntcD  des  Parslielepipeda  parallel  laufen. 

III. 
Ba  Boll  on  ein  gsrebeaea  Dreieck  dCB  das  grSBste 
P«r«belatUck  beacbrielien  werden. 

Ba  aei  die  H6he   dea  (ref[ebeneD  Dreiecki  gleicb  k,  jiM^m, 
und  ^ß  =  c  (T«f.  V.  Fig.  3.). 

'  iMe  allgeneiDe  Gleichung  Jer  Kegelschnitte  iat: 

Weil  )d  dieten  Falle  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  a*ll, 
10  haben  wir: 

B*  =  AAC 2); 

folglieb 

Bx  ^-P_^_  l^a(gg  — 2.^^)x-t-fl*  — MF 

y —  2A      —  ZA  '  ' 

Da  f&r  ^  =  0  einer  der  beiden  Werihe  f  on  y  ebeafiüla  sB  Null 
wird,  so  Busj  ancb  F=fi  werden;  süthin  ist 

y— — äi— * 53 ■■•') 

Da  aber  anch  für  ^  =  £  ein  Werlh  toB  y  Tcrscbwindet,  so  erbal- 
ten wir  ans  3. 

Ä=— Cfc; 

folglich: 

y_  — — 5j— _—  52  ....4J 

FBr   x^a   mnss  y^h  werden;    dnrcb   die  Sabstitstioa  dieser 
Werthe  von  x  nnd.y  in  der  Gleichung  4.  erhalten  wir: 
,      _       ff  »ffc — (M4-f.  ff(^ 
^  — 43X * 

Ac  +  2/> ^ (i^*  +  g")  f^"- g* - i»^*). 
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Hnhnlieiren  wir  die  CleichOBg  4.  Mit  äx,  nnd  inte'griren  sodaniit 
■o  erkaltqn  wir:  ^ 

/jfdx— J3        ±        3^Ä(/te+aö) hCoBit  ....5) 

D«  du  iBtegr«!  fSr  ^a=0  verscbwiDdro  musa,  lo  wird 

.        ■  '  Z»« 

Scteeo  wir  in  5.  die  Grösae  a!^e  und  fügen   di«  CoDit»Dte  bei, 
■o  ist  die  paraboliscEie  Fläcbe 

^t,Ä l-sj^ffc  +  aflj  M         —        UBiBe-^2B)       ' 

oder,  wenn  wir  die  obero  Zeichen  beibeballeD,  so  erbalten  wir  den 
Inbalt  der  {»ariiboliscben  Fläcbe 

^^"  —  l2A{Se-i-2D)- 
fitttttt  wir  in  dem  Nenner  itutt  Bc+^D  seinen  oben  ffefandenen 
Werlb,   Bo  iit,   weiu)  wir  den  paraboliuhen  Raum  ^0C^  darch  P 
nexeiefanen: 

„     .  B'kc'  '       , 

■^—  %{?Ak  +  ßa)  (Be  —  ffa  -^131)  ""*" 


6{2j-  *  +  «)   («-«-S^A) 
Die  GrÖBie  ^  int   noch   anbeBtimmt:     Setzen   wir   dieBelbe  ^», 


Wird  dieser  Ansdmcli  nacb  »  diSerantürt ,  und  das  Differential 
^  =  0  gesellt,  sut  kann  das  Hniimum  oder  Hinioiuin  desselben 
besfinint  werden. 

I£b  iit  aber 
log«  P=:logitAc'—\ogm6 — \(tgm0tA»-^a) — log«  {c — m—^tAx), 
mithin 


e~a'-2AK 


=  0 


fol^icb 


■=-n-=  ».  «l"  *= 


Werden  ddo  die  gefaodenen  Wertbe  «an  B,  C,  B,  E,  F  in  der 

GleidtuBg  I.  snbstituirt,  so  ist  lolgende  die  Gleichung  der  gesnch> 

ten,Pa[nbel: 

,        «  t  .  ,_*z      ^  **!^  j.  ^*2zi*Ör  _  **'"  —  «  fi\ 
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Wird  die  Ordinaten  -  Axc  unter  eincK -Wiikel  )»  ge^*  die  Ahcw- 
'  acD-Axe  genommcD,  und  die  Coordinaten  in  Beiag-Mf  diOM  Azea 
Bit  a^,  y,  beseicbnet,  so  iit 

y^y  «in  jp,  xi=-af-^^  «0«  y. 
Durch  die  Biofufariiiig  d^ser  Weitb«  von  ae,  y  ia  6.  bekoBVM  wir: 
t(c-2«)'  ^^»-^/(c— 2«)Biü9icos9i-4-W»  Katf*\y*{ 
H-4ji(«;  — 4a)  aln  y  +  M»  coB  yjj^y'l 

+  <A»ir"[  =  O....J) 
+  tÄ(r(4«  —  e)  MD  9  —  4cÄ'  cos  yjy'l 

— i/t'c^l 

Beitinmen  wir  nun  y  bo,   dan  die  beiden   eraten  Glieder  dieser 
Gleicbnng  hinwegfallen,  ao  mUBB 

2* 
((•  —  2b)  lio  9i-t-2A  GOB  51  =  0  leia,  aIbo  tang;  ;>=:=      ^  ■. 

tfm  diese  Tengenle  zu  copstmireu  balbiren  wir  AB  in  ^,  s«  ist 
/>jW=s: -^  iiid  CM=K  Mithin  ist  der  Winkel  ^  =  i,CDB. 

Ans'-dein  bd  eben  gefundenen  Werthe  von  tang  if  folgt  aber 
ancb,  daas 


:  und  cos  v^r 


ist,  mitbin 

M*-- '^)  «W  9.  -  «'   CO.  ,  =  ^;;gpif^=^ 

Die  GlelcbuDg  7.  wird  daher  zn  folgender; 

Diese  GleicbuDg  lässt  sieb  in  die  Proportion 

AD*  :  APy.  BP=  CD  :  PÜ 
BuflöseD,  und  es  iBt  daher  CD  ein  Darchmuser  der  Parabel,   AB 
eine  diesem  DurchmeBser  zugehörige  Ordinate. 

"■"  —    ■-  -j  jgu  «Blähst  gefande- 

1,  so  erhalten  wir 
7»=  \hc. 


..Codgle 
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XXXIII. 

PrOfbngs-Anfgaben,  die  in  Cambridge  den  Caa- 

didaten  des  Baccalaiireates  gegeben   worden 

sind*).     Ans   dem   Englisehen   Übersetzt  und 

mit  Bemerkungen  begleitet 


Herrn    Professor   Dr.    Menaing 

lu  Erhrt. 


1.     Reducire  36  U  7  s).  S|  d.  iit  Vartbinri. 
i.    DWidire  19  L.  10  st.  10|  d.  durch  46    ....    Antw.  8  ti. 
7id.  ,V")-  ^  ■ 

3.  Welcbeo  PreU  babea^5  Ctr.  3  <trt.   18  Pfd.   %a  3al  6  d. 
per  PH.t 

4.  Beweiie  dau  |  dividirt  durch  ^  ist  A: 

5;    Hnltiplic;rii  %S$  mit  0,013  nÜ  iKwel»  «K  BidKi^kcit  <le> 
Prodaktei. 

6.  Verwandle   15'al.  4;  4.  in  .,<,  des  Pfuddes,   noil  finde  den 
Werth  TOD  0,4786  Tagen  in  Stuoilcn,  Hinuten  nnd  Secunden. 

7.  Ziehe  die  Quadratwurzel  aas  3200.    Beweise  die  Regel  Hir 
die  Beatimmnng  der  Anzuhl  vud  Stellen  in  der  Wurzel. 

8.  Wdrlii:  Lftn^e  nats  ain  Teppieh  hatten  der  i  Yard  breit 
ist  und  ein  Zimmer  von  6^  ytU  lang  und  5^  breit  bedecken  soll? 


*)  Fäicbt  Wt-gen  der  Aufgaben 'an  sich,  sondern  um  la  zeigen,  wie  auf 
den  enelisebcn,  so  manche  bemerk ensweri,he  Eigeilth'ümlichkett  darbie- 
[en den  Le brau stsIlBD  die  matlumitis-chen  Prüfongen  gebandbabt  werden, 
habe  ieb  die  folgenden  Aufgaben  nebst  den  böchst  einsicbu vollen  Be- 
merkungen dea  Herrn  Uebersetiers  «u  denselben  bier  abdrucken  lassen, 
welcbem  leutern  die  Leser  dea  Ai^its  sieb  mit  mir  für  diese  in  pä- 
dagogischer Rüdisicht  so-inleresaante  MIttheHung  gewiss  zu  dem  auf- 
richtigsten Danke  verpflichtet  ffiblen  werden. 

Der  Herausgeber. 
")JDie  Antwort  inusste  heissen  8  sl,  71;  d.;  aber  die  Engländer  rechnen 
'nach  Farthings,   drücken   übrisens  dieaelben  als  4-  Tln'ibren  Pfennigen 
(penee)   aus,   geschrieben   d   (das   NomtMais«fae<  deniers)   danach   sind 
HPf.=  jff.=4<l.  JV-  M- 
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9.  Wai  betragen  die  einfaclieti  ZinicD  vod  ^  L.  15  >].  7  d. 
in  1}  Jahr  sn  4|  Proc. ;  bdiI  wie  viel  ist  der  Betrag  iDunMenge- 
selster  Zioaen  von  540  L.  in  3  Jahren  sa  4  Proc.t  Antw.  3  L. 
11-  al.  8i 607  L.  8  »1.  fti  d. ') 

10.  Wenn  7  Mann  6  Acker  in  12  Stundea  irndten  köDnen, 
vieviel  werden  15  Acker  in  14  Stunden  Srndtenf 

JI.    Snclie  dai  grSaate  gern  ei  nachftftlicLe  Maas*  für  die  Brncha- 

.   — j  t 9^*  -t-  23;^ 1 5 

glleder  von  j'  —  to  -i.  7 ""^  brinje  den  Brneh  aof  aeine 

kleinsten  Glieder. 

13.    Läse  folgende  Gleichungen: 

(.)...f+f=26-^ 

,a,...3£±a-f=., 


^-S£ 


(4). 


ix-^  y+3»  =  21 
4* -f- 3y  —  2«  ==  17 


der  Anflöiung  quadratischer  GleichuDgen,  und  rsse 
(1)  ...4*»— 3ii:  =  85 


r)  3  L.  11  il.  9,01875  d.  und  «g  L.  B  sL  fi,l7U  d.  H. 

sA,  waa  nur  ÜDfacher,  «onct  aber 


dauelbe  ist,  so  wird 

*ich  1«*  und  dann  a*  ab  Factor  hebt,  lo  wird  (4(4+  1)  —  4]V' 


=,C(K1glc 
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14.  Zeig»  du>  iV>  i>  )-  GrSiMR  ■ind,  die  !■  srithHetUcber  - 
ProrreHion  stehen ,  und  betliame  die  -SiiHme  vod  8  Gliedern  der 
Reibe,  r«B  welcher  sie. die  drei  eraten  «iod. 

Snche  auch  die  Sumnie  von  «  Gliedern  der  Reihe 

■— •  —  — ;+— j  — ....  Iq  welchem  Felle  wird  eiDC  unendliche 
Hense  tod  Gliedern  der  lelaten  Reihe  endlich  scinf 

_  15,  Beweiie  die  Regeln,  durch  welche  die  Anxnhl  von  Pernn- 
tntionei)  nnd  Comb ioationeD  von  m  Oingeitt  die  3  nnd  3  xuMmmen- 
geneniMen  «erden.  %a  finden  iit. 

Wen«  dH  Geseti  für  den  Ausdruck  der  Peraintetion  tob  Dinges, 
die  CO  r  und  r  xusanmeiiKenoBHien  werden,  »gegeben  wird,  an 
beweisen,  dsss  es  s«eh  nehtig  ist,  wenn  «no  sie  sn  r  +  1  und 
r^-1 : — - 


16.  Wenn  a  :  b'^e:d=e:f  beweise  dasB  ■—  '.  h'^—  :  d 

nnd   0  :  ä^»-4-c-4-#  :  b-^ä-\-/ 

17.  Siebe  den  Wertb  tob  1  L.  das  100  Jahr  an  4  Proc,  Zins 
TOB  .Zins  getragen  hat. 

Gegeben  ist  log  1,04  ==0,0170333 
und  log  1,482:=0,70333 

18.  Gieb  das  (^Ito  Glied  ron  {a  —  x)"  wene  y  unpaar  ist 


Nr.  3.  1834. 
(B,) 

1.  Redncire  125  Yard  2'  4"  in  Zollen. 

2.  Beweise  dsss  \  Ton  ^  so  viel  als  ||  sind. 

3.  Theile   3  L.   15  sl.   h',  d.  durch  23.     Antw.   3  al.  3^  d.  \\. 
Vergleiche  die  Ana.  su  2.  in  der  verigen  Aufgaben  reihe. 

4.  Sncbe  den  Lohn  Ton  6  Arbeitern  für  28}  Tag   wenn  2  sl. 
3  d.  taglich  bezahlt  werden. 


!->-l)=-,(^  +  l) 


Im  Original  iit  ragegeben: 

wes  olfenW   fehlerhaft  »t:    denn  die   kleinere  Wunel  wird  poiiti«, 
die   gräeeere  negaliT,   nnd  beide   können   niefat    einerlei  Zeichen   er- 
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7.  Suche  die  JnteresBeD  tob  063  L,  10  al.  6  d.  für  $  Js4r 
ru  Zi  Pi  oc.  Sucbe  gleichfalls  den  Betrag  von  130  L.  io  3  J«farei 
zn  5  Froc.  in  Zina  tob  Zins. 

"9.  Zieb«  die  Qnadratwurz«!  aoi  167381.  Beweise  die  Re^l 
41«  AVEBbI  der  WvraetstelleR  m  faestioimen. 

9.  Wenn  69  Yard  eraes  Teppich«  von  i  Vnrd  Braite  eiD  Zist- 
mtr  von  10^  Yord  Länge  bedecken ,  di«  Itrcite  4e<  ZieiM«rs  zu 
Anden. 

10.'  Wenn  800  »oldMm  5  Toniifln  Mehl  in  6  Tagen  verMh- 
reo,  wie  viel  Soldaten  werden  15  Tonnen  in  S  Tagefl  venehrev? 

11.  Snche  das  grösate  geneinscbftftliche  Maass  der  Gtieder  des 
-n      1      *'  -i-4ic'-4-5ir+2        ,       ,     .       ,      „      ,        ,     ,      , ,.. 

Bmcnes  —   ,  _  ..    _^  .  ^ — -  .und  redncire  den  Bruch  auf  seine  klein- 

stev  Glieder, 

12.  Löie  folgende  Gleichnngen^  ' 


Anin.    de«  Ueb.    Im  Original  steht  ="-^  in  der  vorletiien  Gleichung,  wb« 
eia  Druckfehler  ist. 

:^     {i)  ...a:+  jf—   «  =  13 

a«— «y-1-   »  =  19 

5^  +  4*— 2a?  =  40. 

reiae  die  Regel  für  die 

r  Auflösuag  quadratischer  Gleichunget 

(1)  ...7>-4a:  =  6» 

14      Wenn  a:  i^e-.ti  beweise  dus  «  ;  —  =  c  :  —  uod  dass 

15.  nieselbe  Frage  wie  Id.  in  der  vorigen  ReiLe. 

16.  Zeige  dass  2J,  ii,  3^-  in  arithmetischer  Progression  Mehea 
und  linde  die  Summe  von  13' Gliedern  der  Reihe  worin  sie  die 
ersten  aiml.  '  > 

Suche  uucli  die  Samme  von  a  Gliedern  der  Reihe 


I  »»  «* 

DK!,t,:cct,C0Clg[e 


416  .     \ 

-M  Rrsltboii  Falls  viidmi«  tueBdlldM  Mmm  toB  «IMmr 
der  Ittstoö  ReiW  etwM  EMlidiM  gebra? 

17.  In  wie  viel  Jabr»  wM  1  f<.  iu  «uf  Ztos  von  Ziss  xi 
fr  PnOd-slshtsicb  vcrdoppelnf 

■     Gegeben  sind  log  1,05  =  0,0211893 

log  2=0,3010300  ' 

18,  €ieb  das  pte  Glied  von  (a  +  ;r)"  an. 


Bt*«rkukge»  tu  dnn  vorbergebeoden  in  0«inbrid|<fr  er- 
>beilten  Aufgaben.    Von  dem  Uebvrieitxcr. 

VieNekbt  litcbclt  Moucber  deulscbe  Lehrer  fiber  die»  Angaben, 
inde»  er  wtbeilt:  ne  BÖehteD  w»hl  fdr  BbgtdHade  Schüler. ittnerer 
G^iqqaaien  an  leicht  sein.  Ka  acbeittt  wirklicb  ••  beiai  eraten  An- 
blicke; «her,  BuD  vergesae  üicbt,  daaa  dfeae  Aufgeben  eine  gras 
Wdere  Beatimaiiing  hubeo  et«  küuficige  Hatbewatiker  an  prbfey; 
auD  Icfte  dteaelben  alle  denjeoi^en  vor,  die  einen  aorgtiltigaii 
VnMniciit  in  den  Anfungsgrttnden  gehabt  haben,  and  ioh  glaub«  ^ 
map  kenn  eine  Weite  eiagehen!  daaa  unter  10  jnngen  Leute o'^niobt 
9  dieee  Aufgnbes,  in  einer  gegebenen  .Priit,  s.  B.  U  einea  Tage,_ 
unter  Aufsteht  eiuea  Joapicienteo  Ifiien. 

Wer  du  nicht  glaubt  der  aMha  die  Probe.  ' 

G>  ist  wahfi,  die  Aufgaben  sind  leicht;  darin  teetebt  nber  ibr 
Vonii^,  nnd  ein  «rfabrener  Lebrer  «jrd  nie  um  ao  leichter  aachea, 
je  weiter  aeine  firffiirang  reicht:  den«  an  Leichten  Anfeaben  kann 
■nan^eben  an  gnt  tehen  wie  ein  gegebener  Stoff  t erarbeitet  wird, 
ja  *«clt  Iwaaer  a]v  an  Bolcbeo,>bei  walchen  «an  den  gletchaam 
atarrea  Stoff  erat  bildangstähig  aachen  musa.  Erfindnnga-  nnd 
Conbinationagabe  aind  xu  aebr  von  einer  eigeathümltchco'  Heinnng 
abbaaEig  als  Ana  aie  vergkicbbacen  Prüfungen  Jinterworfeu  wer- 
den könnten.  Dorcb  vielfache  (Jebuagen  kenn  zwar  IHaocber  eine 
BichtUDg  darauf  erkalten;  es, ist  aber  sehr  lu  beiweifeln,  ob  as 
aegaoarqicb  wirken  würde,  wenn  eine  lolofae  lUcUung  bei  irgend 
einer  Jlildangaanalalt  die  vorbemehende  wäre.  Wenn  Lehrer  dar 
MalbsBatik  anf  Gymaaaiea  damnf  auagehea ,  ihren  SchÜlarn  eine 
Vorliebe  für  die  Uatbeinatik  beixnbringen ,  bo  werden  ibneo  die 
Lehrer  in  den  Sprachen  anfaäaaig;  und  das^hat  einen  sehr  gnfen 
Grnnd:  denn,  nach  meiner  Erfabrang,  iit  die  Richtung  desjenigen, 
der  lUalh'eBialik  vorxngsweiBe  treibt,  einaeitig,  in  ^int;»!  andern 
Sinne  wie  die  Ricbtung  denjenigen,  der  vorangsweise  ulte  sprachen 
treibt.  Diese  Behauptung  könote  daa  Tbema  lU  einer  weitiäufigen 
Abhandlung  werden :  ich  win  mich  karx  dnrch  einen  Vergleich  er- 
klären.  Beide  sind  inei  Scbwimnern  xn  vergleichen,  von  denen 
aber  der  eine  blos  lange  nnd  tief  tauchen  kann,  wäbrend  der  an- 
dere dieses  nicht  vermag,  dagegen  sich  mit  Anmnth  und  Leichtig. 
keit  auf  der  Oberßüche  zu  l>efvegeD  versteht.  Der  erste  taacht- 
nach  Perlen,  findet  aber  meist  leere  Muscheln;  der  andere  müht 
kich  ab  im  Wasaer,  indessen  ein  gemeiner  Fischer  in  dem  gehrech* 
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iichea  NMhen  venrandert  an  iIib  variber  fiUirt  Beida  flben  je- 
dpeh  ibre  KrSfte,  und  dieses  ist  der  slleinige  ZwMk  jedes  ünter- 
mblea,  oicbt  blas  bei  kSrnerlicbeB  lORderp  «neb  b«i 'ff^sti^B 
Exercitien.  Der  Lehrer  in  den  Sprschen  nnu  detbalb  Cebaagra 
Tornebaien,  die  dem  (Jnkniidireii  ats  Z^itverlatt  erscfaeinan.  per 
Lebrer  io  der  Matbematik  giebt  oft  Aufgaben,  die  gans  nreckloa 
erscheinen,  weil  sie  neiBt  nnpraktiscb  sind;  und  wenn  ■an  die 
An^faeDsamin langen  durchgeht,  so  lausB  inao  aick  wirklieb  wan- 
dern, weBhslh  nicht  praktiaclie  Aufgaben  genommen  werden,  da  sie 
doch  häufig  eben  so  nahe  liegen  wie  diejenigen ,  die  selbst  den 
Schülern  lächerlich  Torkommen.  Die  meisten  derselben  sind  Copien 
oder  kleine  Erweiterangen  der  Sammlung  von  M.  Hirsch.  Seine' 
Periode  ist  vorüber;  Beis  in  Aachen  Riebt  an  der  Spilxe  eiier 
neuen  *). 

Dl«  Englinder  sind  im  allgemdnen  praktischer  wie  die  Deat- 
scbeo,  und  das  zeigt  sich  auch  wieder  an  den  vorangegangenen 
Aufgaben.  Han  sieht  sie  enthalten  eineo  Auscug  der  ETementar- 
Algehra,  und  wer  eine  solche  Reibe,  wie  sie  unter  den  Rubriken 
fA)  und  (B^  mitgetbeiU  sind,  geni  ohne  fremde  Hülfe,  in  ge- 

Sehener  rrint  lösen  kann,  der  kennt  diese  Elemente  gant  gewiss, 
ass  dieiei  nicht  gsox  leicht  ist,  dHsn  folgender  Beleg.  Bin  junger 
Engländer  wsr  «wei  Jahre  bei  mir,  heauchte  mit  Nutsen  Secnnda 
und  Prima  unseres  Gjamssiums,  und  war  nicht  ohne  l^lent  fHr 
die  Mathematik.  Er  ging  nach  Cambridge,  blieb  auch  dort  awei 
Jahre,  trieh  daselbst  besonders  Mathematik,  machte  die  Prüfung 
mit,  und  ' —  fiel  durch.  Nicht  wahr  das  klingt  nnglanblichf  und 
'  dennoch  ist  es  bnchatäblich  wahr.  Ich  weiu  freilich  nicht,  ob  «r 
in  der  Algebra,  oder  in  der  Geometrie,  die  dort  streng  nach  Ro- 
bert Simson  durchgemacht  wird,  deren  Fragen  aber  sieheilieh  eben 
>o  leicht  sind  wie  die  algebraiseben ,  nicht  bestanden  hat.  Nnr 
derjenige  der  häufig  Prüfungen  zn  leiten  bat,  weiss  es  mit  weichet 
hemmenden  Kraft  die  Befangenheit  wirkt 

Ich  will  nun  nicht  behaupten,  da«  wir  unser  Ahiturienten- 
ezamen  naeb  englischer  Art  einrichten  sollten;  aber  unsere  Tor- 
Hchriften,  nach  denen  wir  in  der  Mathematik  prüfen  aollen,  kfinn- 
ten  gewisa  besser  sein.  Sind  die  Aufgaben  auch  nur  annähenid 
den  Zwecke  der  Prüfung  entsprechend,  so  knna  nach  der  ge- 
sohickiesie  Schüler  sie  in  5  Standen  nicht  autarbeiten. 

Gäbe  man  aber  eine  leichte  gcometri«cbe  Aufgabe,  so  kSnnM 
man  dieselbe  so  einricbten,  dass  Alles  dariu  läge  worüber  man 
prüfen  sollte;  und  dann  mbchte  der  Schiler  aufhören  wo  er  wollte, 
an    der  Spur   wäre    denn    der  Löwe   wohl   vom   Haaeff  in    nntrr- 


*)  Sollt«  es  meine  Zeit  erlauben,  so  werde  ich  einmal  «oseinanderseben, 
wnrin  die  Voraüge  dieses  gediegenen  Schulbuches  nach  meiner  Udwr- 
leugung  besteben. 
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Utober  eine  geometrische  Aufgabe.' 

Von  deM 
Herrn  Professor  Dr.  MeasiDg 

SU  Erfurt 


!■  den  TortrefSicben  „BeitrS^ea  zn  d«r  Lehre  Ton  den 

Insitireu  und  negativen  Grössen  tod  Dicsterveg;  Bonn 
831,  bei  Habicht"  findet  sicti  fufgende  entc  ^oaietrische 
Aa%abe : 

Bs  ist  ein  Rechteck  gegeben,  u.nd  auf  der  Verlange- 
rnng  einer  Seite  desselben  ein  Punkt;  durcli  diesen 
■oll  man  eineGerade  so  legen,  dsai  dadurch  das  Kecht- 
eck  in  swai  Paralleitrapex«  xerscbsitten  wird  und 
durch  Zosannentreffen  dieser  Schnittlinie  mit  einer 
Teri&ngerte»  Seite  des  Rechtecks  ein  Dreieck  entsteht* 
welches  in  eiriesi  jener  Trnpese  ein  vorfresehriebenes 
VerbSlt«iiss  habe. 

Ba  wird,  wobei  Tat  V.  Pig.  4.  in  vergleichen,  vnlangt  dass 

(ff-H»)!  =  («-y)|-=;.  i  »t=sCs'+»)«  !  (Ä-y)ar  sei. 
Setxt  Man  p  :  f^a  :  r,  so  wird 

jr+»  !  (6~if)x  =  l  !  r, 

oder  (y+*)»-=(Ä — y)jr (1) 

Das  ist  also  die  cn  lösende  Gteiebung,   di«  %u  der  von   Diester' 
weg  angegebenen  Construction  fuhrt,  wenn  aan  dnrcb 
«  :  f  =  tf  i  »  oder  t  :  «  +  «x=y  ;  y+x 
nnd  t  i  jf:^x  :  &  —  y  das  y  und  %  elininirt  nnd  O!  behHIt. 
Wir  wollen  aber  unsere  Aufmerksankeit  anf  91  richten,  wodurch  die 
Anftnbe  anch  gelöst  wird. 
1^  iit  . 

9=*  *er  9  *'"o  y  +  «  =  (*-4-ae)  tg  9 
»^m  tg  f  ind  durch  Snbatitntion  in  . . .  (1) 
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(«  +  »i)f-  — #»)  lg  s.*H-2**  tg  ^  =  i>. 
Mbd  setze 

'  tO  ist 


DnterscbeideD  wit  non  die  beiden  AnflÖanDgen,  so  wird 

*g  y  —  V-i^(,  +  ,n)^)  (,+Kt,-^«,)rj        *+V(.V»)r  ■ 

Eb  bandelt  alcb  mitbin  nur  un  eine  bequeme  CoostructioD  der  Linie 
\/(t-i-m^,  ^nit  diese  AuflÖMing  ebea  so  xierlick  )ri&  ^e  «ob 
Diealcrweg  werde. 

Eiofiieb  ist  folgende  CeDsimctiwii,  w»bei  naa  Taf,  V.  Fig.  &. 
zn  vergleiob»o  bu. 

JiL=l}C=a;  LM\.ED.  Man  nehme  Z^Ps:^  »ndÄT^s»; 
zUbe  dfA  \rT,  ■«  izt  ER=.r.  9twi  halbiie  i'C  in.  F  und 
mache  l]V=  YE,  bo  ist  J?6'=:<  +  m;  begehreibe.  QR  j  El/ 
HD  ist  ^a 5=  V/(j +  »■>-.  faigKcb  .*C=  «  H-  V{t  -f  «K  ■■<> 
■'JVC  =  »  —  l/(«  +  ••)r.  Ziehen  wir  endlich  EF\\Aff,  ao  iat 
FEC=^\  DDd  wenn  £Cj|A'ff  gemacbt  wird,"  so  ist /'.£C=y. 

Hier  scblieist  sich  eine  den  andern  gm  natürlich  an.  Die 
Bpeciellen  Fälle  laaaen  aicli  leicht  nach  den  gefundenen  Fällen  dii- 
cntiren.  Auch-  ist  der  Winkel,  den  beide  geiucbte  Linien  ein- 
■eblieeiteo,  lekht  «n  den  Forneln 


indem.  ■■■  ^  '-■  ..^  ^  ■;   ^  tg   (»"—  a/\  =    ■     ^- ■    -j  iat 

Ich  enthalte  micb ,  nm  nicht  bd  weidäoig  an  warben ,  aller 
weitern  Benerknngen  aber  diese  Aufgabe,  die  Manches  4«rbie'tet 
was  nicht  ohne  Intereue  iat. 
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XXXV. 

Aufgabe  ans  4er  tuialytiscfaen  Geometrie.  ' 

-Von 
Hertn  O.  Scherting 

Lehrer  der  Mathematik  lyid  Natnrkunda  im  Catharineum  lu  Lübeck. 


Er  ist  irgend  »rn  Keg'el'Bcfaiiitt:  nnd  ein  Pnnlct  gege- 
ben. Zieht  mcn  datck'den  Punkt  gerade  LioieD,  -welch«' 
den  Kegelacbnitt  ie  zwei  Puakteo  durchschneiden,  ■« 
fragt  ea  lieb,  *uf  welchem  geometrischen  Orte  die  flai-' 
biruttgspnnkle  der  ven  dem  Kegeliclinitte  begrenctei' 
Stücke  der  letxtern  liegenf 

^nflÖBUDg.,  Die  GleicIuiDg.y*^;^^  —  ^^^  stellt  bekBaBt<' 
Iroh  alle  Kegeleohnilte  dnr,  wenn  der  Scheitel  eines  Burchmeisers 
(Cm)  eis  ABfangspnnkt  der  CoohUnaten  genemnten  wird;-  nemlich 
enne  Elliiise,  wenn  m  peeilir,  eine  Rvper^el,  wenn  m  negativ,  eine 
Farftbel,  wenn  a«  uneniHict,  nnd  einen  Kreis,  wenn  ^  =  2iR.iBt; 
in  allen  Fällen  bedeutet  p  den  Psraiaeter  des  DiirchmesBere  2««. 

Man  ,leffe  nun  durch  de«  gegebeoen  Pnakt  und  den  Alittelpunkt 
des  Kegelschnilte  die  Axe  der  af  (bei  der  Parabel  parallel  mit  dAf„ 
Aze),  die  Axe  der  ff  aber  wieder  dnrcb  den  gegebenen.  Punkt  und  r 
parallel  mit  dem  conjngirten  Durchmesser  (bet  der  Parabel  parallel 
mit  der  TaageDte  dtiroh  den  ächeilsl,  in  welchem  die  Axe  der  x  . 
dieselbe  soboMdet);  s»  bat  man,  wenn  a  die  AhscMU  des  Schaitela 
das  Dutdunesaers  ist,  wtlcW  als  Axe  der  at  dient,  die  Giücbnog 

y»  =;.(.T  — «)  — ^-r-ro.)». 


1  der  Dupchscbnittsp^ukte  die  Gleichung 

oder 

, 2p^  +  g)  ^(2w  4-  a) 

Die  beiden  Werthej  welche  diesp  Gleichnog  ^iir  a;  liefert,  stel- 
len also  die  Abinssen  d^  BdrcbsehniltspBnkte  jener  geraden  Linie 
uod  dea  KageUdii)ilta.  4w{  die  Abscisae  <dpr  JQiUe.  d«aau  Linie,  iat 
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«bef  bekMptlicb  rleick  der  balbetf  SiMsie  jener  beiiteB,  also  giMck 
den  halbeo  CoefbcienteD  vod  3f  in  der  letiten  Gieichiüg  Hit  eat- 
gegen^ietztev  Zeicben.  Nennt  nan  nnn  die  CoordioateB  des  gv- 
■aälCD  geoKelriaebeD  Ortea  a^  nnd  y*,  am  lie  von  den  TViigea 
in  BUterMbeiden,  lo  bat  mmi  jetst 

oder,  TCSK  ■an  ■!(  ,a/  ■«Jtipliciit  nad  bedeakt,  dua  die.Coordi- 

naten  ^  und  y*  inmer  ancb  der  zngebSrigea  von  m  abhäDgigen 
iLinia  angefaöreo,  also  inmer  anch'y'^M^  iat, 

a-y" -f-;»dr"  =;»(aH- oljr' 


Telcbea  die  Gleicbuoic  des  gesuchten  geametriscben  Orts  ist.  Mau 
lieht,  das«  die-  Balbirungspanltte  inner  wieder  «nf 
einen  äbnlicben  Kegelsehiiitte  liegen,  tJescen  Fanneter 
^  =  =^(m> -f- a) ,   und  dessen  Darchmesser  fSr  dieses  Coordinaten- 

3sten  ^M+a  ist  Seixt  nan  ^^0,  so  findet  aicli  ancb  y=sO, 
so  gebt  die  neue  Curve  durch 'den  gegebenen  Punkt.  Setxt  naa 
jf^v,  so  findet  «ich  entweder  ^^0/  oder  x^m+a,  also  geht 
die  Carrc  dnreh  den  Hittelpnnkt  des  gegebenen  Kegelschnitts, 

1.  Ks  sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Etlipae  oder 
Ujperbel,  so  seigt  sieb  folgender  merkwürdige  Umstwid.  Neant 
■an  den  zn  2m  Eehörigen  (conjugirten)  Darcbneaser  2«  für  die 
gegebene  Curre,  aber  fdr  die  neae  '2a>'  and  W,  so  bat  wan 

also 

2ai*a'*  ^2in"M*  oder  as'  i  n'^m  :  m. 
Es  haben  also  die  uisanmeDgehfirigen  coajngirtep  Dnrcbnesaer 
in  der  alten  nnd  aenen  Ctirre  eiaerlei  VeritKUniss.  Da  nun  m*  be- 
kannt iat  {=s:m  +  u),  so  IKsst  sieb  m'  mi't  Leichtigfteit  finden;  nnd 
ao  h,d,t  man  gleich  vier  bervorsteckende  Punkte  fiir  den  neuen  Ke- 
gelschnitt, wodurch  sein  I^nf  beitinnt  Ist. 

2.  Es  sei  ferner  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  also  ««=:<xij 
so  erhält  nao  y'  =  y^;  woraus  berrorgeht,  daas  der  Parameter 
der  Denen  Parabel  gerade  halb  so  gross  ist,  als  der  der  «Iteo, 
oder  gleich  der  Sironormale  derselben,  woraus  sieh  eine  lidcbat 
eiafache  Conatruction  ergiebL 

3.  üa  sei  endlich  der  gegebene  Kegelschnitt  ein  Kreis,  also 
p^im^  so  wird  die  Gleichung: 

y»  =  (aa  4- a)*  —  jr* 
oder,  wenii  wir  ai  +  u=:2r  letien, 

y*:=(*r  — «)jr  oder  aacb  y*+(*— r)' ^r», 
welche  Gleicbnag  einen  Kreis  daratetlt,  deana  Hlltelpnuktaabacine 
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r:c=4(«*-f-a),  fmß  d«sKD  BalbBomr  eb«ii  m  .ff;rOBB  iat.  Die 
fileicMing:  ■'^4  gegekensD  Kreius  wird  ait  Leicbtigkeib  eii(  die 
Form  gebracht  -,  ,  ,  . 

wobei  2r,  wie  oben,  mH-*  bedeutet.  F-i*  dm  Fall  tiKOr  dau  der 
gegebene  Punkt  ansierhalb  des  gegebeneo  Kreide«  liegt,  müsBen, 
sich  ofToobar  die  Kreise  Bchneideo,'  und  die  gemeinichaft liebe 
Cb»rde  wird  erbslten  durcb  SubtruciioD  der  beiden  Gleicbungeo; 
sie  wird  DenlkL  dajrgestellt  durcb  die  Gleicbung 

"fg^  +  '-l 


Zra;  =  a{2r  -f-  n)  oder  j 

Die  hier  in  Red« /  stehende d  CoardiaateD  lind  jedenfKlk  recbtwiDk- 

Hg;   alsa  sitiht  niiin,  dnasdieie  g-eneinicbaßiicha  Cborde  auf  der 

'  Aoaciigeraxe  senkrecht   steht     Eb  liUst  sieh  aber  auch  noch  mit 

frosser  Leichtigkeit  nachweisen,   doss  die  DorcbSchnittspuDkl^  die 
eriiliriiugspunkle    der  Tongenten   Kind,    die   man  vom  gegebenen 
r<^Dkt^  DDCu  dem  gegebenen  Kreise  ziehen. luina. 

Sind  ^'  uni  y^  die  Coordioaten  eines  Punktes  ansserhalb  do 
Kretsea,  und  mab  ziebt  durch  deuselben  zwei  Tangenten,  so  ist 
flUi  Gleicbnvg^  iter  Cborde,  weiche  die  Beruh riingspankte  verbiodetj 

'  '  '  ■:  yy'-trjrar'^.Ä', 

«ann  R  d«n  Badiua  itedeat«!,  und  die  Glei^nng  ui  den  Mittel, 
punkte  «an  Grande  liegt,  in  gegenwärtige«  Falle  haben  wir  ■■ 
neb  neu. ' 

A».  abvtieitVmakt,  diineh  den  jelst  die  ^Tangeoten  gvaegen  werden 
■oHetti  der  A«Aniga^Dkl  der  GooMinaieB  ist,  ao  ist  yä^K),  ^cnO, 
mitbin  ist  ■  '  ■  ■ 

^2r^  +  4r*  ==:«•»  oder  8«-;r  =s  ■*r»  —  «e*  =  (2r -^  «»)  (2*— «•) 

a.  i.  2r^  =  a(2r -+•«)) 

dieselbe  Gleicbnng,  die  wir  vorher  tiir  die,  beiden  Kreisen  gemein* 
Bcbaftlicbe  Chorde  hatten;  es  ist  mithin   unsere  Ordinatenase  die 

Polare    des    Punktes   a:  = 5- ,    y^^O;-  oder   es    ist    dieser 

Funkt  der  Pol  zu  unserer  Ordioatenaxe. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  erhält  man,  falls  der  gegebene 
Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kegelschnitts  liegt,  für  ^e  ge- 
meinschaftliche Cborde  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck:  man  findet 
nemlich 


was  ganz  dasselbe  ist,  wie  oben  beim  Kreise,  wenn  rann  m  l  u  Hr 
setzt.  Dieser  Werth  unn  aber,  in  die  Gleicfaüng  der  Curve  gosetzt, 
'    TMIIL  '28 
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wirile  zwei  abtolnt  gH^be  Werttie  für  i/  gtben ;  ei  «int  tiao  j«- 
denfsUs  die  gcmeiDScIiBftliehe  Chonle  nit  dem  n^ordneten  Dnreb- 
meaaer  oder  nnserer  Ordinstenaxe  parallel  nOfl  tod  der  Axe  der 
X  bftlbirt. 

An  ei[ifa<;bsteD  itelU  sich  diese  EigvoicIiAfit  der  gemeisschafi- 
Kcken  Cbord«  ffir  di«  Puabel  koiwu,  w»  awn  «rUlt  af=^ta,  npd 
«Im  y^ndA^pa. 


Haebflchrift  des  Bersns^eberi. 

B«i  dem  unjCttiain  ^»len  RaicbtbuniB .  der  Hlthemaük  hat  n  für  den 
Herausgeber  einer  matheiDaiiscben  Zeitschrift  bSuliK  groue  Schwieriakflit, 
sieber  lu  enUcheiden,  ob  eine  solche  snecleUe  Aufgäoe  nie  die  TOTit«D«iid« 


diei  bei  der  oUgen  wirklich  der  Fall  'uc,  da  dietdbe  eiceatlicb  nw  eiiM 
VenllgeaMiBcniBg  de«  beluDnCen  SaOei  eatbilt,  dan  *\it  BtUtelpnnkt« 
aller  parallelen  Cnorden  einer  jeden  Linie  des  tweken  finde«  in   einer 

Siraden  Linie  liegen,  oder  dasi  der  geometriaehe  Ort  der  Hittelpunkte 
ler  einander  parallelen  Cborden  einer  jeden  Linie  des  tneiten  Grade« 
eine  gerade  Linie  iat.  Da  a^er  das  Archiv  nicht  blofs  ahiolDt  Nene«  mit- 
lutbeUen  den  Zweck  hat,  sondern  auch  schon  bekannte,  nur  nicht  in  iedein 
Lehrbuche  sich  findende  Sitie  und  Aufgaben  aufnimnit,  QberhaubC  auch  eine 
gewisse  praktische  Richtnng  verfolge,  lun  Lehrern  bei  ihrem  Unteniehte 
sieb  nützlich  xn  machen:  so  werde  ich,  wie  früher,  such  ftraerbin  keines 
Anstand  nehmen,  auch  solchen  AuMtien,  deren  Inhalt  mir  cwar  nicbt  ab- 
solut neu,  aber  doch  instructiT,  und  den  Zwecken,  welche  ich  durch  das 
Archiv  *u  erreichsD  besbsicbtiEe,  in  irgend  einer  Beiiebnng  fgrderlidi  in 
■ein  soh^Kt  die  AnfhdwM  sieht  lu  -reiHgea.  Dabei  veretefat  eich  aber 
von  eribtt,  dak«  ieb  eueh  Gegeandm  imner  sehr  fen  einta  Pttli  in  n 
"  '  icbrift  vergönnen  werde;  nur  eigentllcbe  Kbarfe  Polemik, 
n  sich  dieselbe  nicht  bloätf  anf  dai  rein  Wiaaenicbaftliche  ii 


ner  Zeitschrift  vergönnen  werde;  nur  eigentllcbe  Kbarfe  Polemik,  nanMiit-' 
lieh  wenn  sich  dieselbe  nicht  blostf  anf  dai  rein  Wiasenicbaftliche  iieecbifn- 
ken  aolite,  muss  ich  gini  vini  derselben  emftrnt  baluu,  so  wie  ich  selbst 


9  erlauben  werde,  ein  Urtheil  über  einmal  aufgenoipmene  Aufsätce 
mi'  flIUen  44er  dieselben  mit  kritüirenden  Bemerkatigen  n  begleiteM.  Ich 
wBaanlie  Asse  f^gentlichen  Bemerkungen  von  den  Leeen  dee  Arebivi 
ala  eine  allgemeine  Erklärung  aufsenomuien  lu  sehen. 

Waa  übrigens  die  in  dem  obigen  Aufsatie  behandelte  Aufgabe  insbe- 
•endere  betrifft,  se  scheint  mir  diselbe  ihres  Interesies  wegen  wohl  aueb 
eine  ganz  allgemeine  analj tisch e,  von  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien 
des  zweiten  Grades  susgebende  Behandlung  tu  verdienen.  Vielleicht  möchte 
«uch  eine  rein  geometrische  Auflosting  derselben  m  bemerk enswertben  Be- 
«nhaten  fuhren. 


..Google 


XXXVI. 

Fil>oii$UM;i,  der  erste  christliche  Vdrfosser  einer 
Abhandli^S  über  -die  Algebra  *). 

Von. dem 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lebrer  am  G;niiia*iiim  tu  Salmedet. 


unter  der  Menge  kleiner  Stuten,  in  welche  lUlien  gegen 
Ende  des  12ten  Jahrhnntlerta  getbeiit  war,  ZeichncteB  sieb  besau- 
ders  die  Republiken  VeDedig,  Genua,  Pisa  luia, .deren  Hanotstädte 
während  der  Zeit  der  KreuizÜK«  aich  des  ganzen  Handela  nach 
dem  Orient  bemächtigt  hatten.  Sie  waren  dadurch  reich,  mäehdg, 
blühend  geworden.  Genueaiscbe  und  Pisanische  Kaufleute  hatten 
Niederlagen  auf  der  Nordknste  Afrikas,  aof  den  Inseln  des  Arcbi- 
... :_    ^jigjj    grossen  Städten    des  Orieotsj    und  kamen  hier 


flhera 


jherall  mit  den  Arabern  in  Beriibning,  dia  damals  die  Träger  der 
Wissen  Schäften  waren.  Auf  ihren  Seiaen  dahin  sammelten  die  ita- 
lieniachen  Raufieute  ausser  uDgebenern  Beichtbümern  einen  Schatz 
neuer  AnacbauuDgen  und  neuer  Kenntnisse,  die  sia  wiederum  in 
ihrer  Heimath  verbreiteten.  So  erhielten  liie  Christen  von  den 
Arabern  fast  gleichzeitig  die  Algebra  und  dl«  Bonisole,  so  -wn 
auch  die  PJiilosophie  des  Aristoteles. 

Eil  Kaufmann  aus  Pisa,  I..e«nBrdo  Fibonaocl  "),  ist  der  «rate 
ehristliche  Verfasser  einer  Abbandlung  über  Algebra.  Von  den  La- 
benanmatänden  dieses  ^anoei  kennen  wir  nur  das  Wenige^  was  er 
selbst  in  der  Vorrede  zu  seinem  ersten  und  wichtigsten  Werke, 
dem  Abbacns,  das  im  Jahre  1302  lateimsch  geaebneben  ist,  er- 
wähnt. Leonardo  war  noch  Knabe,  als  ihn  sein  Vater,  der  die 
Rechte  der  piaeniacben  Kaußente  an  der  Doüane  von  Bougia  in 
Afrika  wahrnahm,  in  sich  rief,  nm  ihn  seines  künftigen  Bernfes 
wesen  in  der  Arithmetik  antfrrichten  zu  lasaen.  Die  Nordkiiate 
Afrlka'a  war  damals  im  Besitz   der  Araber,   welche  beioodera  die 


*)  Nach  Lihri'bisc  des  matb.  en  lulia  Tom,  U.  Kearheittt. 

**)  Der  Name  Pibenacei  lat  na  Mim  Bonaed  insanrnnsetogen,  denn  daa 
MiuHisarlft  4«a  AbbsaiM  In  der  MaglisbeeMschaD  fiiblioihek  lu  Floreni 
ans  dam  Uten  Jahrhundert  beginnt  mit  dett  Worten:  Indpitliber  abbsci 
compoaitai  «  Leonardo  fiKo  BAnaccIffeano,  in- bnno  licß.    Sahireiche 

-  Bei^iicta  i^inliolwr  ZwwaiiiwIehMyia'-flMMn  aich  noch  Teilt  hi  tosca- 
niKnen  Familiennamen..  ' 
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AlgekrB  mit  Bfilf«  des  iodisclien  ZahleaiyitenB,  Atta  sie  ■icli  sn^e- 
eiffnet,  weiter  anigefaildet  haUeD.  Hier  lernte  Leonardo  du  indi- 
BcEe  ZahlcDsystem  kenoen.  Auf  sejoeD  Reiaen,  die  er  später  durch 
Aegypten,  Syrien,  Griechenland,  Sicilien  und  die  Provence  in  Hsn- 
delHgeachäften  uutemabm,  ubenteugte  er  sieb  beionders  von  den 
Vortheileu,  die  daaselbe  vor  slteu  ttqdeni,  in  jenen  Ländern  «oge- 
nomneDen  Rech  nun  ^(reisen  vorau«  Umtte,  Dessbalb  beschäftigte 
er  sieb  crnsllich  damit,  benutzte  die  Geometrie  des  Euklid  und  ver- 
&Bite  Bo  das  oben  erwähnte  Werk  in' 15  Capiteln,  von  deneD  das 
letzte  eine  Abhandlunff  über  Algebra  enlLäJt,  auf  die  wir  weiter 
unten  zurückkommen  werden.  Vom  Jalire  1202,  wo  Pibonncci  lu- 
erit  den  Abbaens  berauigiib,  bis  1220  fehlen  alte  Nachrichten  über 
unaern  Sehriftateller ;,  im  letztern  erschien  von  ihm  ein  sweitcs 
Werk,  pnictica  geometriae  *) ,  worauf  1228  eine  zweite  Aacraba 
dea  Abbacaa  mit  Zusätzen  folgte.  Ausier  diesen  beiden  Schriften 
Terfaaate  Fibonacci  noch  eine  AbhandluDg  über  die  Quadratiahlen 
(man  weiss  nicht,  in  welchem  Jnlire),  deren  Mannscript' sich  in 
neuester  Zeit  nicht  wieder  hat  aufliaden  lassen,  die  aber  nach  den 
Zeugnissen  von  Lucas  Paciolo  und  Ghaiigai  sebr  geistreiche  Unter- 
Buchungen  über  die  Zahlen  entbielt. 

Das  ist  Alles,  was  sich  über  Fibonucci's  Lehensumstände  bei- 
bringen lässt.  Kein  ffleicbzeitiger  Historiker  gedenkt  seiner^  des»- 
halb  ist  nnch  das  Jiihr  seines  Todes  unbekannt.  Nur  das'  weiss 
man  nocb,  daas  Fibonacci  von  seinen , Mitbürgern  mit  den  Spott- 
namen Bigollone  belegt  wurde,  indem  er  wahrscheinlich  ganz  sei- 
nen iiebgewon Denen  Studien  sich  hioguh,  unil  den  Handel,  die  be- 
liebteste fiesch&ftigung  seiner  Mitbürger,  vernachlässigte.  Seine 
Werke  blieben  bis  auf  unsere  Ta^e  in  dem  Slaabe  der  Bibliothe- 
ken vergraben;  Commandin,  der  gelebrte  Uebersetzer  der  griechi- 
schen Genmeter,  gedachte  einst  die  Practica  geometriae  durah  den 
Ehnck  za  veröffentlichen,  aber  der  Tod  hinderte  ihn  darao. 

Unter  den  Schriften  Pibonacci'a  ist  daa  wichtigste  der  Ahbacns, 
das,  wie  schon  erwähnt,  in  15  Capilel  gettieilt  ist")  und  anter 


*)  Der  voUstindiKe  Titel  desselben  ist;    Incinjc  prattca  Drometrie  ccmpo- 

siu  aleonardo  Bigollosio  filllo  Bonicil  pisano,  in  anno  MCCXXI. 
•*)  Das  Inhaltsreneichniss  derselben  möge  hier  eine  Stelle  finden; 

1)  De  cognitione  noTem  figuramin  YnilDrum  et  oualiter  cum  eis  om- 
mit  nuineris  seribatur,  et  qui  numeri  et  quatiter  retineri  debeant 
in  manibns  et  de  introdactionis  abbaci. 

2)  De  multtplicatione  iotegrorum  nnmeronun. 

3)  De  additiooe  ipserum  ad  invicetn.  '    . 

Jl)  Da  eitractione  mborum  numerarum  ex  majoribus. 
SJ  De  divisione  integrorum  numerunim  per  integros. 
6)  De  iDultjpUcetione  iategromm  numerarum  cum  ruptis,  atque  riipto- 

.7)  D«    addittone   et  eztractione   at  divisione  numerarum  infegronim 
cum   ruptis    atque   partium   numerarum    in   liogulis   partihus   re- 
ductione. 
8)  De  emptione  et  venditione  rennt  veoslium  et  similinm. 
•)  De  harattis  rerum  vBBaliuni  et  de  emptione  holsanaliae  «t  qoibus- 

dam  regulis  sünilibu*. 
JO)  De  aoctetatibna  facti«  iiiter  conaociot.. 

11)  Da  consolamine  nonetarum  atque  nwiim  re|r^lis  qnaa  ad  cum* 
Itinen  pertineDt. 
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■»^ni  eiM  Onntdloir  dea  indiBehsti  ZaUeütyiteHS  nod  in  itm 
l«txte«  Capitet  «ine  AbhandloDg  über  Algebra  entbälL  Da  dieaes 
Capit«!  ia-daa  3teii  Tbeile  von  Libri'a  I^McbieblB  der  HatfaMitik 
n  itatttn  TolIrtitBili^  BbffedrDckt  nt,'  mo  kvoDen  wir  un  genan 
vov  Miaen  Inhalte  äberaeuKeD.  fis  beatebt  ans  3  Tbailea:  in  den 
erstea  ist  über  Proportionen ,  im  iweiten  über  ^eowatriiche  Pro- 
bleaie,  Im' dritMn  aber 'Altrel>ra  gehandelt  Dieser  letxtfl.Theil  iit 
-  der  latereatfanterte  dei  cunten  Werks;  jedoch  ceigt  eine  Ter- 
'  gl^ichaa^  detnelbea  mit  dem  bekanaten  Werke  Mohammed  ben  Hn- 
jsa'a,  daas  Fiboniicci  bei  der  AbfasRUDg'  dCHaelben..  doa  berSlitiJa 
Werk  dieses  urnbiHcben  Scbrititst ellers  vor  steh  haUn.nod  darMtcL' 
«fbeitele.  Er  ^ebt  auerBt  dieselben  ErUärungen  >  bctraebtet  dar- 
alf  dieaelben  aecb«  Fälle  von  ClercbnageD,  nSariick  drei  einfadie,  ' 
wohin  die  Gleichuti^n  von  der  Form 

gehSrär  «ad  drei  sniammengeaetEte,  d.  b.  Gteiehiingen  vod  der  Farn 

Bei  4ar  LöHTig'  dieser  Fälle  verTalirl  Fibonacci  ebenso  gAUx  auf 
ilieaelbe  WeiM,  wie  Mobammed  ben  Mnsui  er  giebt  immer  zuerst 
Diueriacbe  Beisoiele,  daranf  die' allgei^eiae  Regel  fiir  die  Lösung 
jedes  einieleen  Falles  uhne  Heweis.  In  allen  Fällen  werden,  eben- 
falls nach  dem  Beispiel  der  Araber,  sämmtliche  Glieder  der  Gtei- 
cbiingea  eli  positiv  angenommen.  Zaletit  folgt  der  BeweiS)  der 
hl  einer- geometriscben  Constrnction  der  Gleichung,  besteht.  Das 
CaDse  ,bi;a<;hliesBt  eine  Menge  von  Aufgaben,  vOa  denen  jede  auf 
>  eiael  der  oben  erwähnten  sechs  Fälle  lurilckgefijbrt  wird. 

Demnach  scheint  dieser  algehraiscbe  Theil  nur  eine  Bearbei- 
tung des  oben  erwähnten  arabiacheo  Werkes  %n  sein.  Die  Wissen- 
acbafl  selbst  ist  hier'voo  Fibonacci  nicht  weiter  gerörderi,  denn  er 
lüsst  ebenso  wie  die  Araber,  die  zweite  Worael  bei  der  Losung 
der  Gleichnni^'eD  doa  zweifen  Grades  uoberiicksicbtigt:  ja  er  ist 
nicht  einqial  so  weit  gegangen,  uLs  Mahummed  heu  Musa,  der 
die  Rxiitenz  -der  aweilen  Wurzel  wenigstens  ^für  die  Gleichung 
Mae'-^&  =  cx  Hngfldeutet  hatte. 

Wir  sind  jedoch  weit  entfernt,  diesen  Hangel  Fibonacci  zum 
Vorwurf  zu  machen;  seine  Schriften  zeicbnen  sich  nicht  allein  vor 
denen  seiner  Zeitgennssen,  »oudern  auch  vor  deheu  eines  Baco, 
flinei  Ruimundus  Lullus,  eines  Albert  des  Grossen,  die  nach  ihm 
schrieben  und  die  aosgeselchnetsten  Männer  ihrer  Zeit  wareu, 
rühailicb*!  aas,  indem  sie  nur  Wahrheiten  enthnlten,  anstatt  daas 
man  in  den  Werken  der  damaligen  Zeit  deu  ßn  st  ersten -Aberglauben, 
mit  einzelnen   richtigen  Aussprüchen   und  Urtheilea  gepaart  findet. 


12)  De  Solutionihua    mulurum    pojitaruui  quaeiuiojanm  qua«  erralieas 
■ppeltamus. 

13)  De  regul*  eleatafin,  quslicer'per  ipsum  fare  amnea  emticsequae- 
stiouei  «olvantur. 

'   14)  De  repariendis  rkdicjbut-  quadrsti*  *t  eafaiis  «t  multiplicatione  et 
divisione  seu   extrsctione  earum  in  se,  et  de  trtctacii  binoiniorum 
et  reciaomm  et  eonim  radlcium, 
Ik)  De  re(;ulia  et  proportionibui  geometriae  pertinentibul;  de  quaeatio- 
nibas  algebrsa  et  ■Imscbabelat. 
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Fikanacä  katte  «oefa  ki  dsr  AbhMH^  seinU  AUtcu  nur  ^m 
ra«  PraktiBche  in  Auge*)!  er  wollt«  aein«  Hitb3rg«f  mit  den  Var- 
tkeilcB  bektmot  aMhea,  die  dn  indiicbfi  Zabkni^tei»  in  der 
ReefcnuBf  Tor  desea  Torau  hatte,  die  bisher  in  Itnüen  nnd-nnder* 
Ländern  Kebrinchlich  wnren.  DieB  ist  sein  Hnnptrerdlenit,  ir<rfilr 
ibn  die  Nnehweit  den  ffräntev  Denk  ncbnldig  ibL  — 

Dn  aber  die  fibrigeu  Schriften  Fibonnoci'B  erwihnt  VHden 
'  Hod ,  iff  mäge  jetnt  «och  üne  knrze  Beecftreibing  dereelben  fol- 
•en.  IHe  Pmcticn  ^Hfllrine  iet  ün  >ehr  rolnsinMea  Werk,  du 
in  8  Diatinetionen  eingetiieilt  ist  nnd  von  dem  vereebiedeae  HunO' 
scri^e  eniatiren,  die  beweisen,  dasa  ea  der  VerfniBer  mehrauJi 
Sberarheitet  bat.  Den  Hauptinhalt  deBBelben  bilden  Unten uchaBmi 
ihn  4ie  Ananeunng  der  Körper;  heaondera  su  beaerken  ist  aber, 
daas' darin  daa  Theorem  vorkoMmt,  in  welchen  die  Fläche  eines 
Dreiecks  durch  die  3  Seiten  bestimmt  wird^  ein  Satz,  der  aicb  schon 
in  den  Schriften  Brahmeguxta's  findet**).  Ftbonacci  hat  ibo  wabr- 
sfheinlicb  «m  einMr  Schrift  dea  Juden  Saraaarda  eatlebnt,  der  in 
12ten  Jahrbnndert  lebte  und  dessen  Werk  von  Plata  von  Tivoli 
ins  Lateinische  übersetzt  ist.  IndesseD  werden  ancb  in  der  Pracüc« 
siVDDietriae  algebraische  Ge^enstSnde  abfrebandelt;  so  findet  sieh  in 
der  iweiten  Distioctioo  die  Anaziehnn^  der  Quodrutwurseln,  in  d«r 
fBnßen  die  der  Cnbikwnrxeln  und  am  Ende  dea  tferks  ProbleB« 
aus  der,  nnbestimmteD  Analysis.  ' 

Fibanecci  hat  auch  ;ine  Abfaaifdlnng   Sber  die  QuadrataableB 

(;eschrieben,  die  von  ihm  selbst,  von  Lucas  Pscivlo,  Gbali^i,  Xv- 
nnder  und  Baldi  erwähnt  wird,  die  aber  in  ueneater  Zelt  nicht 
wieder  hat  aufgefanden  werden  käonen.  Pacioto  bat  einen  Theil 
derselben  seiner  Samma  arithmetlcs  eiDrerleibt,  nnd  Gb8lif|;ai  acAeiat 
alles  das  daraus  entnommen  xn  haben,  was  er  über  unbestimmte 
Anatysia  sagt.  Ans  einer  Ver^leichong  beider  Schriften  Iftsat  sieb 
die  Behauptung  Xylander'a,  Fibenacci  habe  dieie  Abhftodlnnr  aaa 
'der  Arithmetik  des  Di  oph  an  ms  eotlehnt,  luritchweisenj  beide  baben 
keine  Aehnlichkeit  mit  einander.  '  Fibouacci  siebt  unter  Budera 
darin  die  Summe  der' Reihe  der  natürlichen  Zahlen,  die  ihrer  Itua- 
drate,  so  wie  auch  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  nritfameli- 
Hcher  IHeiecke;  es  findet  sich  auch  daselbil  die  Lösung  eines  he- 
■ondem  Pallea  von  dem  schwierigen  Problem:  eine  Qnadratsah] 
zu  finden,  ao  dass,  wenn  man  zn  derselbeo  eine  gegebene  Zahl 
addirt  oder  davon  lubtrahirt,  sie  immer  ein  Quadrat  li leibt.. 


*)  Sana  bic  1ib«r  msgls  qaam  ad  th^oricam  spectat  t,ä  prectiCam,  sagt  er 
in  der  Votreife. 

")  Vergl.  dia  historüeben  Notizen,  liis  Cbaslea  über  dir*ei  Theorem  in 
seiner  Geschichte  der  Gpometric  (p.  480  fi:  der  tJeberseciung  von 
Sobnke)  beibriogt.  Derselbe  ■■»,  iaaa  es  sieb  iu  der  Practica  geome- 
trise  nach  der  Art  der  Ariber  tieniesen  Andet;  bienas  könnte  mau 
■diliessen,  dasa  Fibonaoci  es  uoialuelhir  von  ileu  Arabern  entlebnc 
habe,  imrt  nicht  *an  SsTssarda,  wie  Libci  meint,  luuul  da  in  dem 
Werke  des  leotern  der  Beweis  (eUu 
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XXXVII. 

Ueber  den  Urspranf  und  die  Verbreitang  un- 
seres gegenwartigen  Zahlensystems  *}. 

Von  dem . 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lcbrer   ria  Gymnaalun   in    Saliwedel. 


Zwiactten  Libri  bod  ChaBlee,  dem  Verfnsser  des  „\pet^u  liiito- 
rique  snr  l'öriffiiie  et  le  develojipement  des  pi^thodes  en  Geometrie 

'  elc  Brax,  \S3l"  (ina  Deutsche  überHcfzt  tod  SohDke).iat  in  Deae> 
ster  Zeit,  ein  heftiger  Streit  über  den  Uraprung  nngeres  gegenwär- 

'  tigen  ZafaleDsyBtems  Bus^ebroehcn.  Jener  behauptet,  dasi  die 
CtimtBD  dasselbe  den  Araberp  zu  verdanken-  hätten  und  dasi  na- 
inenllicb  Fibonacci  xaerst  die  KennluisB  desselben  verbreitet  habej 
dieser  meint,  dass  unser  Zahlensjatem  aus  dem  der  Griechen  und 
Römer  entstanden  sei,  und  irill  das  erste  Vorkommen  desselben 
den  Werken  des  Boetins  vindicirt  wissen,  der  es  wiederum  den  Py- 
tbaeoräern  znsclireibt.  Libii  bat  jedoch  die  kühnen  Hj'potbesen 
uoiT  irrigen  Ansiebten  des  letiteren  genügend  widerlegt,  nndChas- 
les  selbst  hat  in  einer  Note  am  £nde  seines  Werkes  seinen  Irrtbun 
bekannt.  Die  Stelle  des  Boetiua,  auf  welche  Ctisales  seine  Anaicfa- 
ten  basirt  nnd  die  man  in  dem  oben  genanolen  Werke  voUstündig 
abgedruckt  findet,  beweist  weiter  nichts,  als  dasa  man  sich  zur 
Zeit  des  Boetins  gewisse  Ahkürsungcu  In  der  Hultiplication  nad 
Division  erlaubte,  und  besonderer  Kunstgriffe  nnd  Zeichen  dabei' 
bediente,  wie  es  ecbon  seit  den  ältesten  Zeiten  Sitte  war,  und  die- 
ViboDDcci  auch  auf  seioea  Reisen  fand.  CLasles  hatte  alch  durch 
diese  Stelle  zu  der  offenbar  irrigen  Ansicht  verleiten  lassen,  dais 
die  Zahlensysteme  der  Griechen  und  Körner  von  den  unsrigen  nar 
wenig  verschieden  wären,  denn  beiden  läge  eine  Progression  nach 
Zehn  zu  Grunde  nnd  beide  drückten  irgend  eine  Zahl  »lif  dieselbe 
Art  durch   Einer,    Zehner,    Hunderte,  Tanaende  n,  ■.  w.  ans  »it 

Hülfe  der  nenn  Grundzahlen  Eins,  Zwei,  Drei, Neun.     Aber 

fü  ist  bekannt,  dau  nnser  Zablensjstem   ron  denen  der  Alten  sich 


"^'Austar  Libri  bist,  des  msth.  en  Italic  i 
Geachichce  der  Geometrie  fibersetit  vi 
da«  Siädtewesen  des  Mitielsiters. 
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haaptsäcblich  dadurcK  unterscheidet,  dus  einmal  in  den  nnsTtgen 
der  Werth.  der  Ziffern  tod  ihrer  SteUuD^  abfaüngt,  nnd  zweitens 
dsBS   wir    aua    den    neun   ZableeicheD    mit    Hülfe  der  Nnll,   deren 

'  Inteinisclier  Nane  Zephirum  offenbar  arabiachen  [Irapmngs  tat,  alle 
Zablen  bilden,  .anstatt  data  die  Griechen  und  Rümer  snr  Bildang 
der  Znblea  über  Zehn  hinaus  neuer  Zeichen  lich  bedienten.  AoHer- 
dem    werden    auch    unsere    eef  eBwäriiKen    Zahlzeichen    von    allen 

.  christlicben  Scbriftstelleni,  die  in  der  Iriiheilen  Zeit  über  Arithne- 
tik  und  Algebra  Bchrieben,  wie  Fibooaciä,  Suerobaseo,  JoriMna, 
Valla,  u.  a.  oi.,ind!acbe  ^eoannt. 

Eine  andere  Frage  lat  aber  die,  ob  nicht  viellei eilt  schon  vor 
Fibonacci  unser  gegenwärtiges  Zahleniystem  von  den  Arabern  xu 
den  Christen  berübergekoDmen  ist.  Libri  sagt,  es  gäbe  Manu- 
scripte  von  uogewiaacm  Datum,  die  vor  dem  Jabre  lätK  abgel'asat 

-XU  sein  achienen  und  in  welchen  aicn  neiin 'ZnLIzeichen  landen, 
deren  Wertb  von  ibre^  Stelle  «bhinge;  -aber  aie  achienen  Bämmtlicli 
von  Juden  geacbrieben  oAvr  von  Cbriateo  wabrend  ihres  Anfenthal- 
tea  'bei  den  IVIanrco  in  Spanien,  und  entschieden  desihalb  nichts 
über  die  "erste  Einriibrung  unseres  Zahlensyaiema  hei  den  Chriaten  *). 
Nun  ist  es  aber  bekannt,'  dass  es  namentlich  die  Juden  waren, 
welche  den  Verkehr  zwiscbifn  Arabern  nnd  Christen  vermittelten. 
Oehcrall  zerstreut  und  mit  Hunitel  bescLäftigt  hatten  aie  sich  in 
Asien,  in  Europa  und  Afrika  ausgebreitet.  Die  zahlreichen  Sjaa- 
EOgen,  welche  sie  im  Süden  Frankreiclia ,  in  Spanien  und  Jlalien 
hatten,  curicspondirten  mit  einander.  Sie  übersetzten  eine  srosae 
Men^e  griccbischer  und  arabischer  Werke  über  Aatronomie,  Philo- 
sophie und  iUedicin.  Sollten  sifr  hei  diesem  Geschäfte  sich  nicht 
auch  mit  dem  Inhalte  der  Werke,  die  sie  unter  den  Händen  hatten, 
.befasst,  und  die  arabischen  Zahlzeichen,  die  über^lLin  diesen  Wer- 
ken v.orkumnien  mtissteu,  bloss  copirt  haben,  ohne  ihren  Werth 
kennen  su  lernen?  Ks  läast  sich  wohl  annehmen,  dass  sie  bei 
ihren  fortwährenden  Correspondenzcn  auch  einander  ihre  Kennt- 
nisse mittheillen,  und  dass  eine  Mittlicitung  den  arabischen  Zahlen- 
systems, duB  vor  allen  iibriecn  damuU  gebrauchten  so  grosse  Vnr- 
Ibeilc  f(eivütjrte,  an  ihre  GUiubensgeDOdsen ,  ~hei  ihrem  entschiede- 
nen Hange  zu  Handel  nnd  Gewinn,"  gewiss  nichr  unterblieb.  Gleich- 
wohl muäs  muD  geatebeir,  duss  alles  das,  wad'viin  den  Juden,  einem 
veraclilelen  und  maunichfach  gedrückten  Volke  ausging,  von  den 
sieb  erhaben  dünkenden  Christen  verabscheut  wurde. 

Was  nun  aber  die  Cbrislen  betriSt,  die  naclL  Spanien  gingen, 
um   sich   bei  den  Mauren  zu  unieiricbtcn,  ta  ist  wohl  nicht  wahr- 


*)  Libri 'bleibt  in  seinen  Behauptungen  nirht  consequrnt;  denn  auf  Seile 
398  IT.  fiilirc  er  ein  M^nu».crmt  an,  <l>s  im  Jahre  U34  mit  Hülfe  eines 
Juden  aus  dein  Arabischen  riberselzc  ist  und  Arithmetik  enthält  Ainai 
ce  in»nmcript.  fährt  er  fort,  ne  peut  fournll-  aueun  argumrni  «ontre  la 
priorite  ile  rAbbaeiis  <te  fibonacci,  i]ui  cepeudant  (camiue  jious  le  re- 
Tinaissons  avec  la  plupart  ile  ceux  qai  ont  discutc  ce  painc  de  l'bi- 
}ire  des  sciences)  na  pas  tti  le  premier  ouvrage  latin  oii  l'on 


stoire  «es  sciences)  na  pas  ete  le  premier  ouvrage  Ie 
bU  employe  les  chilTres  arabes,   mais|t|ul,  jusqu'a  ce  que  d 
vieiinent  prouver  lo   contralra,   tloit   etre  «onsjilfri:  coiuine   le   pre 
trailij  Bvec  ilate  cerlaine  ürrit  O'riginaireineiit  en  latin  par'un  Cdre 
oii  lei  regles  de  la  nouvelle  atiihmctique  se  tronvent  espos?es. 
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■cfacialieb,  4m»  rifl'  i)iM  dftrt  «rworbm«»  KeaMniue  tÜt  litik  bie- 
UHtea  Hild  ^B  AHbreitiMiff  deraetben  uAter  ihren  Landslegten  n»- 
tBrnetsCB,  '  AlH  Beiripie]  mw  hier  der  btlcsnntt)'  Cierhert  emUhnt 
werden,  der  in  seiner  AoiAildanff  Bach  Spanien  zu  deaSannteiMn 
cegM^B  mr  Dttd  DBcb  «rin«  ERiokkehr,  im  Jabre  W9'  mtnr  deat 
HBinen  SjlTVater  II.  d«ii  pIpstKcbttn  Stuhl  bestieg.'  Auf  ««106« 
R^bWeg«  verbreitete  er  eifrigtt' nine  Keautnisde,  über  die  Ub- 
VtSf^eftheit  •einer  Zeitgenoisen  \T%t  ao  ung«hen«r,  daH  hmi  iba 
■einer  neuen 'l^bren  we^  ?erketcerte  «Bit  der  Mufe  «nktagto. 
Seine  ^«metriHchen  Sobriftaa  -  behBodels  «««r  nur  die  eUwentsr. 
■len  GegvniUnde',  aber-nnulifftich  kaBii  dien  Aafaurca  xweiftt« 
gebend  ob  6erb«rt  wirkiteh  aeine  Kennioine  den  Arabern  verdnikti 
nie  Clialiles  tu  b«faanpt«n  geneigt  Ut;  vielnebr.  beweist  timeiatt 
Meinung  Mob,  'dMs  Gerbert  ein  gnter  Pädagog  war,  der  erkanirte, 
da»  die  hohen  KenntDiase,  dio' «r  bei  den  Arabern  gewonnen  batte, 
Tür  seine  Landsleute  eine  in  unrvrdauliche  Speise  waren.  Von  gräm* 
Berer  Witrbtigkeit  aabernan  Keine  arithnetiicben  SkibrtfteB  tm  Bain, 
dt«  rrösstentheils  noch  unedirt  in  der  Bibliothek  des  Vatikan  liegeo. 
Kfl  Bftdet  flidi  darin  naeb  d«f  Bebanptnng  Chasles  «tn  ZahlenjiyBtesj 
TAB  dent  damals  gebritvchticben  iMeiniscbeli  verecbieden  ist.  Bw  . 
TbKtfgbelt  und  den  Lebretftr  fierberts  vardaabte  aasiBntKeb  :dii 
Schule  cu  RtiersM  ihre  Btdthe.  Wi&abegierige  Hänner  BtrSmtMrMa 
Ftaokrekib  and  Deutschlsod  herbei,  nsi  sieb- neter  ifan  iiu:blllliNJ 
0od  die  binteriasaen^Q  Mnnuscrlpte  eines  Ad«lb<H<hm;'Bilicbaf*VMi 
Ctre^t,  eines  Herigeir,  Abts  von  Laubes,  aad  BeraeUnl  die  ^«dit. 
lieb  Bein«  SchSler  waren,  beweiteu,  dass  Gerbert  «kaselbwr-fletae 
bei  den  Arabera  gewonnenen  Kenntnine  mittbeilte.'  Sie'sMit«a 
das  ancefangene  Werk  ihres  Meisters  eifrigst  fort,  und  noich  im  . 
iäten  Jttbrhundert  gewSlirteo  die  Banne  Hcitalten  und  frücbte, 
welche  Gerbert  im  lOten  lu  ftbeimg  geoiauzt  halte.  Dnrch  Sprte* 
linge  davon  sind  in  Frankreich  naJ  Deutschland  verscbiedeiw 
Ntanote  unmitt«)-  oder  raittelbarveredelt  worden.  SoIbdv«  jedeck 
die  bisber  in '  den  Staube  der  Bibllotlieken  vergraben  iriegenden  ' 
Mannseripte  nicht  veröffen Hiebt  werdsa,  IHsst  sich  über  die  Tbitig- 
keit  and  Wirksamkeit  Gerbcrts,  wie  seiner  Schüler,  niehta  behaup- 
ten, und  Franconn  und  Deutsche  nnssen  vor  derHaad'zagvstehen, 
dass  cuerst  von  Italien  aus  durch  Piboaaoci  unser  gegeswäctiges 
ZahleasysteiB  in  Kuropa  verbreitet  wnrdeo  ist.  Das  steht  aJlei^ 
dings  fest,  dass  ih  Deatsebland  die  Geistlichen,  deneu  die  Siwgi 
des  Unterrichts  oblag,  in  Uten,  12len,  13ten  Jahrhnodert  an  «icUa 
weniger'  dachten,  als  füt  Bilttang  tliütig  au  sesa.  -Seitdem  bobei 
wie  niedrige 'Stellen  kätiOfeh  wurden,  seitden  ftie  bobe,  wie  dia 
niedrige  Geistlichkeit  dabin  strsble,  innMr  nchr  weltliche  Hncht 
flicb  xn  verschaffen,  seitdem  jene  den  lebhaftesten  AntheÜ  na  der 
Politik  nshm,  und  diese  Hieb  sogar  nit  Handel  faefasste,  da  gingen 
auch  die  letxten  Spuren  der  Kclitea,  wisse osvheftlicben'BiMnng  Ter- 
loren.  Der  Ünterrtcbt  beschrünk|e  sich  oaf  netkdürftig«a  Lesen. und 
Sclirelbeu.  Es  blieb  ihnen  keine  Zeit  <Uw^i  an  ihre  eigeoe  Aua- 
bilduo^  zu  denken,  fortwäbrenda- Straitigkeilen  nit  dea  Bösger- 
scbafteo,  in  deren  Nähe  sie  wohnten,  über  Gerichtsbarkeit  nndVelt- 
liche  Macbt  nsbmen  ihre  ganze  Tbatigkeit  in  Anspruch,  und  sie 
htekefli  nk  aller  6ewali,  die  ikMn  ta  Giehbte  stknd,  <ba  Volk  in 
Vnwinwabeit  xUQwk  nid  binderten  icdes  klbne  Bnporatvebee.' 
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Dies  Kad«rti)  aiek  je4Mk>  ah  in  Folge  UrKitvuägti  tän  krSf- 
tiger  iBärgenUDd  üeS  xn  bilden  mfiDg,  der  sich  Wniiden  ait 
HaDdel  bekchilftigta  Hod  xur  Fördsrang  dei  KHUtfleüaea  lebr  tbft- 
tig  wu,    Zur  Zeit  Friedricb*  II,   ie»  gr«u«i)  UaheutMfen,  kui 

'  eine  grosae  flandelutruse  vod  Wien  ncch  Venedig  in  Gang,  da 
HB  diese  Zeit  ConataDlinopel  nnflörte,  .Bnoptniederlnge  d<r  Mar- 
genländiaebfin  Güter  xu  Min  nnd  die  Venetinner  dieaäbe  in  ihrer 
Stadt  etnrichteten.  Schon  Mit  der  Mitte  dea  13t«n  JahrbanderU 
nogCB  die  reieben  Kauflente  von  AngatHirg,  Nirabei^,  Qla^  Mep- 
■aittgeny  üb«,  div'Alpen  nacb  Venedig,  nnd  1268  dacht«  aan  da- 
aelbat  «uf  die  Anjegnog  eiaea  eigenen  Kanfliaiuea  fär  dia  Dent- 
schcB.  Aber  nicbt  aJlein  gingen  deutschn  Kanfleate  nacb  Italien 
nnd  «erweilten  dort  längere  oder  kiinere  Zeit,  aendern  aacb  Itali- 
ener, beaond^  Venetianer,  Florentiner,  Lombanien,  beanobtan  die 
groaaeu  Handelsplätze  iMittelenropaa ,  sod  erhieiteD  die.  Erlaubniaa, 
sieh  daaelliat  bänalich  niedennlaaaen.  Griiaateotbeila  war  daa  Wecb- 
seiweacD  in  Deutacblaod,  Fraokreicb,  England,  in  den  Niederlanden 
in  den  Binden  Italienlscber  Kauflente,  von  .denen,  die  neiaten  ana 
der  Loaibardei  und  Toacana  gebnrtig  waren,  beaondera  aoa  Floren 
■nd  Siena.  Damals,  beijlieae«wecbaeiaeitigen  Verkehr,  geaebah  oa 
wabracb  ein  lieb,  daaa  die  Dentaeben  ana  xweiten  Uale  tut  aaaerea  , 
MgeBwäctigen  ZablenaTsteiae  bekannt  wnrden,  nachdeia  der  von 
Gerbert  auagestrente  Sane  langst  sparlos  verschwnDdea  wnr.  Dean 
Libri  zeigt,  daaa  es  danala  in  allen  Städten  Italiens  MatkcaiBtiker 
gab,  besonders  in  Florenz,  wo  lange  Züt  die  Toa  Fibonacci  ge- 
sräDdete  Sefanle  blBbte.  Alle  Bibliotbekeo  Italiena,  Frankroidit, 
Bnglanda  nnd  Deutacblanda  cntbalten  ein«  Hange  Hannacripte,  die 
von  Italienern  über  veracbiedene  matbematiBcbe  Gegcaalände  ia 
14ten  und  ISteo  Jahrbundert  gescfarieben  worden  sind,  und  in  äni- 
gea  wird   anedräeklicb   benertt,    daaa   sie   Tnr   Kauflenta    beati«Ht 

.waren,  für  welcbe  die  KeaDtaiaa  der  Algebra  Bedürfnisa  war.  Ge- 
wisa bracblen  damalu  ancb  deutsche  Kaafleute  solche  Hannacripte 
in  ihre  Hciaiatb  oder  im  Adslande  lebende  Italiener  verbreiteten  sie 
in  ihrem  neuen  Vaterlaode.  Und  wahrlicb,  ei  gereicht  Oentacbland 
znr  Ehre,  daas  dieser  neue  Sape  auf  keinen  unfrucbtharen  Boden 
Jiet;  denn  in  der  That,  seit  dem  Anfange  des  16ten  Jabrbuaderls 
wnrdfl  in  DentscUand  nnd  von  Deutschen  eine  JHenge,  namentlich 
Hrithnetiscber  Schriflen,  verfasat,  deren  Titel  „die  coaa,  Wälacbe 
Practica)  u.  s.  w,'*  zwar  italiekiitchea  DrsprUDfc  verratben,  die  aber 
nicbta  .destoweniger  der  Dentscheo  eigentbümlicbe  Fortachritte  in 
der  Behandlung  ^r  Arithmetik  zeigen*^  Hiecber  gebort  beson- 
ders der  Gehraach  der  Zeichen  +  und  — ,  die  nach  Libri'a  aas- 
drückliefaer  Bemerkang  in  den  Hannacripteo  italienischer  Matbena- 
tiker  dieser  Zeit  nicht  vorkommea.  Gewita  wird  auch  ooeli  nebr 
dervleichen,  was  den  Dnitsaben  anm  Bubme  gereicht,  an  Tage  ge- 
fordert werden,  wenn  ein  deatacbcr  Hntbematiker,  der  Gelegenheit 
lia(,  die  Bibliolkekea .  Nnmberg's,  Wien'a,  HiinebeaV  Angaburg'a 
IL  a.  w.  zu  benutzen,  sieb  mit  der  Losung  der  von  der  FHratlicb 
Jnbjoaowakiacben  GeaellsdMft '  zn  Leipzig  fdr  4»ß  Jabr  1842  ge- 


*)  Vergl.  Drobiich  de  Jetn.  Widmsnnl  Egerani  Compandio  AnÜHMticne 
inarcatoraait  wo  p,  tf.  geiaiRt  irird,  dui  I  '  -  '  ■  ->  ■  —  '— 
Abbacus.Fibonaocra  BJch  hei  Weil' 
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stellt«!!  Preiisüfviibe  befiuaeD  lollte,  ob  «s  nialich  tot  Radolff  von 

Jsner  deutsche  KsHtiteB  pegebeo  habe,  leelc&e  die  Algekn  «bf 
eigentbänlielie  Wei»  aasbildeten.  -  -  . 


XXXVIII. 

Deber  eine  Angabe  der  praktischen  Geometrie. 

Von  den 
Herrn  Prof,  C.  A-'Bretschneiiler 

in  Godia. 


Im  ersteo  Tbeile  von  Heier  Hirad>*B  SaniilDng  geoHelriaeber 
Aafgabra  findet  sich  folf^eodes  Probleim  in  (■  149.  vorg«le^:  mas 
deü  drei  Spitzen  eines  gegebenen  Ureieckes  wird  ein 
Thnrm'irejeben,  dessen  Fnss'mit  den  Dreiecke  in  Einer 
Kbene  liegt;  die  Winkel,  unter  velchen  er  ans  densel- 
ben erseheint,  sind  eegeben:  nsn  soll  die  Entfersnng 
des  Thnraes  von  jedem  dieser  drei  Pnnkte  finden.  Die 
Lösung  bat  der  Verfssser  dadurcb  erhalten,  dus  er  zwei  flaib- 
linien  einführt,  ^  und  y,  welche  snletst  ans  rwei  Gleichnogen  ve- 
fnden  werden  ailssen,  von  denen  die  eine  vom  ersten  nnd  die 
andere  vom  sweiten  Grade  ist  Die  Coefficietaten  dieser  Gleicbnn- 
gen  lind  aber  bereits  so  xnsMMengcsetxt  nnd  so  wenig  elegant 
-oder  lynmetriicb  gebaut,  dasa  Meier  Hirscb  sich  befoügt  bat,  die 
erwähnten  Bndgleicbnngen  anftnstellen  nd  die  wirkhche  BntwidcB> 
hing  von  x  nnd  y  anf  die  jedesmalige   nnmeriacfae  R«ehnnng    m 


auch  sienlicb  elerante  Lösnos:  u,  Bereicbnet  maii  nfimlich  die 
Winket  des  gegebenen  Dreieckes  mit  jtBC,  ihre  Gegenseiten  mit 
a&c,  die  HXhe  des  Tbarmes  mit  A,  seipe  Abslände  von  den  Drei-  • 
«ekas'pitxen  ABC  beaüglich  mit  «|£,c, ,  &mer  die  «wischen  «, 
■nd  r,  nnd  awlsebei-^,  und  c,  aa»,  Fnite  des  Thnrmes  liegenden 
Winkel  reifective  mit  «  nnd  m,  und  nennt  endlich  die  Winlul, 
■■ter  wdehen  der  Tbnrm  von  ABC  sn  gesehen  wird,  der  Reibe 
noch  v^Tf,  HO  ist  die  AnflSiug  in  folgenden  eiAfacben  Porneln 
enthalten: 


cos  (C-f-«-4-w)  =  - 


t  'g-t-t'  tot  '^  — c*  cot  'v 


2(t&  eot  «  cot  Jt 


DK!,t,zc-ct.,C(Kig[e 


cot  ■d  +  cat  y— Seot  a  cK  p  ms  (e^.«)! 
0,  =:  A  cot  a,  6,:^&  cot  J?,  c,  =  ^  cot  ;'. 

Die  Anfgsbe'faat  übrigens  eine  doppelte  LSauDg,  ds  C+«  +  m 
kleioer  oder  grSBser  «ia  180°  seio  kann.  Die  Gründe,  auf  «reichen 
vorstebeode  Formetn  beruhen ,  Bind  sebr  -  einfacfa.  —  Es  bildet 
nämlich  der  FuBspnnkt  des  Tbormea  mit  den  Spitien  des  gegebe- 
nen Dreieckes  ein  Viereck.  Nao  habe  Ich  aber  in  einem  bereits 
früher  in  dieaem  Archive  mitgetlieiltcn  Aufsatze,  die  trigonometri- 
schen Relationen  3es  geradliniffen  Viereckes  betreßend,  den  Salx 
bewiesen,  dass  in  jedem  beliabigan  Vierecke  das  Quadrat 
des  Produktes  beider  Diagonalen  gleich  ist  der  Suniae 
der  Quadrate  von  den  Produkten  je  zweier  Gegensei- 
ren.  veniger  dem  doppelten  Produkte  aller  THr'Seit«« 
in  den  Cosinas  der  Summe  zweier  Gegenwinkel.  Dies  auf 
daa  Torliegeude  Viereck  angewaodet  glebt  die  Gleichnngen: 

fl"«,»s=i»Ä,'^+eV,»  — M*,«,   CO*  (C+a-l-fr) 
Ä»Ä, '  =  «'«,' -|-e»ej'  — 2aa,cc,  cos  (Ä  —  o) 

Substituirt  man  hierin  die  Wertb#  von  f,6,c,  aus  den  Gleicbiugeii 
a,=A  cut  B,  fi,  =,^  cot  ß,  e,^A  cot  j' 

HO  fallt  ^*  ntt  gemeioschoftlicher  Factor  auf  beiden  Seiten  gnna 
lieraus,  und  man  erhillt: 

üc  cotß  coty  co8(C+«+«)=«*  cot'a+i*  cot  *)?— e'  cot 'y 
9*9  eiJta  «rt/  cos(Ä— *)  =:«»  cot»«— *»  tnt'ß+e'  cot  V 
2a£  «otn.cotj^  cos(^ — »)  =a*  col*a+Ä'  cot  •/!-f-c' cot  V 
worava  die  Winkel  *  und  «'gefunden  werden.-  Nur  bleibt  hierbei 
-die  In  der  Natur  dieaarAu^abe  liegende  Zweidetiligkeil  zoriick,  «b 

C+o-i-M^ISÖ"  und  mitbin  Ä^a  lind  ^^w  . 

tat,  d..  b.  ob  der  Fuai  des  Thofmea  innerhalb  oder  aniserhalb  das 
am  dB»'Dr«iack  ABC  beBchriebenep  Kreises  liegt/  Laut  sich  die- 
ser Punkt  nicht  anders  woher  enlacheideo,  so  hat  die  Aufgaka  cwei 
liöinn^n.    >£s  ist  nun  aber  ferner 

c"  =  ffi»  +  *i»  — 2«,*,  cos  (»-f-'w) 

=5A'(cot  'a-i-cot  »(S  — 2cot  AtxH  ß  cos  (»  +  «)) 
woran«  sieb  sofort  A  und  mit  desden  Hülfe  unmittelbar  «,6iC,  er- 
gicht.  Woltre  man  der  Sicherheit  der  Rechnung  halber  oder  an« 
einem  nuilereu  Grunde  alle  drei  Werlhe  von  A  herecbnen,  so  würda 
die  (tecliiiung  am  schick  liebsten  nach  folgendea  Iranifonnirt«« 
Anridrüeken  angestettt  werd^b. '  Man  aafae 

o  cot  a~a,     li  xai  ß=si,  '  c  cot  y ■SS e 


■  z,,-,,C>OOg\Q 


4SS 


hing  l(g+-'  +  «^)=^±K-(a-t.ln-c)ta-t-b-c) 

CO*  29),  E=cof  2/1  coi  ^-f-tfn  ü^iio  S;-  coi  « 
coB  29,  ^  cos  2ft  4:01  2;'+Bm  ia  sin  2^  coi  » 
cos  29),  =  cos  2a  coi'SjS+bTb  2a  ün  %S  cob  [»  +  ») 

,      .g  »in  ^  sin  y  __  *  »in  «  »Hi  y  ___  c  lin  <r  gJn  ^ 
tili  ip,        "^'       sin  9>,  ^      sin  y,' 

woraas  iidt  wiederum  (rii(,r,-  nonittelbar  ergeben.  —  ^eispiels- 
halb«  fSge  ich  noch  die  Reialtate  ein«r  Recbtiuiig  b^V'di'e  näcb 
folf^nden  Datea  geführt  wurde: 

^     c  =  1370,059    ;•:=   9*  54' 
'*=  870,*n    ß^\9*  35* 
.ai=  707.2»    0  =  12"  W. 
.  Dies  gab  snrSrderst: 

C=120<'  11'    8",88  Dod  c  =  7850,085        , 
B=  33    18   39,66  b  =  4658,687 

J=s  26    ?0  11,4«    .      a  =  326M80. 
Hieraai  ergab  sich  nac  in  dem  einen  Fall,  tiämlkh  ^ -«Cm, 

■  #V»':i=75'>  Va''W,99    c,  =1282,52  .    "; 

0  =  42    28   50,00^,  =1197,98    ji:=;^,$3« 
tt  =  32    U  35,96    0,^1032,37 
-  för  deo  ondem  Fall  A'm^u  hingegen  wurde 
o-^u^WXtV^^    c,  =s20!ffl,26 

«  =  24      8  29,32    ;';  =  1922,5g    4  =  359,224 
»=20      B  46,96   «,  =  1656,81 
gefnodeii.  * 


Ipb  benerlte  bei  dieser  Gelegenheit,  dsaa  dos  Potbenot'scbe 
froblem  sicli  mittelst  der  von  mtr  Tür  das  geradlinige  Viereck  aof- 


Efanitenea  Reiatioaen  «benralla  sehr  «cbnell  und  direkt  Infea  IsMt. 
hält  Hin  Bänlich   die  BueichDUag  des  Vorhergehenden  bei,   in- 
dsB  maa  den  Eaw<ukt  dfs  T hiu-Bu  ai«,  v^ftea  Punkt,  hflfiich*. 


.,C(iogIc 


«4 

tet,  der  durch  in  (reaieBMMti  Wiokel  «  gnd  «  mhoden  werden 
mII,  io  üt  jederzeit,  wenn  mui  nr  AblcSnoDg  die  Hülfigr5MeB 
aßy  mitteilt  der  Gleicimagen 

a  lin  {jä — «)=:« 

jSfin  (£—•)=« 

«infSkrt,  annittelbat  «od  gni  tilgMMla: 

a  —      /r*^  t^-"* 

,  gy  «in  (J  —  ■)     - 

'         il/o^  +  y»— ajTicoi  Ö 

'       ±l^B»H-j»»— 9«?  CM  (ö+iT)'    " 
webei  lon  den  beiden' Zeichen  m  Nenier  stets  dweitige  genom- 
nen  werde»  nass,  wm  die  WerAe  Ton  a^iiC,  positif  macht. 


XXXIX. 

Einige  EigmsdiaftieD  der  bisomiscbea  Koefli- 

Von 
Hemi  O.  Schlömitefa 


I.    Eine  wichtige  Bolle  spielcD  die  Binowelkoelfixienten  bei 
folgender  lliit^ranchuii|;: 

Es  sollen  die  Bedior" 
die  beiden  anend liehen  I 

«,a?  -f-  «,ir*  ■+■  a^x'  -t- ■+  ff^+ia:*«  +  . . . .  (1) 

derm '  Cnnrergein  TmiitgvBetfl  wird,  idwltlveb  shd. 


Dui.t.zc-ct.Cocigle 


Mft    * 

Man  flriiait  m»  i»  ihrrflen  ftwhe-il*rc|i  ^UwiekelvBg  aller 

Glieder: 

6,X  —  i,jc»+   i,jr'  —  .•, ±*»    ^1    ii:*+-l=p....        , 

-H^il     —2^,1    + ,=F*i    ^1 

+  i.l     - =fc».    Ä, 


(3) 


-«M-lf» 


Folglich  darcb  Tci^leichnng  nit  (1) 

«,  =B„  £,  =  «,+«;,  Ä,.:=W,—    *,.-+- w„...n.  1.  f. 

Diew  icheint  mf  folgendes  Geaetc  kd  deuten : 

*,=(»-l)„«,H-(-~l),tf,+(»-l).B.-l-....+(«-l)— 1«».  (4) 

Wir  «ollen  nnn  annehnien,  d«u  di«e  Kelatükn  Sr  diesan  tm4 . 
Alle  TorhergehMidco  Koeffizienten  richtig  »ei  und  dann  Üen  folgen- 
den Koeraiicnten  6,n.i  dnrana  ableiten.  Dnrch  VergUi<c)i9pg  der 
allgeBainen  Glieder  von  (1)  nnd  (3)  erhilt  man  tfogleich: 

Folglkbi  wenn  wir  jeden  der  Koeffisieoten  0*,  ^n-n  .. .  ana  der 
Forad  (4)  taatimneB: 

'»»rt =«»-i[(<»- 1).*.  +  (»-!),«,+(•- 1),«.  + I 

—•^r(»-2)o«,+(»-2).«. +  (•-«),«.-♦- I 

-i-(^^(»-3)^,+(«-3).«,-*-(»-S),«.-l-...      I 

+  »»m'  ■  

oder,  wenn  wir  dieie  Seihen  in  vertikaler  Richlnng  snaniren: 

H- («,_i(»  - 1).  -  «^j. -  2), +*^(ia -  3).  -  . . .  .1«, 
H- [-«_i(«-l). -*_«(•-«). +»^»-3), -...  I«, ^ 
+ , 

D*  mk  «»-iss«„  «to_4^M,,...  iit,  mt  Omtt  aieh  jdie  dwfeit- 
geklawBerteD  i^eihen  Dscb  der  bekunlen  Fnmel 


D'a.t,zc-ctvC00g[c 


sumniren,  indem  m«ii  r^O,  1,  3,  .' ,  Klst    So  batnao 
*»4-i=*o«iH-«.«. -J-fjWiH-: .■+T«n«iM-i.    (5)') 

Keu  ist  aber  gnns  das  nBmiicli'e  Geseti,  wi«  daB  in    (4)  aangt- 

■pro^betie.      Es'  gilt   dsber    dasMlbe    für    6^+],    Trenn    es    für  ö,, 
i„  . .  .In  richtig  war;  d.'  h.  allgemein,  da  ta  fQr  »  =  1  gilt. 
Diese    Bchoo  für  sich    bemerkenswertbe  TransfonsatioD 


Reibe  laaat  eine  frucbtbnre  Anwenduacr  auf  die  Entwickelnng  Ter- 

schiedeoer  EiffeDscbafteD  der  BiDomialkoeElizieDteii  zn.     Kann  nan 

mlich  u^abbängig    von    dieaem  Tbeorema  irgend  eine  Fnnktioa 


in  zwei  Reihen  von  deu  Formeo  (1)  und  (2)  entwickeln,  so  kennt 
man  die  Koerfiiienten  a,,  a,,...  und  ^m+v  Da  diele  zugleich 
die  Oeichung  (&)  erflillea  rnüasen,  ao  giebt  dieie  eioe  Bigenacbnft 
der  Binom lalkoefficieBl«!  einea  positiven  ganzen  Exponenten.  Da- 
von einig«  Beispiele. 

li.    Es  iat  ideatiapli    \-\-x  =  i\  —  ~^  (1  +  ^)*  folglich 

3r(l+jr>-*=:5(l— ^  _^)-*l'  ^j.«l8o..weiin  map  beide  Bi^one 
entwickelt: 


-T**+ffi::i'^'-: 


'»-(rT^+-s<rfe)'  +.H(r£^>'  +  ■■■■,  ;+i>^>'i. 

.    1.3.5....f2«-l),';r  ■;  \ 

■■••'T',  2.4.« .(2«)  ^l^xT^  -f...y 

Ea  aind-di4wr.die.Koe£fixieftten  .'  ■-'  . 

'■'',         ■i.«.8...<2»i-:'>    ■    _',        ■  "'     1  '     _i.»      ■ 

■   *»+■>=  2.4.« (2«)'  "'  — ''  *»— ""y'^äti»  ■ 

•**■■'  ^  '  ■'■  "  _■  liÜ?-'  ■' 

I-  .     .   .  -■        -■■  -^"7*       S.A. 6''  •• 


uÜ  nach  (5)  •  '■    — 
l.».5..:...(3w-»j 


.  ■  (6). 


.-.lU.  -  Ana  dar  identischen  CUdchung  y~^  =  l  —  |"Xx  /"'S* 
^■"S  TTi^"*"^  (I  +  ;»)t=tog  (1__J_)  nnd  duröh  bei- 
derieih'ge  "Entwickelliiig!  "  .       -.-."- 


*i>  DMrs'iThcoiteM  maO»  nir  ohne.  3cn(il  toD  'B«IT«  Pfofeuer  ^nR« 
lu  Weimar  luitfetheil?  ;,■-  , .  ■    .  ■      ,■.,■-  ■<    i    .,..>t     ..-  i  t 


soctvGoOQle 


i^[C 


■••■+i^(r^-3)"+--) 

»Tiö:' 

,  I  ,  I  1  J 

**"7;ri;7*  *■•=*■  "> —"'s'  ** =T'  "« — -t»  •  :■■ 

niid  BBcb  ß)  >^  •       . 

Diue  lehoii  bekaonte  GigenaclHift  der  BinoutBlkoeffiaieDteD  find«! 
sich  gewühnlich  mit  bei  der  lotesratiop  logaritlimiacher  Differen- . 
xiale;  -Will  maa  einmat  bShere  Anatysis  inlaHCD,  lo  kann  nan 
■He  bier  entwicketten  Formeln  lebr  kura  mittelst  bestimmter  lole- 
grale  :aU«it«B,.  bOE  weUh«m  .Wegc.üe  «ick  gelegeDÜich  gefanden 


IV.    Eine    andere   Bbnlieb  gebildet«  Relafivn'  kemht  «of  der 
mne  der  Reibe 


«« i:r  -  (1 -■ i-)*»  +  (1  - -^ -l-y)*' 

Cm  dieaei  S  xa  finddn  ttultiplix'iren  wir  die  Reibe  mit  l-t-je,  ud 
erbalten  bo:  ,  . .  i 

'..   .      .-:«=-.  Uff  (1-*).        ■ 

■ilbia 

„.    -L.n(l-j) 

.*-;■    iV»     •: 

Eu  sweiter  Aoadmck  fär  dieaei  S  findet  atcb  so.    Es  ist 

folglicb,  wenn  aas  noqb  mt  1  +  «  dlTidirt  nnd  die  LoguithiMii 
ifl  Reibeli  vitwAddelt, 


*=*PhSL  1  'iW-' — ^-<— — l"'i — ^1 


,,.  .V  CtKlt^lc 


Mnltiplisirt  ■•■  noch  heide  Werthf  n«  S  mit  jf,  t»  kttnat; 
Et  «Dd  ialier  die  Koeffisienleti  t 

»«.1=^;  •,=«■  •.=!.  ..=-(1-1).  •.=(i-i+i),. 

and 


-(l-i-*-T— ?)••+■ 


(9). 


I  4r6to)(«  =  «»— i«*H— r»'-^-s«^' 


•  0«) 


■*'«™=(n^)+7<if?'* 


.     3.».il...(a.l     ■   .•   . 
■  +i.5.7..,(s.+i)  'n:?>"  +  ■ 


(") 


NabHcti  wir  xnerat  »'^a;,  so  folgt 


.     a.t.<.>-B»)    ,   i  .... 
•-'-i.a.7....(a.+i)(lTl'^"*-- 


2..<.ft....(a»i)  ,  1  1  I 


2.4.«  —  (aw)  I 

l.ll.,7....(2»^-lt  — "•-T'i 


•("> 


Tl.    Hehmen  wir  iigtgta  r-  ■■-;  =ä^ —  *,  ri«  «•  s=  —  ■-■ -^ 
•o  TtttaiwcbeD  (10)  nod  ('lJ).il[re  RoHen  und  ei  wirdi ' 


■  ,,.  .;  C (Kitzle 


**"= STm«  "•  =  ''"•=■' T»  ••  — 175' ■   ■ 

Bild 

wu    van    ah    die   Üiakeluiiog  '  du    TArbergehenden  Fora«!    an 
■ekan  kann. 


XL. 

BferechnuHg  des  Wh;eat8tone'8dieii  Veranches 

znr  BestiimnuDg  der  Fortpflajazungsgesdbwin- 

digkelt  des  electrischen  Lichtes. 


Hern  J.  Flescfa 

Labrer  derHiAaü.  und  der  NatumUiniHh.  u  dw  Raatiehnla  v 


i. 

Ein«  breite  HctallBlaltOi  ^^  Fora^einea  Parallcpipedon,  wt  xwei 

Solirteo  Grenaebeneo  bevege  aich  um  eine  Tcrtikale  Acbae,  velcbe 
ie  Platt«  in  der  Uitteihrer  Dicke,  den  vier  Tertikalen  SeitenflHchen 
parallel,  darcbaetze.  ^  (Taf.  V.  Fig.  6.)  sei  ein  leuchtender  Punic't, 
AO^m  leioe  Entfernvng  tmi  der  Orefanngsachse,  die  in  0  akf 
der  Ebene  der  Figur  aeokrecbt  stehe;  OS  der  Durcliicbiiitt  dea 
HetaH  -  Dappetspiegels  mit  einer  den  leuchtenden  Punkt  entlialten- 
den  UarizontalebeDc;  Ä'  md  A"  die  Bilder  dee  leacbtenden  Punk- 
tes für  die  Laren  den  Spiegels  OS"  und  OS'y  es  sei  ferner  der 
DrebuugiwinkeT  des  SpiefteU  S'9S"t=ut.  Dann  ist  auch  A'AA'=sa. 
■ad  Ap^sa  coa  »;  {o\^\ck.  AA' ^=s.'ia  cos  aj.mthin  ist 

.  «•aB:l««aa«...  (I.) 
die  Polai^leichnng  der  Kur*«,   welche  das  Bild  des  leucbtenden 
Punklea  beachreibt,  jier  Pol  derselben  der  leuchtende  Punkt  selbst 
Auf  rechtwinklige  Coordinaten   vom  Anfangspunkt  A  und  der  i^b- 
•dMeoacbae  Au  beaoged  nikttt  dteaelbe  £e  Gestalt 


DKiitizcct/CdCli^lc 
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P'=s2ax  —  a;* (!'•) 

■B,  Stellt  alu  cEnen  Kreta  in,  defsen  Radiiu  *  iit.  Jeder  Paukt 
einer  leuchtendee  Linie  wird  alao  bei  der  ündrebuttg  eilifi  ebenen 
Spiegels  um  eine  durcb  seine  Mitte  gehende  Acbae  einen  Kreia 
beacEreiben,  deaaen  ILadina  gleich  iat  der  Entfernung  dea  Pnoktea 
von  der  RolationaD(Äie.  Ist  die  leuchtende  Linie  eine  Grade  und 
parallel  der  Cmdrehnngaachae- den  Doppelipiegels,  ab  iat  die  tob 
ihrem  Bilde  beachriebeoe  Fläche  ein  aenkrecbter  Cylinder,  deaaeB 
Busia  ein  Kreis  ist,  der  nla  Radiua  die  EotfernuDg  irgend  einet 
leuchtenden  Pnnktea  von  der  Cndrebungaachae  und  aur  Höbe  die 
Länge  der  Licbtlinte  selbst  hat,  Daa  Bild  dieser  Linie  durchstreicht 
nach  und  onch  allfi  Seiten  der  Cvlinderfl&cbe.  Geschieht  die  Be- 
vegnng  dea  Spiegels  so  schnell,  dosa  zu  einer  gansen  Uaidrehunff 
höchsteua  so  viel  Zeit  erfordert  wird,  nU  der  Lichteindrock  auT 
der  Netshant  des  Auges  andauert:  so  jehen  wir  auf  einoial  alle 
Cflinderaeilen,  folglich  die  ganze  CylinderSäche ,  erleuchteL  Nen- 
nen wir  daa  e.ben  oe^ei ebnete  Haziainm  der  Uri dreh un gase it  (,  ao 
werden   wir  liir   die   Umdrehungazeit   mt  nur  den   nteu  Theil   der 

f Unzen  CylinderBäche  erleuchtet  se^en,  welcher  über  die  ideale 
lache  eine  ptogresaive  Bewegung  hat.  Wäre  die  .EHnGndong 
dea  LichteindruckcB  im  Momente  des  Entatebens  augenblicklich 
auch  wieder  versohwundea,  ao  würden  wir  bei  jeder  belirtvr  acbncl« 
len  Bewegung  des  Spiegela  immer  nur  eine  leuchteöde  aait«  der 
CylinderOäcbe  wabmehsnen. 


Es  sei  nun  (Taf.  V.  Fig.  7.)  AB  =  a  der  tob  dea  lenehten- 
den  Punkt  an  durchlaufende  Weg,  v  ilesien  Geachwindigdeit,  ( 
die  Zeitdauer  des  Lichteindrackesv  dann  iat  AM=vt'  der  Weg, 
den  der  leucbteode  Puukt  in  der  Zeit  f  durchlänft;  weoa  deraelbe 
also  in  M  anlangt,  erlischt  sein  Eindruck  in  Ä  und  die  leuchtende 
Linieolange  AM-^vfi  scheint  sich  jetzt  mit  der  Geacbwindigkeit 
«  länga  AB  nach  B  bin  zu  bewegen;  denn  nach  einer  gewiasen 
Zeit  t  bot  der  Punkt  A  den  Weg  vt  zuriickgelegt  nnd  daa  vom 
Punkte  A  angerechnete,  achun  enoachene  Stuck  der  leBchtnüden 
Lioi«  beträgt  offenbar  (f— ^)c;  folglich  iat 
^  —  ii—f)v=.vf 
die  übrig  bleibende  lencbtende  LiDicDling«,  alaoi  luabbäiigig  tob 
JL    Pär 


ist  dieselbe  auch  ^0,  und  der  leuchtende  Punkt  acheiot  aicb  also 
mit  der  Geschwindigkeit  v,  ohne  eine  S[iur  aq  liioterlasaen,  von  4 
nach  B  hin  zu  betregeo.     Es  sei  nuB 
CcssO 
nnd  e  die  RofatMnageaCbwindigkeit  diea  8|iiegels;  da&tt  bat  o'acb 
einer  gewissen  Zeit  t  der  leucU«Bde  Pttnkt.  doB  Weg 

AM=^    ■ 
und  der  9piegel  den  Bogen 


D;fi,t,zc-ctvG00gle 


*4I 

bvMkrivkeii}  fblglid  iclNiiit  der  lencktende  Puikt  durcL  di«  B«. 
fnffUDg  d«  Spfegda  atott  ia  M  !■  iV  licfa  h  beGüden  niid  den' 
ff«g  ^A  dnrchUufeD  an  bsbeii,  wSfaread  er  doch  wirkliek  den 
Wtg  ^jtf  suräcknlegt  hiL  Sciae  acbeiibare  GeackirlBdigkflit 
nf  des  WeffB  ^P  x«r  wahren  Geadivindigkeit  «nf  deM  eigMt- 
lich  darcklaDKnen  Weg«  ^B  verfallt  aich  wie 

^^^^ (111.) 


*'>0, 
dauert  also  der  Lichteindmek  eine  Zeil  lang  fort,  a»  eraelieint  a.  B. 
venu  der  leachteode  Pimkt  in  M  anlangt,  aeia  Bild  in  j/.  Nnn 
daaert  aber  der  I^tcbteindnick  in  A  während  f  ScJcuaden  fort;  der 
Spiegel  beschreibt  vährend  dieser  Zeit  den  Bogen  ef,  fDlglieb  be- 
schreibt aach  das  Bild  des  lencbtenden  Punktes  M  von  X  aas 
einen  gleichen  Bogen  ef.  Der  leutlitende  Licbtweg,  welcher  fiir 
«'  =  0  eine  blosse  Linie  ^P  ist.  wird  also  fiir  f  ^0  «in  Paralle. 
logramn  sein,  dessen  andere  Dimeniion  folgüdi  e^,  gleich  dest 
Produkte  i^er  RotationigeacbwiDdigkeit  in  die  Zeitdauer  des  Licht* 
cindmckes  ist;  also  unabbSogig  von  ■>. 

Bs  sei  nnn  a  der  Winkel,  um  welchen  das  Bild  der  lenehten- 
den  Unie  von  der  vertikalen  Lage  abgelenkt  erscheint;  dann  ist 
•ffenbar 

c  =  »  lang  a (IV.) 

und    hienns    «rgiebt    neb    die    Geschwindigkeit  des 


(Inge  durcblanfen;  ist  der  Bsdius  des  Kreises  ^r,  io  ist  ^Iso  der 
in  1  Secnnde  v«n  dem  Bilde  des  lencbtenden  Punktes  beacbrie« 
btne  Weg 

c  SS  4jriir 
und  dieser  Wertb,  in  di«  Formel  (V.)  aubstitnift,  gibt 
jumr 


ung  « 


■  (VI.) 


ing  geht  hervor,  daas  unter  ährigens  gleichen 
stimmende  Geschwindigkeit  dea   leucbteoden 


Ans  dieser  Gleicbni 
Umständen    die    an   be» 

Punktes  nm  so  grösser  ist,  je  weniger  sich  das  Bild  seines  Licbt- 
weges  von  der  vertikalen  Lage  entfernt.  Bliebe  leliierea  bei  jeder 
beliebig  grossen  Botationsgeschwindigkeit  des  Metsltspiegela  nnd 
jeder  mdglicben  Entfernung  der  leuchtenden  Linie  von  aer  Cm- 
drebangsocbse  stets  aenkreeht,  so  kannte  die  gesnchte  Geschwin- 
digkdt  nr  uieDlKdi  gr»M  sein.    Da  aber  eine  absiilut  nnendliehe 
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G«ich«iiidi|rk«it  im  der  Nntnr  kann  denkhAr  irt,'m<l  «11»  l«.j«d«a 
heMOdern  rslle  eioe,  wenog;lmclt  Kr  wmtt  Ang«  Hlhit  ilcbt  mkr> 
adunbara  wid  fir  gnaer«  lutnmeiiU  siebt  neubaf^,  AInVeichHog  dM 
lauhtcadsB  Bilde«  wna  dar  ■aranlea  Lage  mathifiMdiff  vorbandet 
MiB]  und  «■  wird  uDBBebr  blos  darMif  airksBneii,  dsräh  eu«  g*> 
schickte  Wahl  der  bedin^rMdeii  Uastlsde  dieNlhcnegUchit  gtOM 
■n  necben.  Die'ie*  erceicht  man  «her  in  voHieffendem  Falle,  wie 
Fomel  (VI.)  zei(|rt,  wenn  van  m  nnd  r,  d.  h.  die  Umdrehnngwe- 
■efawindigkeit  des  Spiegela  und  die  EotferDnnff  der  leacbteDden 
Linie  von  der  Rotsiionaai^H  lo  groia  ninnt,  ni»  t*  angeht.  Will 
ei  aber  dennoch  nicht  gelingen,  eine  merkliche  Ahweichung  dei 
Bildes  von  der  vertikalen  Lage  mit  Bestimmtheit  nschznneiien, 
und  weiss  man  ansserden,  dass  eiq  gewisser  DeklinatioDswinkel 
so  den  Measnngen  nicht  entgeben  könate:  ao  hat  nan  weDigstena 
•in  Hazimnm,  welches  die  wirklich  vorfcandene  Abweichung  nicht 
«rretdit,  «nd  Uerans  ergiebt  aicb .  aüttelst  der  Gleidmng  (VI.) 
ein  Minimum,  welches  die  verlangte  Geschwind igketi  noibwendig 
iUMrtrifft.  Eu  ist  dieses  dasselbe  Verfahren,  wosn  man  bei  Unter- 
svchvnff  der  Phünomene  der  Natar  so  oft  sein*  Zuflocht  nimnt, 
wenn  direktere  Wege  noch  nicht  an  Gebote  atebeo,  so  x.  B.  bei 
Beatimmug  der  Parallaxe  and  Enifemvag  der  Fixstarnc. 


Bakamtlid  bat  WheatstoBe,  dem  wir  ao  maneke  awBteidle 
Versuche  im  Gebiete  der  Naturwissenschaften  verdanken,  die  im 
Vorhergehenden  besprochene  Idee  suerst,  angeregt  und  znr  Besttm- 
nnng  der  FortpOauznngsgeschwindiKkeit  der  blectricilBt  beoatzt. 
Denkt  man  sieb  nttmllch  die  Licbtliflie  Jß  (Art.  2.)  .ertangt  dirok 
einen  elektrischen  Fnnken,  der  smisefaea  swei  senkrecht  über  rin- 
ander  liegenden  Hetaltkugeln  von  jä  nach  ß  überspringt,  läast  je- 
doch im  Dehrigen  Alles  unge&ndert  snd  giebt  nun  jeder  der  bei- 
den Kugeln  eine  BotferDnug  r^4  Meter  von  der  UmdrehnnCsacbM 
und  den  Doppelsitiegel  eine  Geacbwindigkeit  von  »ssKÖ  Rntatio- 
nen  wKbread  1  Zeitsebnnde:  so  ist  also 

tawr    80Q.».mSfla6    . 

*      '  Uiig  a  Ung  a 

Der  Winkel  «  der  Abweichung  des  leuchtenden  Bildes  von  der 
vertikalen  Lage  ist  dorcb  direkte  Messnng  m  ermitteln.  Hier  fei- 
gen eibige  correapondirende  Wertbe  von  et  taad  9. 

Für  a^SO'  ist  nämKch  v=       38  geographiache  Meilen 
«^2»'    -        -        9=3       58 
asslO*    -        -        rs     116 

«=  tc  -      -      r=    an  -  - 

«=  1'  -  -  «.==  UM 
a^Zty  -  -  1.=  8328 
«sMT  >  -  rss  «SO 
«=  1"    -        -        ff  =  fl98Q0  -  ,     -     ■ 

-di«  g«a«raphiaobe  Heile  lu  HHO  Meter. «srechut,  ,  DiaMa  ist  Rt- 
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SDlIst  der  RecbnfiDg;  der  yamch  aber  seiart  oQtcr  den  an^efiihr- 
tes  Bedingungen  dat  Bild  der  lenchlendeo  I>inie  ToIHcotnaen  ver- 
tikal, wai  nni  also  su  dem  Scblnsae  berechtigt,  daM  die  6«- 
■cliTindigiceit  ita  elektriicben  Lichlei  anMerardenÜicli  gross  lein 
nnaie,  so  data  wir  auf  dieieni  Ww«  nicht  in  Stande  zu  »ein  icbei- 
nen,  dieselbe  nnmeriach  zn  buwMieo. ,  WheatatoDe  liat  deshalb 
dieaen  Veranch  dabin  abgeändert,  dass  er  dem  aben  beschriebenen 
SpiegelapparaM  Q  gllidL  gtOMe,  auf  äen«lb«b  VeMlkalliniB  befind- 
liche, lUetallkugela  gegenSh erstellt  (Taf.  V.  Pig.  8.),  von  denen 
die  erste  m  mit  der  äusseren  Beleguog  eioee  geladenen  CondeDsa- 
tora,  s.  B.  einer  Leidetrer  Flasche,  die  beiden  folgenilen  &  nnd  e, 
■o  wie  ä  nod  e,  aber  dUTäb  2  Bfessingdrülita  von  gieicber  nnd  mög> 
liebst  bedeutender  L&nge  mit  einander  Terbunden  sind.  In  dem 
ÄugenMieke  nun,  wo  man  die  Engel^mit  d«r  imereii  Belegung 
der  Flasche  in  Verbindung  setzt,  zeigen  sieh  3  elekirlacbe  Fnnken, 
welche  ?Dn  m  nf  cb  i,  von  c  nach  a  und  von  «  nach  /'  äbersprin- 
gen.  Jeder  derselben  bildet  eine  Benkrechtis  Licbtlinie,  deren  Bild 
Tollkomnen  vertikal  eracbeint.  Das  Auge  erkennt  die  3  Funken 
•U  ffl  eich  zeilige,  aber  der  Spiegel  telgt  durch  Reflezion  d4e  Bilder 
der  beiden  äusseren  in  derselben  Vertikallioie,  daa  Bild  de»  nihtle« 
ren  hingegen  merklich  vau  dieter  Linie  entferDt,  Hieraus  scblie-i 
■aen  wir,  dasa  die  beiden  äuaaeren  Funken  genau  in  demaelhen 
Augenblicke  überspringen,  der  mittlere  dagegen  um  eine  nicht  zu 
vemacblftsaigende  ^tgröase  gegen  die  andern  «arapätet  ist.  Cnd 
diaier  Zeilranai  iat  offenbar  derselbe,  den  dii  ^lectricität  gebraucht, 
um  einen  der  beiden  MetalldrShte  6gc=siihe=^p  Meter  zu  dareh- 
laufen.  Misit  man  nun  den  Bogen  etf=^q  Meter,  den  wBhread 
derselben  Zelt  der  Spiegel  durchnaftn,  an  findet  .man  div  gancMe 
Ceachffifldißkeit  des  elektrischen  Plnldami  durch  die  Proportion' 

folglich  ist' 

r  =  ^yZ  Meter.  (VU) 

Auf  diesem  Wege  fand  WhMtotone,  dasa  die  Eleetricitit  auf 
einem  Mesaingdrahte  von  0,002  Meter  Dicke  mit  einer  Geschwindig- 
keit von  ungefähr  400000000  Meter— iWOOO  geogra|i bischen  Meilen 
in  >  Secunde,  also  bei  weite«  selmeller  id*  daa  Licht,  sich  fort- 
pflanze. Man  vergleiche  Lam^  Cpura  de  phjsiqne  de  l'^ole  polj- 
teebniane.  717. 

Ich  weiss  nicht,  ob  ich  mich  täusche;  aber  mir  scheint  dieser 
Versuch  ein  nicht  unwichtigea  Element  zugunsten  der  Sjmmer'scben 
B^pMlie*«  ilbar  dia  EMtrwilit  s«  enthallcBt  dann  dtB  Gleiehaeitig- 
lielt  der  beide»  Ummvm  Pmkeo  und  di«  Vwipitang  Ae«  mittUfH 
gegen  je»e,  so  wie  Kberkannt  di«  Sjwmetrit  d«r  Enobmunni*,  vmi 
der  Hitt«  au  betneblet,  acbme«  utf  zw«  «mracUadtiMf  «Münrfar 

fegenaeitig  en^^egen  ström  ende  und  in  der  Mitte  sich  ii.e«tr«iiair«>d« 
loida  hinzudeuten i  —  jedoch  sei  diese  alte   Sireitfrage  Münnern 
von  gediegenerem  Urtbeil  übergeben. 
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Mathematisclie  Bemeriomg^L 

Herrn  J.  Flegch 

und  d«r  NatnrwiHmch.  ut  der  RuUcbule  ■■>  DüMcldorf. 


El  MiflB  0,  b  nnd  c  die  drei  Seiten  eines  Dreiecken  and  der 
KBne  halber 


•o  iat  der  Inhalt  des  Dreieckes 


y=|/ «(«  —  «(  {u  —  h)  \u~c). 
•  Sexeiclinet  man  nan  die  Radien  derjenigen  drei  Kreise,  von  de- 
nen der  erste  mit  dem  Dreieck  gleichen  Isbslt,  der  endetest  eichen 
Umfauff  bat  nnd  der  dritte  deaielben  eingeacbriehen  ist,  resneclive 
durch  r,  q  und  o',  lo  hat  man  xnr  Bestimmung  dieser  drei  brSssen 
BekaoBtlicfa  die  Gleichnngen 

p  =  —  nnd 

*^ -^-p^-^^^-^= 

nnd  hieraus  folgt 


Der  Ra^ns   desienigMi  Kreises,   «feleber  mit  einesi  Oreieek 

gleichen  Inhalt  hat,  ist  atso  die  mittlere  geometriscbe  Propertionale 
swischen  den  Radien  deijenif^en  beiden  Kreise,  vvn  denen  der  e 


aft  dem  Dreieck  gleicheq  DaÄng  hat,  der  u4en  desselbea  »m- 
geschrieben  ist. 


El  sei  P  eine  durch  eine  Parti lelebene '  mit  der  Basis  abge- 
stutzte «seitige  Pyramide,  B  und  4  ihre  GmndBKcben  aud'A  ihre 
HShe,  so  ist 


t,GoogIc 


tu 

Depn  Hrlcgt  bbh  dieaelbe  in«»  dreiseitige  PyraMiden,  lo  liet 
■su_(£l^neDta_de  f^ei^trie  per  Lesendre  liv,  TL  pr«p.  SI)  BNter 
ikolichen  BeieicImiiDgeii  foij^nde,  Gleichan^ii; 

y-=-i(Ä"+«"+KBSF|  11.  •.  .. 
■nithin 

y'-H-<+yM-el(i.=-j-|a'+J"+lr"+etc.)+(*+*'+i'+«fc.) 

Hu  aller  iat  ofieabar 

;'+?'+;'"  +  ele.  =  P 

*'  +  ir  +  Ä"-(^elc  =  Ä 

*  +  «•+<"+««.  =  * 
nlgliea  tat 

3'=y|fl'+«  +  (l/'S*  +  l/'SSr+l/'as!»+ete.)|.    (4) 

Ea'muiB  allo  noch  geirfgt  werdev,  daaa' 

l''^  =  k(/r  +  Ä"  +  Ä-4-eK.)  («'  +  *'  +  i"'  +  elc.) 

=  (/»*  + 1/2!^+ V-Tr«*+ete.    (5) 
Aber 

■-p  ^  jr  ^  ^  =  etc.,  uidiiB  (Arcbiv.  Tb.  I.  S.  29?.)  iit  ancb 

S  +  B^  +  B"-f -IT    ' 

weaa  nan  beideneita  aüt  (^-f-^+^  +  etc.)*  iaDltiplisirt, 
(/P+Ä"+«-+ete,)  {*'+«f+«-+etc)=f(«'-iJ'+«-+etc.).,  all. 
V{ir+ir+If+eu.)  («'+4'+«--t-«tc.)=(«'-f.*'+*'+e«e.)V^ 
= l/ä'tf  H- 1^5^  + 1/^^  +  etc. , 

Et  ^t  bIu>  diMer  inerkwIMin  Sstx  (1),  welcher  in  den  Lehf- 
UeberB  der  Geonetrie  ffewöfanlicD  nnr  fär  dreiseitige  Pyrsmideo    ^ 
Wwieten  wird,  fät  jede  Mliebige  Antslil  von  SeitennicheD. 
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XLII. 

Miscellen. 


In  Nr.  446,  der  oatranomiBcheti  NachrichteD  hat  Hm-r 
TliDiiiai  Clao>eD  eine  aekr  benerkeDSwertbe  AnBfiauaff  dea  Irre- 
4«iU«tt  Pa)b  hai  4«n  .cubiBelia»  fitlaAtiDgres  iliircb  di».K«ttM> 
briiche  gegeben,  welcbe  icb  im  PolgendcD  nittbeilen,  und  nit  eini- 
gSD  TUT  ttrevf^B  Bcfriindvirg  di««i  uböoan  Methode  Mir  Dödtig 
•cheiaende»  ZaiKtxen  begleiten  werde. 

Die  gegebene  cnbiicbe  Gleicbnog  sei 
x*  —  «;r  —  i  =  0, 
wo  «  Bod  i  potitive  QrölBen  liod^  aod  S74*4f  4a'  ist.    In  diaae« 
Fslle   bat  die  Gleicbmp  drei  reelle  WnnalB,   von  deneD  jederaeit 
die  eine  poiitiv   iat,   die  beiden   aadern  negativ  aind ,   «tlekaa  »■ 
eipfachaten   nua   der   bekannten  Lömng  dieaer  Gleicbung  durch  die  ' 
ganiometriaebeD  Formeln  «rbellet,  welcbe  wir  daher  hier  im.  Kur- 
zen reeapitulirpn  wollen*]: 

Hau  beaiimme  des  zwiacbt»  0  «sd  j»  UegeKdea  Boftn  9, 
welcher  der  61eichiinf[ 

lAi/» 

genügt,  welcbea  immer  möglieb  iat;  dsna  sind 
2«oa  iy.|/y,  -2c«4(;r  +  5p).^/|-,  -2coa  i{w-f).(/f 


.  B«  verwandelt  aich  die  gegebene  Gleicbnng,  wie  1 
in  die  f-' — ■*-■ 


=4/f.«.d-|(i)i=„, 

gebene  Gleicbnng, 

y'— 3y  — 2c==0. 
Weil  VIi*<:4a>  iat,  so  ist 

uod  folglich  auch 


')  H.a.  0.  A.  meine  Elemaote  der  sbencDi  ■pbariac 
roidiacben  TriKanom«trt«.-LaipBig.  18f7.  S.  i 
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wonu  lieh  leiclit  ergicbt,  dm  die  6l«icbnDg 

ancn  tnu  irredociblem  Falle  |[eböTt,  und  dalicr  drei  reeHe  Waneli 
bat,  TOD  denen  die  eise  poiitiv  iltr  die  beiden  andern  negkÜT  iind» 
welehea  fibrigeoi  ancb  nanlttelbar 'ana  der  Pormel 


'"Vt 


Keachloiaen  werden  kann,  da  x  nur  einen  reellen  poritiren  Wertb, 
und  zwei  reelle  negatire  Wertbe  haben  kann.    Sebct  Man  jetzt 


=1/4^ 


' —  ■    »■    ' 

und  fiihrt  diea  in  die  obige  Gteicbang  für  y  ein,  lo  erbUt  mn  tat 
Beatinnnng  ren  y.  nach  leicbler  Reehnong  die  Gleieknag^ 


-3»,-JV/^  =  0, 


aetatj  die  Gleichnng     ... 

Da  nacb  dem  Obigen  c^l  iet,  ■•  iit  offenbar  auch  c,  <1,  nad 
die  Torker gebende  Gleicbuns  gebört  folglich  wieder  sv«  irredoci- 
blen  Falle,  10  .daaa  alio  ancn  y^  drei  reelle  Werthe  bat,  Ton  denen 
der  eine  jadeneit  poaitiv  1 


;h  tf,  drei  reelle  Werthe  bat,  Ton  denen 
t,  di»  k<üdaa  andefa  sagatii  aind.    Setat 


und  fiihrt  dies  in  di«  obig*  Gleichung  für  y,  ein,  so  erhUt  «an 
gani  wie  variier  inr  Beitinanng  von  y,  die  Gleiohnng 


V^= 


aetit,  die  CleiebiKg 

Weil  nacb  dea  Vorb eichenden  Ci.<^l  i>t,  ao  ist  oSanbar  ancb 
e,-<l,  und  di«  Toratehende' Gleichung  gehört  folglich  wieder  nun 
irredncibteo  Falle,  10  daaa  also  y,  drei  reelle  Wertbe  hat,  tob  de- 
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BMI  der  eine  poütiv  ii^  iw  baidou  .aBdAfii'  iientiv  •iDd.  Wi«  ■■■ 
anf  diMB  Art  mau  weiter  geben  kann  nntem^  keinwa  ZweifliL 
Setxt  BU  «Im 


nad  ISut  jetit 

die  rcdl«B  pvntiveD  Wurzeln  der  Gleicbnoge^i» 

y.*  — 3?i— 2c,  =0, 
y.'  — 5y.— 2«r,=0, 
*.'— 3y,  — 2c,  =8, 


bedeuten,   in>   offenbar   Terrfatlet  ist;    ■•  iit  DHh  itm  Vmhtt- 


folgliek 


»=l  +  r 


cs„ct,CoOglc 


Weil  nach  de«  Torhergeb enden  «i,  e„  «««««(...Ch  mil  nack 
3hi>  wie  fri^M  »■■  *i>ch  m  aooehineti  meg.,  Unter  padtiM  GrUwen 
eiftd;  wi  iit,  wenn  asa  ■ 

•etxt,  ned>  der  Theorie  der  Kettenl^raehe  y  siriacbeB  jeden  swei 
•inander  bepncbb^en  Pari ialbrii eben  des  Keltenbmchi  auf  der 
rechten  Seile  des  Gleichfaeitsseicbena  ala  Grimen  «atbalteai-and 
dieier  Kettenbrueb  kann  alio  aur  annäberndeD  Berecbnung  von  y 
■ebr  a-trecknüsig  gebraucbt  werden.  Bat  ,iud  aber  auf  dieae 
Weise  y  gefunden,  ao  erhaU  man  ferner  Hittelat  der  Forael 


.=4^ 


«ehr  Teicbt  die  reelle  positive  Wnriel,  welebe  die  GleiehRng 

af'  —  ax  —  ÄnrO 

Im  irrcdnnblen  Falle  jedemit  haben  nusi. 
Znr  Berecbnnng  der  Zähler  «d  Nenner 


B  oben  fSr  y  gefundenen  Kettenbrucbi^  bat  man  nacb  der  Theorie 
r  Ketteubriicbe  bekanntlich  die  folgenden  Formeln: 


n.  a.  w.' 
*».  —  »> 
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«i,  ^2c,  .^,  .^„ 
«,=s2c,  .So,  ,2e,  .ft„ 

•■.  =  2e,  .2«,  .Sc,  .2c,  .2c,  .^„ 
m,:=2ei  ^ 2c,  ,  2c, .  Sc,  .  2c, .  2c,  ./t,, 

n.  B.  w.  .       - 

■•  iat  m(4;  4mi  Vorhei^^^nrin 

«,=Sc..Sc,.(^,+p.), 

«»,  =2c,  :ic,.ic,  -0*, +/•,), 

•f,=2c,  .2«,  ,fe,  .Sc,  .0*,  +  p,), 

«i.  =32c,  .  2c,  .  Sc, .  Sc, .  2c. .  (M,-l-/»i). 

■     iL  «.  w. 

und  folglich,  wenn  nnn  dieie  Anidrnckc  von  a>„  ■*,,  a*,,  is, 

mit  den  rorjiergeiienden  Ausdrficken  denelben  Grttueo  rcrglut^ti 
offenbu:  . 

2c,  v^,=^.  ■+-/*„ 

2c,  ./*,==!/*. -»-^„ 

fol^ 


*».  = 


Weil  bmIi  d«B  Obi^n  offenbar 


l+2c^ 
2c, .2c, 


'••=*2?:''*' 
üt;  M  ist,  wenn  man  ^,'=0,  l*,  =  l  setxt, 

"  sc,   .'  '•»—     2e, 

Setat  Ban  wf  Ualiclie  Art 
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*•— **!    •»'•1       ■ 

«,,=2c,  .&»,.*„ 
«.  =  2»,  .20,. 2c«  ..y., 
M,ss1te,  .2p,  .2c,  .2*».»'„ 
(..  =Sfc,  .2«, »3*;  -*». .  2e, . f„ 
»,=2c,  .2c,  .2«,  .2«.  .2c,  .2c,  .»•„ 
n.  I.  w. 
iit  aub  dem  Ofaigep . 

■,  ^  2c,  .  2c,  .  (f ,  -4-  *',). 
M,  =  &,  .  2c,  .  Sc, '.  {y,  + »-,), 
««=:2c,  .Sc,  .2c,  .2c,.. <f4 +»-.). 
■^Bt20,  .  9;d.  .2c, .  2c«  .  2ff,  .  (v.-Hv.). 
tt.  fl.  «. 
l  f*lglidi  .  . 

-       ■   8«(  .»'4  =  »',  +♦„ 

2e,.y,=sf, +»„ 

2c, .»-,  =1-,  -+->■„ 

n.  B.  «. 


II.,».  W.       , 

Weil  nkeh  dev  Obigen  offenbar 

1'  '        I 

iit;  n>  i>^  wann  nmtra^it  v,c=0  setzt,      . 

» —     Sc,    '     •  "^     3c.    '     ' 
Dnbcrkinpt  hat  man  aUo  tar  Berecbnang  der  GrSwen 

/*0.    f*l.   f»>.   ^.>   M4>> J 

»'•i 'ii  •'»)•'..  v  **• 

die  folgenden  AnidritelE«:,         ..    ■ 


^. 

=0,     .         r, 

-1, 

/*■ 

=  1,             ., 

,  =  0i     , 

1». 

='^,«, 

'          Sc,    ? 

t*t 

='=^'. 

■='-^: 

f*. 

—      2tf,      ' 

.==^> 

^' */'•., 

.=!iS^, 

Hat  Mn  Buf  Aeie  Weite  di«  m  Rede  .vtebeadeB  Grtuen  bereek. 
net,  10  lind  die  P«rii«lbriiclie  dej  oben  liir  y  ^fnudeueii  Ketteo- 
bracbi  offeDbar  Dwb  der  Reibe: 


ci,  ei,  &,  £(,  a. . 


ClanaeD'  bat  leine  Hetbode  er)int«rt  vnd  ihre  Zmtkmiangkmt 
DacbKevieieo  an  dem  au  dem  Halhenatiachen  Wörterbuebe. 
Tbl.  I.  8.  300.  eaUebBten  Beispiele 

^■  —  2100  ;r  — 24000  =  0, 
wobei  wir  jedoeb  bier  nicbt  Unfcer  verweilen  wollen,  da  die  Rccb- 
notiK  ■■■■^'>  den  obigen  Formeln  keino'Scbnierigkeit  bat 

Tlacb  dem  Obigen  sind  -die  tiröasen  c,  £,,  c,,  c,,  e„  .  ,  .  . 
■Kmmtlicb  kleiner  als  die  Einheit.  Leicht  kann  man  aber  anch 
seilen,  daat  dieaelben  fortwährend  wachten,  und  aich  daher  der 
Einheit  immer  mehr  und  mehr  naberB.     E»  iat  nämlich  nberbaspt 

«nd  folglich 

c«  r     8cb«  r  2ft,  ^^  Sc«* 

Weil  nnn  «■•<lt  >lao  ancfa  ffi('-<l  iit,  lo  ist2(üa<t,  ■•  «ie 
%<!„*<  2,  und  folglich  .      „ 

d.  i.  nach  dem  Vorherfffebenden 

wie  bekanntet  wirde.    .  .  G- 
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Literariseher  Bericht 

Eiiileitnng  in  die  Mathematik.    Methodilc. 


Encyclopädische  Ceberaicht  der  Mttbematik  nach 
Begriff,  Hetbode,  Natzeo,  Gintheilnng  und  Lebrvor- 
trag  derselben.  Von  Dr.  Job.  Job.  Itrn.  Hoffm&nn.  Frank- 
furt «.  H.  1841.    8.    8  ggr. 

Deber  den  rnntbemaliicbeo  Cnterricbt  in  Real-Scbn- 
len  von  J.  A.  PfUnz.    Stnttgart.  1841.    8.    4t  ^r. 


Systeme,  Lehr-  dnd  Wörterbücher. 


Lebrbncb  der  Mathenfatik  für  Gymnasien  von  Carl 
GastaTWnnder,  Prof.  an  der  KHniglichen  Landeascbnle 
St.  Afra  in  Meiasen.  Vierter  Thoil.  Die  Stereometrie, 
ebene  und  Bpbäriiche  Trigonometrie  und  die  Lebre  von 
den  KeirelBclinitten.  Hit  eilf  FigarentafelD.  Leipzig. 
18«.    8.    2TUr.  ■       "^ 

Hit  dieiem  Tieften  Theile  ist  dieses  Werk,  welches  wir  fQr 
eins  der  griiadlicbsten  und  vollständigsten  der  in  ncaerer  Zeit  er- 
scbienenen  Ijehrbiicber  der  Elementar  -  Muthematik  balten,  beendigt 
Ceber  die  Art,  wie  dasselbe  bet'm  Doterrichte  auf  Scbnlen  mit  dem 
»eisten  Brfolg  in  gebrauchen  ist,  bat  sieb  der  Herr  \t  in  den 
Vorreden  in  den  veracbiedenen  Theilen  mit  vollkommener  Deut- 
licbkeit  ansge^rochen ,  nnd  dadurch  selbst  am  besten  die  Zweck- 
rnüasigkeit  seines  ganzen  Plans  den  Lesern  vor  die  Augen  geführt. 
BudIL  7 
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Der  vorlief^Dtle  vierte  Tbeil  enthält  manches  Eigeiilhümlicbe,  wie 
z.  B.  eineu  allgemeineu  Beweis  der  bekaqnten  Auadröcke  fBr 
sin  {ad^ß)  und  cos  la±ß),  Eioires  in  der  BebsDdlung  der  Ka- 
geldreiecke,  in  der  naulytiscben  DiirsrelluDB'  der  Lehre  tob  den 
IJoien  des  zweitcD  Grades,  u.  h.  w.  In  der  Trigonometrie  nament- 
licli  sind  die  den  verscliiedcncn  Aufgaben  beigefügten  Tollständig 
ausgerechneten  Beispiele  eine  sehr  z wer. k massige  Zugabe  und  ge- 
währen jedenfaila  dem  Lehrer  grosse  Erleichterang  bei'm  Unter- 
richte. Auch  hut  der  Berr  Vi.  Ükerall,  wu  es  die  Nntur  des  Ge- 
genstandes gestattete,  die  Anwendungen,  welche  sich  von  den  ror. 
getragenen  theoretisciicn  Lehren  macben  lassen,  besonderH  berück- 
ijichtigt,  welc^s  der  SclebuHgrdoe  Vortrags  tuwl  Att  Brbihung  des 
Interesses  der  Kohüler  an  dem  tnattieinnthchen  rnterriebte  nicht 
anders  als  äusserst  förderlich  sein  kann.  Gutes  Papier  and  deut- 
licher Druck  dienen  dem  BucIm  alteaftdl;^  aehr  zur  Empfehlung. 

Vollständiger  Lehrknrs  der  reinen  Mstbenstik  von 
L.  B.  Prancoeur.  Nach  dervierten  rerbesserten  und  ver- 
mehrten Origiual-AuBgalie  (1837)'*nB  4»m.'Pniin^4isiclien 
übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  Zusätzen  versehen, 
voD  l)r.  E.  Külp,  Lehrer  «Ter  Math,  und  Physik  an  der 
höhern  Gewerbscliule  zu  Durmstadt.  Eriteo  Bandes 
erstes  Buch.  Die  Arithmetik.  Ifraten  Bandes  zweites 
Bucb.  Die  niedere  Algebra.  Ersten  Bandes  drittes  Buch. 
Die  Elementar-Geometrie.  Ersten  Bandes  viertes  Buch. 
Die  analytische  Geometrie  in. der  Ebene.  Zweiten  Ban- 
des   erstes  Buch.     Die   höhere  Algebra.     Bern,   Chur  and 

■  Leipzig.  1839— 184L  ^ 

Prancoeur's  Werk  über  die  gesammte  reine  Mathematik  ist  in 
Deulscbland  hiiweichcnd  bekannt  und  in  Prankreich  wegen  seiner 
Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  sehr  beliebt,  wovon  schon  die  wie- 
derholten Auflagen  deaaelben  hinreichend  zeugen.  Seine  Cebertra- 
guDg  ia's  Deutsche,  wenn  wir  dieselbe  auch  nicht  gerade  für  ein 
edürfniss  hatten  können,  erscheint  dach,  wie  auch  der  Herr  Geber- 

,  Hetzer  in  der  Vorrede  bemerkt,  dadurch  gerechtfertigt,  weil  wir  in 
Deutschet!  Nnwri  Wissens  kein  Werk  .  besitzen,  in  weloliem  sich 
die  gesammtc  reine  Mathematik  von  ihren  niedrigsten  Ua  zu  ihren 

.höchsten  Theilen  in  einem  systematischen  Zusammenhange,  wie 
dies  in  dem  Werke  von  Prancoeur  versucht  worden  ist,  dargestellt 
findet.  Wir  glanbeo  daher,  dass  jn  dieser  Beziehung  die  vorlie- 
gende Cebersetzung ,  welche  als  solche  nichts  zu  wünichen  übrig 
in  lassen  -scheint,  der  frassösisclien  {Sprache  unkundigen  Lesern 
erwbnacbt  und  angenehm  sein  wird.  In's  Einzelne  einzugeben, 
«erbietet  uns  hier  um  so  mehr  die  Beschränktheit  des  Raiuns,  je 
mehr  wir  um  vorauszusetzen  berechtigt  halten,  data  das  OrigiasI 
ancfa  in  Dentschlund  längst  hinreichend  bekannt  ist.  Der'llerr  ' 
Uebersetzer  wird  gewiss  auch  die  noch  übrigen,  die  höhere  Aiialy- 
B(s  betceffesden  Tbeile  bald  folgen  lassen. 

Le&rbuch  der  Mathematik  vnd  Pkjsik  für  Staats* 
und  tsvdwirthschaftliche  Lebranattlten  und  Kams- 
rbliBles  überhaupt  von  J.  A.  Grnvert.  Zweitar  Tkeil. 
Zfreite  Abtheilung.     Geodäsie  oder  die  Lehre  von  Aaf- 
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Dehnen,  dos  Nivelliren  und  dieMaiksckeidskiinat.  LeiB- 
ai^.  1M2.    & 

S.  Prsktiselie  Geonetrie. 

Handbuch  der  Arithaetik,  Geonetrie,  Steresnetrie, 
Tf tgoBonetrIe  und  dereo  pruktiicbe  ADwendang  für 
PorstnÜiiBei,  Militari,  Beamte,  Geometec  und  Alle, 
welebe  sich  in  dieser  WisaenBcbaft  aelbst  unterricbteii 
walten,  v»b  Peter  Reber.  I.  Ahtheilunft  enthält:  die 
reine  und  angewandte  Arithmetik.  Kempten.  I&ll.  8.  ' 
1  Thlr.  8  ggf. 

Katafey:    Lehrbuch    der   Idatbematik    fdr    OynnaBiea.      Köln. 
'.  Thlr. 


Arithmetik. 


Ernat  Gottfried  Fiscber's  Lebrhueb  der- Arithmetik 
für  Schulen.  Zweite  Auflage.  Bearbeitet  von  B.  V. 
August.  Leipxig.  1&42.  8.  1  Tbir.  (Lehrbuch  der  Ele- 
mentar-Methematik  zum  Gebrauch  in  den  oberen  Klas- 
sen gelehrter  Schulen  nebst  Anhängen  und  Anmerkun- 
gen für  Bolche,  welche  über  die  Gränaendea  Sehnlnn- 
terricbts  binauagehea  wollen.  Von  E,  G.  Fiacher.  Zwei- 
ter Thoil.) 

Der  veridienie  Herr  Herausgeber  der  swaiten  Anflage  den  awei- 
ten Theila  dieses  vorzüglichen  nathemiiti sehen  LehrbnchH  gagt  in 
der  Vorrede  fiber  seinen  Antheil  un  dieser  neuen   Auflage:     „Das  , 

„Buch  hat  durch  engern  Druck  und  Aualassuag  unwesentlicher 
uS&tie,  die  durch  anders  kürzer  gefasate  ecHetzt  wurden,  an  äuase» 
„ren  nrnfann  verlurea,  aber^  wie  ich  hoffe,  an  Brauchbarkeit  ge- 
„Wonnen.  iTetierall  wird  es  ohne  Störung  neben  der  ersten  Auf- 
„lage  gebreocht  werde«  köanen,  und  iu  Verbiodong  mit  der  dafür 
„eingerichteten  BeiBpielaammlnna;  (Sawmlong  von  Cebungabeiapiel^ 
„und  Aufgaben  zu  E.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Arithmetik  tob 
„Dr.  E.  Pjscher.  Berlin.  1S36.)  anv  grÜDdliebeo  und  erfrealichen 
„Studium  der  Hathematik  auf  Gjmnasten  und  höhern  Bürgerochn- 
„lan  andauernd  beitragen  können." 

Uehr  über  daa  Buch  hier  an  BSgen ,  halten  wir  Tür  übeiflüsug, 
da  seine  Ü^inrichtung  längst  bekannt  ist.  Aber  über  einon  Punkt 
mUsaen  wir  u«s  hier  noch  äussero,  fiber  welchen  der  Herr  Heraus- 

feher  sich  in  der  Vorrede  «ehr  rielitiff  ausspricht.  Wir  meinen  das 
UB:irbeiten  von  Heften  über  den  Vortrag  des  l^hrers  hei'm  mathe- 
matischen unterrichte  anf  Schulen,  welches  bekanntlich  in  neuerer 
Zeit  mehrfaclten  Widerspruch  gefunden  hat.  Nach  unserer  Effah. 
rung,  die  wir  wohl  eine  vieljährige  nennen  dürfen,  ist  dieses  Aus- 
arheUen    von  Heften  namenilich  bei  einen  Kreise  minder  fähiger 
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,  }$«küter  CID  8«hr  (fHentlidieB  ErforderniM  xun  Gedeiben  des  ns- 
thematiBcben  üaterrichts,  wenn  licb  voriüglicli  der  Lebrer  die  nü«- 
liehst  gleicbmÖBBiffe  Auabildung  einer  gaazeD  Kltwe  zar  Au^^te 
gemacbt  bat,  una  fast  uucb  noch  vielfacben  aodero  Nutzen  für  die 
allgemeiDe  geistige  AuBbitdnng  dea  Schülers.  .  Und  wenn  wir  ancb, 
unter  d«r  nie  zu  erlasaenden  Bedingnng,  dass  der  Leb- 
rer seinen  Vortrag  atrens  an  ein  gntea  Lehrbuch  an- 
achlieaat,  zur  BrsparuDg^  von  Zeit  die  Ansarbeitnn^  des  sogenann- 
ten Hauptheftea  aufsngeben  oder  vielmehr  in  den  eigenen  WUlen  und' 
Fleiss  der  Schüler  cn  atellen  uns  eotschliessen  möchten,  ao  wUrdeu 
wir  doch  niemals  die  mit  gröaster  Suuberkelt  und  grSaateB  Fleiaae 
anszuführende  Ausarbeitung  des  aogeoannten  Uebungsheftea  erlas- 
aen,   wodurch  u.  A.  der  Schüler  eine  Sammlung  von   nicht  in   den 

SewöbDlichen  Lehrbüchern  stehenden  Sätzen  und  Aufgaben  erhält, 
ie  fdr  ihn  von  bleibendem  Werthe  sein,  und  ihm  den  grössten 
Gewinn  fnr  seine  mathemattache  Bildung  bringen  musa.  Unge- 
fähr wenigatena  in  gleichem  Sinne  spricht  auch  der  Berr  Uer- 
anageber  aicfa  aas. 

Olivier;  Aritbmätqae  nsnelle,  eours  complet  de  calcnl  tb^ori-. 
que  et  pratiqne.    Paria.  1841.    12.    2  Pr.  50  c. 

Baceoltft  dt  prohlemi  di  Aritroetica,  propoiti  aopra 
caai  i  pin  freqnenti  nella  rita  coBMune  e  diipoati  eoi 
respettivi  rianltatl  in  ordine  al  pa^agrafi  di  testi  aupc- 
riormente  preacritti  nelle  acuole  elemeularl  del  regno 
Lombardo  -  Veneto  da  Antonio  Clementini.  Vicenz«, 
1841.  —  4nnttro  parti  in  dne  fascicoli. 

Saigej:  I^s  poida  et  meanrea  du  ayatinr-  mArtque  dana  leurs 
aimplidle  primitire.    dme'  Edition.    Paris.  18.    15  Fr, 

Die  Reihenfolge  der  Elemente  bei  den  Versetaungen 
mit  nnd  ohne  Wiederholungen  ans  einer  oder  mehrern 
Blemeoten-Reiben  und  ihre  Anwendung  auf  Wahraebein- 
liebkeitareebnung,  nebat  einer  Berechnung  dea  Vnrtheila 
der  Bank  bei  dem  Pharao,  mit  fünf  Tabellen.  Von  Dr. 
L.  Oettinger,  Prof.  an  der  Dnir.  Preiburg  i.  B.  Freibnrg 
1841.    4.    16  ggr. 

Die  in  dieser  lesenawertben  Abhandlung  anfgelSateu  nnd  auf 
die  Wahrac  he  inl  ich  ke  itarech  nun  g  angewandten  cooibinatoriBchen  Pro- 
bleme sind  folgende:. 

Die  Versetzungen  mit  WiederholoDgen  aus  den  Blementen 
«,,  «,,  a,,  ...  an  zur  ;»ten  Klasse  werden  gebildet  Wie  gross 
ist  die  Anaabl  derjenigen  Gruppen,  worin  weni^tena  £  Elemente 
in  der  natnriicben  Ordnung  ihrer  Stellenzahlen  hinter  einander  er- 
■cheinenf 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  ans  den  Elementen 
0,,  a,,  0,,  ,  . .  ffn  snr  pttn  Klaase  werden  gebildet.  Wie  groaa 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigatena  A  Elemente  in  der 
Reihenfolge  ihrer  Stellenzahlen  erscheineof 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ans  m  Elementen  wer- 
den zur  (^«)ten  klasae  gebildet  nnd  in  «  Abtheilungen  geaehieden 
angenomoien.     Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheilung  werden  ala 
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snsuiBeiig^eliSrig  betnektet.  Wie  grois  ist  die  AbesLI  der  Gniu- 
ne«,  worin  p  EUMmneBgebörige  Eledi«nte  nur  eine  und  diaaelbo 
StelJenNÜil  traKenf 

Di«  VeneUuafreD  obne  Wiederholungen  aUB  r  Elen enten reihen, 
VDu  denen  jede  m  SHemente  lählt,  werden  xnr  (^«)ten  Kiasae  ge- 
bildet nod  in  «  Abtbeilungen  xu  je  p  Elementen  geacbieden  äuge* 
nommen.  Die  p  Blemente  einer  jeden  Abtbeilung  werden  als  zu- 
aammengebörig  bfdrocbtet.  Wie  gross  iat  die  Auzabl  der  Gruppen,' 
worin  0,  in  eine  Abtheilung  geborige,  Elemente  nur  eine  und  die- 
selbe Slelleniahl  tragen? 

Die  VerBetsnngen  mit  Wiederholungen  werden  ans  m  Elemen- 
ten sur  /(teu  Klaaae  gebildet  Wie  groia  ist  die  Anzahl  der  Grup. 
pen,  worin  irgend  ein  Element  wenigstens  ^msl  hinter  einander 
erscheine  wird  7 

'Die  Versetsungen  ohne  Wiederholungen  ans  r  Elementepreiben, 
von  denen  jede  m  Elemente  aählt,  werden  zur  ;)ten  Klasie  gebil- 
det. Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  k 
Elemente  von  einer  und  derselben  Stellenzabl  hinter  einander  er- 
seheiuen? 

Anaserden  enthält  diese  Abhandlnng  noch  eine  Anwendung  auf 
die  Berecbonng  des  Vortbeils  der  Bank  bei'm  Pharao ,  welche  hier  , 
Tollstaudiger  «la  irgendwo  von  zwei  verschiedeoen  Ansichten  ans 
entwickelt  und  durch  die  fünf  beigefügten  Tabellen,  wenn  sie 
in  heatimmten  Fällen  nnmerisch  ausgeführt  werden  soll,  ecleich- 
tert  wird. 

The  Theory  of  Equations,  By  the  Rer.  Robert,  Mar- 
phy.     4s.  cUth. 

Gregory:  Differential  and  integral  calcuhis.    8.    18  sh. 


Geometrie. 


Die  ersten  Elemente  der  Geometrie  und  Trigonome- 
trie Ton  M.Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium 
»Bern.     Bern,  Chur  und  Leipzig,  1S42.    8. 

In  der  ebenen  Geometrie  und  fitere ometrie  häjt  sieh  der  VC  an 
Legendre,  in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  an  Le- 
fäbnre  de  Fonrcy.  Die  Darstellung  ist  deutlich  und  du  Buch 
kann  in  den  Händen  ünes  geachickteo  Lehrers  mit  Nutzen  bei'm 
Onterriebte  gebraucht  werdem  Besondere  Eigentb iinl ich keiten,  wo- 
durch datsfllbe  sich  von  andern  Büchern  ähnlicher  Art  unterschiede, 
haben  wir  nicht  gefunden,  wenn  man  nicht  etwa  die  Trennung  der 
Aufgaben  von  den  Lehrsätzen  in  der  Geometrie,  worin  der  VL  sei- 
nem Vorbilde  Legendre  treu  gehliehen  ist,  als  eine  solche  be- 
trachten will.    Oh  aber  diese  Trennung  gerade  hei'in  ersten  gen- 
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netriacben  Unterrichte  unzHi'stheD  und  fniehtbriDgeBd  ist,  MäBsen 
wir  dvbin^eBtellt  sein  Insen,  da  es  nna  «n  Watinnteti  Brfabrungfeii 
in-  dieser  Besi^biiDg  feblt,  indem  wir  immer  dem  euclidisefccn  Wege 
gefönt  sind,  nnd  ooeh  folgen.  Scbönes  Papier,  dentlicber  Druck 
nml  gut  ansgefithrte  Pigvrentafeln  dienen  dem  Bacbe  zur  Empfeb- 
Inng. 

Geometrie  fSr  ReatBcholen,  mit  Za^grandlegnogeiBeB 
neuen  Systems  der  Geometrie  und  mit  vielen  DeSangs- 
aufgaben.  Von  J.A.Pflanz.  Erster  uad  zweiter  Tbeit. 
Stuttgart.  1841.    8.    1  Tbtr. 

Der  ente  Tbeit  fBbrt  den  besondem  Titel:  Die  constrai- 
rende  Geowetrie.  Planimetrie  und  Stereometrie  entbul- 
tend.  Nacti  einem  neuen  Sjsteme  geordnet.  Dev  xweite 
Tbeil  ist  mit  dem  besondem  Titel:  Die  vergleichende  Geome- 
trie. Die  allgemeine  Propertionalehre  «nd  deren  An- 
wendung anl  geometrische  Figuren  verssben.  Aller- 
dings trägt  der  Ver&sser  in  dem  ersten  Tbeile  bloss  die  Lehren 
der  ebenen  Geometrie  und  der  Stereometrie  vor,  welche  den  Be^ff 
dei  VerbsttnisBes  und  der  Proportion  nicht  Torsussetsen ,  und  ver- 
weiset die  ganze  Lehre  von  den  Proportionen  in  den  nweiten  Tbeil, 
Wshncheimich  soll  wohl  in  dieier  Sondernng  das  nfl,De  Sjalem 
des  VFi.  bestehen;  denn 'sonst  hüben  wir  nichts  in  dem  Bache  ge- 
fiinden ,  wodurch  sieb  dasselbe  von  andern  Lehrbüchern  der  Geo- 
metrie wesentlich  unterschiede:  Unter  den  Uebungaanf gaben  ist  >ns 
•neb  nichts  Neues  anfgestossen. 

Theorie  der  Parallelen  von  Dr.  Eduard  Lvncker. 
Wien.  184L    H. 

DasB  Paraflelentbeorieen  nur  in  Busaerordentlicben  Fällen  in 
dem  Archive  benrüieilt  werden  sollen,  ist  schon  in  Nr.  II.  S.  30. 
bemerkt  worden. 

Darley'sgeometricalcompanion.    12 mo.    4B.ftd.  clotb. 

Diaquisitionea  de  polygonis  solidis  et  potjedris  sim- 
plicihuB.  Scripsit  Jo.  Ileur.  Traug.  Möller,  Gymnasii 
Ernestiui  Direetor.    Gothae.  1841.    3. 

Deber  den  Inhalt  dieser  Abhandlung,  durch  welche  jedenfalls 
die  Stereometrie  in  mchrereD  Bczieliungen  gefördert  wird,  nnd  die 
uns  auch  fiir  die  Hineralogie  nicht  ohne  Wichtigkeit  zu  sein  scheint, 
wollen  wir  im  Folgenden  etwas  aasTühTlicher  berichten. 

Unter  einem  einfachen  k&rperliehen  «ecke  versteht  der 
Vf.  ein  Polveder  von  ■  Scheiteln,  in  welchem  für  je  Kwei  benach- 
barte Scheitel  nicht  mehr  als  ein  Fstrr  Ebenen  ata  Seitenfiächen 
t Seiten)  vorhanden  aind,  die  durch  diese  beide«  Scheitel  sngleioh 
indurchgehen. 

Das  einfache  körperliche  »seit  dagegen  ist  ein  Polyeder 
von  ft  SeitenflSchen ,  in  welchen  für  je  iwei  benachbarte  solche 
Ebenen  nicht  mehr  als  ein  Paar  Scheitel  «lA  Ecken  vorhanden  mad, 
die  in  diesen  beiden  Khenen  zugleich  liegen. 

Um  filr's  ÜTste  alle  besonderen  FMIe  anciHcblieBten,  oimmtder 
Vf.  an,  dasi 

in  jedem  solchen  necke  keine  vier  Scheitel  in  einerlei  Ebene 
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.  Ii«g;«ii*  und  in  jedem  Bolchen  ttseite  keine  vier  ^tineii  iank 

eioen  und  densBlbeo  Punkt  gehen, 
was  auf  die  Altgemein Ijeit  der  Retrnclilun^ii  ohtie  Rinfluss  ist,  du 
sicli    aliB   dieHan-Gesliilleu    ttlle,  üibrigen    mit    Luiobtigkeit   ublciteti 
hs»n. 

Werden  im  iMck  drei  nicht  benachbarte  Seiteu  lila  sa  ihren 
gemeioechaflticben  DnroliBcbiiitlspaiikt  erweitert,  und  im  oieit  drei 
■iebt  b^nac]ib«trte  iiicheitel  durch  aine  Ebeae  verbunden,  so  entsteht 
bezüglich  ein  Nehenscheitel  oder  eine  Nebenseite^  Die  Ne- 
bankdnten  aber  eehea  dnt  aus  der  Verbindung  sw«i«r  aicitt  be- 
lachbarteo  Kclfriiteti  und  hier  aus  der  Begegnuug  zweier  nicht  be- 
DMobbarien  Seiten  hervor. 

Aus  jenen  Beatimmungpn  folgt  unmittelbar,  dasi'In, allen. soti< 
eben  Mecken  idle  Seiten,  und  in  allen  solchen  nseitea  nlje  Ecken 
dreikantig  sinil,  während  dort^dle  F)cken  und  liier  die  Seiten  mehr- 
kantig sem  können. 

Da  es  zu  jedem  snichen  »ecke  ein  ciirrespondirendea  Mseit. 
giebt,  so  dasB  immer  einer  mkuntigen  Ecke  in  jenem  eine  nkfn- 
tige  Seite  in  diesem,  und  umgekehrt,  euts|tricht,  so  hat  der  Vf. 
die  Vi^Iseite  zunächst  raoz  ausser  Acht  geliiBsen  und  sich  auf  die 
Betrachtung  der  Vielecke  beschrankt. 

Hierauf  hat  der  Vf.  die  Grundeigenschaften  dieser  Ri>rfier  näher 
betrachtet  und  srczeigt,  wie  man  auf  recurrirende  Weise  alle  mög- 
lichfn  zu  denBelhea  w  Scheiteln  gehiirigen  kürpeclichen  necke  an- 
gehen, ihren  Seilen  und  Kanten  nach  vullitändig  bezeichnen,  de- 
ren Anzahl  bestimmen  und  zugleich  diese  Vielecke  noch  der  Be- 
schaffenheit ihrer  Bckeb  classificiren  kann. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  p,'  wclcber  mit  keinen  -rite!  Schei- 
teln eines  gegebenen  körperlichen  ftecka  in  einerlei  Ebeuc  liegt, 
and  durch  eine  contiouirlicbe  in  sieb  selbst  zurflckkehrende  Polge 
ron  Kont«n  dieses  Vielecks  eben  to  viele  Ebenen  und  lasst  das 
Tttv  jener  ünknntung  begrenzte  8tdck  der  VifleckaoberBüche  rer-  . 
■thwinden,  so  entsteht  unter  vewissen  Beschränkungen  durch  eine 
Miche  Entseitnng,  die  auch  zngleich  eine  Kntkantung  wer- 
den kann,  ein  Polyeder  von  (m^-1)  Scheiteln,  welches  S  Seiten 
und  3  Kanten  mehr  hat,  als  das  ursprüngliche. 

HietBUB  -wird  gefolgert,  daas  jedes  aulobe  einiacbe  »eck  3(m— 3) 
Seiten  und  3f» — %)  Kauten  etc.,  und  «ben  »o  jedes  Mseit^»— 2) 
Ecken  und  3(a  — 2)  Kauten  etc.  hat. 

Sftllen  nun  cunäebat  alle  zu  denselben  lünf  Scbeiieln  gehSren- 
dek  einfachen  Fünfecke  aufgefunden  werden,  so  erfficbt  sieb  aus 
den  irirsiAiedenen  tCotseitungsweisea  des  Tetraeders,  nuss  nur  sehn 
verscidedeno  Fünfeeke  Uiaglich  eind.  Werden  eben  so  die  Kecbs- 
ecke  «na  den  Fünfecken  abgeleitet,  ao  erhält  man  (180+1»)  ver- 
Mhiedene  Pal^der,  welche  durch  dieselben  sechs  Scheitel  bestimmt 
werden  a,  s.  w-  . 

Diesb  Vielecke  lasaen  sich  nach  bestimmten  Gesetaen  durtk 
ihre. Seiten  aUMträbken,  wozn  bis  einscblicsslieh  au  iJlen  Siebenr 
ecken  die  Voraekriften  gegeben  sind. 

Auch  lassen  sieb  die  an  einerlei  Scheiteln  gehörigen  t^orsen 
a«k  den  Anzahlen  ddr  darin  yorkomnenden  3-,  4-,  i-,  ..,{>*— l}^ 
kkotifffln  Ecksn  grappireD.  So  entkilt  jedes  Fünfeck  2  dreikantige 
«od  S  viarkantiffe  Ecken  Was  der  Vf.  mit  2,  3,  beieicbnet  hat; 
wöbresd  im  Sccoseck  entweder  alle  ticken  vierkantig  oder  2  Eckta 
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drei-,  2  Eckeo  rier-,  und  2  Bekeo  ffinfkaotiff  mod,  m  daw  bIIc 
Sechaecke  zu  einer  der  beiden  Formen  6,  o^r  2,  2,  2^  gehSren 

n.  B.  w. 

An  den  Siebenedcen  igt  gezeigt  worden,  wie  msn  ani  jeder 
beHondem  Porm  eine  oder  mehrere  guns  aligenieiDe  für  jede  Z«U 
von  Scbeiteln  ableiten  nnd  mit  derselben  Leichti|^eit  anea  daratel- 
len  könne.  So  sind  ans  der  Siebe ueckaform  2,  2,  2,  1,  die  bei- 
den allgemeiben  2,  \  2,  («—6).  und  2,  2.  (»  —  5),  l^^i  abge- 
leitet worden, 

Auaserdem  ist  nocb  angegeben  worden,  wie  sidi  alle  Haupt- 
formen  der  wecke,  welche  in  der  Bllgemetaen  a,  6«  C[  b.  . .  Uj»— i 
enthalten  sind,  durch  Anflöaung  der  beiden  aiiaammen^höri^n  nn- 
beadaimten  Gleichungen 

1.6  +  2.c  +  3.ti-|-.. .+{«  — 4)u  =  3(»— 4),  nnd 

«+  b+  C+  b+..-l-  U  ^  «i 
darstellen  lassen,  wo  a,  b,  C,  b,  .  .,  die  dnrch  Rotbe  einffefBbrte 
Bedeutung  haben.  Dicaa  aber  sind  ganx  die  nSmlichen  GTeidiait- 
gen,  welche  man  nafeulösen  hat,  wenn  in  der  Entwickelung  von 
ia-ir&a^'^-c:^:^  -i-dx'  +  .  .  .)"  der  CoefGcient  von  ^-—*)  unab- 
hängig von  allen  übrigen  gefunden  werden  soll. 

Von  faeaondern  Gestalten  ist  bloss  eine  hervorsrehoben,  welche 
die  Grundrorm  der  Tollitändigen  und  abgeknppteu  Pyramiden  aowie 
der  Prismen  büdeL 

Lehrbuch  der  deacriptiven  Geometrie  von  Dr.  B.  Cng- 
1er,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  und  der  Kreis- 
Gewerbschule  lu  Nürnberg.  Hit  11  Kupfertafeln.  Nürn- 
berg. 1-841.    S.     1  Tblr.  20  ggr. 

Sehr  gut  gezeichnete  nnd  geatochene  Knnfertafeln ,  welche  bei 
einem  solekem  Werke  jedenfnllB  ein  weseotliches  Brforderaisa  sind, 
deitliche  Darstellung,  fast  völlige  Ansscbliesaung  anal vtisch - geo- 
metriacber  Vorkenntnisse  und  ziemliche  Vollstäiäigkeit  empfeniea 
dieses  Lehibuch  der  deacriptiven  Geometrie. 

Ausfiifarlichei  Lehrbncb  der  annlyttacbeB  oder  h5- 
hern  Geometrie  zum  SelbatnnterrichL  Von  H.  B.  Lnb- 
aen.     Hamburg.  1842.    8.     20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Klenente  der  analjtiacheu  Geometrie  iti 
der  Ebene  nnd  im  Räume,  mit  Binschluaa  der  Lehre  von  den  Ke- 
gelicbnilten  nnd  der  Lehre  von  den  Flächen  des  zweiten  Grades, 
erfüllt  nach  unserer  üeberzengnug  seinen  Zweck:  von  Anfiogem 
in  der  analytischen  Geometrie  als  Leitfaden  bei'm  Selbftstndinm 
dieser  achönen  Wissenschaft  gebrancht  zu  werden,  recht  gut,  nnd 
verdient  in  dieser  Beziehung  alle  Empfehlung.  VonSriiM  tragen 
114  in  den  Text  eingedrackle  sehr  gut  ansgefnhrta  uolucbnitte 
wesentlich  zur  Deutlichkeit  nnd  zur  Veranachanlicknng  der,  ersten 
Anföngeru  immer  etwas  abstrakt  vorkommenden  Lebren. der  analy- 
tiachen  Geometrie  bei,  obgleich  wir  freilich  auch  anf  dar  andern 
Seite  nicht  verhehlen  kitnoen ,  dasa ,  von  dem  rein  wisBenachafi- 
lichen  Standpunkte  ana  betrachtet,  dieaea  fortwährende  Anschlieaaen 
an  eine  Figur  una  keineswegea  der  grosaen  Allgemeinheit,  welche 
di«  analjtische   Geometrie   in   allen    ihren   Partieen  an   erreichen 
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■trebt,  ED  entipre^eB  and  genftu  in  sein  scfaeint,  wwhslb  auch 
dnrcii  dB!  rorlie^nde  Bnch  dni  Studium  aDderar,  Rllgeneiner  g;e- 
haltener  Werke  Aber  aoalytiKbe  Ge»Betrie  dnrcbBiu  nicht  iiber- 
fl&iiig  MDwcht  Terden,  ■oadeni  Tielmehr  einem  Joden,  wer  die 
BBslTtiscIie  Geonetrie  in  ibrem  eigrentlicben  Wesen  kennen  lernen 
will,  Mbr  Bnxvrathen  sein  dürfte.  Für  den  eraten  ünterricbt  kann 
aber,  wohin  wir  «ns  >cbon  ol»en  nnsgeaproeben  baben,  das  rorÜe. 
sende  Bncb  einea  jeden,  der  Heheni  Leitong ,  eines  Lehrers  ent- 
behrenden Anfanger  recht  sehr  empfohlen  werden..  Als  Einleitnng 
lind  Betracbtangen  über  dos  Wesen,  den  Zweck  nnd  den  prakti- 
■ehen  Nntzen  der  snalytiKfaett  Geoaetrie  voransguchickL 

Das  Programm  der  Realscbale  sn  Düsseldorf  von  Mi* 
ehaelis  1841  eothält  die  folgenden  Abhandlungen: 

Beschreibnug  einer  neuen  BlnsBiascbine  am  minera- 
logischen Löthrobr  Ton  Joseph  Dnhr. 

Einige  neue  Lehraitxe,  aufgestellt  and  hewiesenvon 
den  Director  Dr.  Frans  Heinen. 

Beide  Abhandlungen  sind  beaohtangawerth.  Die  von  Herrn 
Director  Heinen  nitgelheillen  neuen  geometrischen  Lebrsätse  be- 
trvffeD  sümintlich  die  KeKCIscbnitte  und  lassen  sich  aoeh  bei'm  Un- 
terrichte zweckmässig  als  Cebnngen  benutzen.  Wir  werden  von 
denselben  vielleicht  künftig  Einiges  in  dem  Archive  mittheilen. 


Praktische  Geometrie. 


Geodieie  oder  die  Lehre  vom  Aufnehmen,' das  Nivel- 
liten  nnd  die  Harkscheideknnst  von  Joh.  Aug.  Grunert 
(Lehrbnch  der  Mathematik  und  Physik  für  Staats-  und 
landwirthscbaftlicke  Lehranstalten  nnd  Kameralisten 
überhaupt  Zweiter  Theil.  Zweite  Abtheilnng).  Mit 
dreizehn  Figurentafen.     Leipzig.  1842.    8. 

Bloss  mit' Hülfe  elementarer  Lehren  der  Matbemstik  führe  ich 
in  diesem  Lehrbache  der  Geodäsie  den  Lehrling  so  weit,  dass  er 
als  iSchluBsstern  leisea  Wissens  lernt,  wie  bei  Messaagen  von 
grösserer  Ausdehnnnj;  die  sjibärische  Gestalt  der  Erde  mit  Hülfe 
des  Lege odre's eben  Theorema  zn  berücksichtigen  ist.  Gm  so  we- 
nig als  möglich  VorkenDtotHse  vorsnsznsetsen ,  habe  ich  selbst  die 
sphärische  Trigonometrie  auBge«cbloHsen  nnd  Alles  bloss  mit  Hülfe 
der  ebenen  Trigonometrie  entwic|telt,  wobei  es  natürlich  erforder- 
lich war,  einige  notbwendige  Sätze  der  sphärischen  Tri gonopetrie 
in  den  Vortrag  selbst  mit  zu  verflechten.  Auf  die  Besrhrelboag 
nnd  Berichtigung  der  Instrumente,  unter  diesen  such  des  Heliotro- 
pen, ist  vorzügliche  Sorgfalt  verwandt  worden.  Besonders  habe 
ich  mich  eines  sjstematiscnen  Ganges  befleissigt,  der  Sfiera  io  den 
Lehrbüchern  der  GeodBsie  veraiiaat  wird.  Was  mir  eigentbümlich 
ist,  werden  Kenner  leicht  heransfindeii (  jedoch  möebte  ich  mf  die 
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MX  cIcDieiittire  Thearie  <ler  Fehler  der  Oreieoke,  aif  die  Theom 
>■  HbbrameuMns  nit  dem  BaroHeter,  weltlie,  wie  icb  glaube,  Mit 
tolcher  Streng«  nnd  Kniiebt  wie  in  dieeein  Werke  Jiles«  durck 
nnz  elementtire  HttIfomitM  necli  nicht  CDtwieksIt  wBrdei  ist,  auf 
die  Lehre  ron  der  terrMträchen  Strahlenbreohon^  wid-  auf  die  Be- 
weise der  bekanntCD  Reihen  filr  vin  x  und  eo«  ^ritt  siebseUoteB 
Kapitel  beBODdera  anfmerkaan  au  iMcheD  und  hiozuweiaen  mir  «-- 
la&beD.  Auf  die  irenetMu  Metko^n  nt  untbriicb  überall  vorauga- 
weiac  Rücksiebt  gvnommaB  worden ,  kiad  v»rxügliohe  AufartrkaaH- 
keit  habe  icb  insbeaandere  det  €00 rdi«<iten Methode  gewidnaet.  die 
bach  melDer  Meiaun^  nicht  ffeaof-  erapfohlen  werden  kann,  und  in 
den  meisten  älter^  I.ehrbüchern  der  Gendäsie  leider  nur  zu  sehr 
vernachhissigt  oder  gaoa  obflr6ichlicfa  behandelt  wird.  Ceber  die 
genaueo  Matboden  xnr  Heaittiii;  einer  Basis  und  die  dabei  aath- 
wendiven  -verachiedeaen  BerticksichtigUDgen  ist  uncb  zieslich  ans- 
fübrlicQ  gehandelt  wordM,  and  ae  glaube  und  wiinsche  ich,  daaa 
diesen  Ijenrbncb  der  CendfUie  geeignet  aein  nöge,  iUtere  aum  Theii 
weit  ToIumiDÖsere  Werke  über  aeineo  in  jeder  Beniebong  so  böobat 
wichtigen  Gegenstand  nicht  blais  auf  eine  sweckmäHige  Weile  zu 
eraetxen,  MiDdem  den  Lehrling  aalbst  einea  aiealichap  Schritt  wei- 
ter  zn  fähren,  ala  in  diesen  altera  Werken  geachieht,  uad  mit  den 
Fortsc bri tte a ,  welche  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat, 
innerhalb  der  durch  den  Zweek  des  Werks  uothweodig  gesteckten 
Cränzen,  bekannt  zu  machen. 

Zugteich  benutze  icb  diese  Veranlassung,  die  Leser  dieses  Lehr- 
bucha  der  Geodaaie  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sich  anf 
8.  133  be!  einem  Übrigens  höchst  elementaren  Gegenstande  ein 
ReiJiDUngsfehler  eingeschlichen  und  bis  auf  S.  134  fortgepflanzt  hat, 
worauf  icb,  was  hier  mit  dem  rcrbindlicbsteo  Danke  in  bemerken 
meine  PBicht  ist,  saerst  von  H.  Prof.  Dr.  vDn  I^ngsdorff  in  Haaa< 
beim  aufmerksam  gemacht  wordeb  bin.  Diesen  Feliler  zu  verbes- 
sern ist  hier  nicht  der  Ort,  uod  ich  bemerke  daher  nur,  dass  der 
noch  in  dieaem  Jahre  eracheincnden  Isten  Abth.  des  Steu  Th'eila 
ein ,  die  riclitigen  FonAeln  enthaltender  Carton  beigelegt  werden 
soll,  welcher  übrigens  nvclt  schon  jetzt  <lurcb Jede  Itnohhaudlnng 
Ton  der  Schwickertschen'  BnchhhndfuBg  in  Leipzig  uneatgeldlich 
bezogen,  und  statt  des  fehlerhaften  Blnttes  eingeheftet  werden  kwin. 

Grnnert. 


TiigODometrie. 


Ein  Sehen«  xur  Brieicfaterung  des  ElementamBter. 
richte  In  der  Trigonometrie  n.  s.  w,  von  Dr.  IJL  W.  Grtfb«, 
•  rdentlicbem  Hnuptlehrer  am  GyanaBiam  na  Gassei. 
Cassel.  1840.    4. 

'  Das  in  dieser  Setirift  «rilgeflieilt«  aweckmäsaige  Uülfsrntttel 
zur  genaaen  EidprÜgnng  der  Gmndfomeln  derGearaetrie  Und  IVi- 
gunoflsetrie  in  aaa  GeuäehtDisa  verdient  l^hrem  der  Hathematik 
zur  Heacfatung  eapfeblen  in  werden. 
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A.  F.  Padley:  SoIntioDB  of  trigonometrical  problems,  logetlier 
with  Problems  for  exerciM.     S.     4^  ih. 


Mechanik. 


Navier:  Vl4aum6  des  lecons  de  m^ufiiijiie  doontos  k  l'^ole 
PolyteclmiqHe.    Paria.  1841.    8.    9  Fr. 

Di«  Heckanik-  in  Abwcsdaiig  »itf  KQnste  und  Ge< 
werbe.  Zweite  Abtheilang:.  Die  HecbHoik  flüssiger 
Körper.  Für  Praktiker  bearbeitet  von  Dr.  W.  A.  RCat, 
Docenten  an  der  UniTers.  in  Berlin.  Berlin.  1841.  8. 
1  Tblr.  6  ggr. 

Dea  IstGD  TheU  b.  Nr.  if.  S.  34. 

Die  geonetriscIieD  Conttractioiien  der  ebeDen  and 
konischen  exeentrischea  Rad-  und  ZabB-Carven.  Für 
deo  Selbstunterricbt  bearbeitet  von  Tbeodor  Schane- 
mann.    Berlin.  1842.    8.    16  ggr. 

Anck  in  geometrischer  Beaiehiing  beoohlBBgswertb. 


et  lenr  äpplicatioD  an  tri 
Paris.   1841.    8.    6  Fr.  50  c 


Astronomie. 


Aitronomiscbe  ünterencbatiffeii  ron  Friedrich   Wil- 
helm Bessel.    Erster  Band.    Königsberg.  1S41.    4.    6  Tblr. 
Der  labah  dieses  böobit  nicbtiren  Wetkea  ist  folgender: 

I.  Theorie  eines  mit  einem  QeliOMeter  vanrabeBen  Aiequatoreal- 
Ib  Strumen  Is. 

II.  Besondere  Unteraacfanng  des  HeÜometen  der  KSnigsberger 
Sternwarte. 

III.  EinflasB  der  Strafalenbrechnng  auf  Hikrumetorbeobach- 
tnngen. 

IV.  Einfluss  der  Präcessino,  Nntatlon  und  Aberration  auf  die 
Resultate  mikro  metrisch  er  Hesaungen. 

V.  Beobachlungeo  Terschiedoner  Sterne  der  Plejaden. 

Tl.  Ceher  die  scheinbare  Figur  einer  unvollständig  erleuchte- 
teu  Planeten  Scheibe. 

Tli.  Beobacbtangen  der  gegenseitigen  Stellungen  von  38  Dop- 
pelsternen. 

Vill.    Ceber  den  DoHelstern  p  Opbiuchi. 

Die  Ahbandinngen  II.,  IV.,  V.  sind  gans  nea.     Deber  die  Ge- 
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fteDstände  der .  nlirifi;eii  AbbandluDgen  hat  Beiael  kIiob  früber 
tbeils  in  deo  Königaberrer  BeobachdiDgev <  den  Aafa-onosiiacbcn 
Nncbfichten,  der  monatlicDen  Correspondeaz  und  deo  AbhaDdluagen 
der  Berliner  Akademie  der  Wiaaeo schalen  Arbeiten  bekannt  ve- 
■DBcbL  Fast  alte  diese  frühem  Abhaadlungen  werden  aber  mer 
theila  mit  rieien  Zasätzea  bereichert,  tbeils  ganz  neu  bearbeitet 
geliefert,  lind  überhaupt  ist  nach  des  heriihmten  Vfa,  eigner  An- 
gabe vtli^  VernnlaRsnng  dea  gegenwärtigen  Werkes  nicht  sowohl 
„der  Wnoscb ,  frühere  Abhandlungen  una  Aufsätze  an  Kinem  Orte 
„zasaoimeDzna teilen,  all  das,  durcn  Vermehrung  der  Hnd'anittel  zu 
„einer  Untersuchung,  oder  dnrcb  Brlangnag  beaserer  Einsicht  in 
,,ihre  Natur,  in  vielen  fällen  herbeigeführte  Bedürfniss,  au  frühere 
Arbeiten  mehr  oder  weniger  weseniliche  Verbessemogen  anzu- 
, bringen."  Die  sonst  ganz  neue  Abhandlung  Nr.  VI.  eacbält  auch 
1  ).  13. — {.  16.  die  von  dem  Vf.  in  Schumachers  BstroDonischen 
lachrichien.  Nr.  415,  abgesondert  bekannt  gemachten  Unter- 
suchungen über  die  Grundfurmeln  der  Diuptrik,  welches  wir  hier 
wegen  der  Wichtigkeit  und  Merkwürdigkeit  dieser  Untersuchungen 
besonders  hervorheben.  In  der  Bibliothek  keines  Astronomen 
wird  dieses  in  so  vielen  Beziehnagen  ausgezeichnete  und  wichtige 
Werk,  zu  dessen  Fortsetzung  wir  dem  berübmten  Vf.  Kraft  und 
Gearindbeit  wünschen,  fehlen  dürfen. 

Kleiner  astreooniacher  AloiaiiHch  auf  daa  Jahr  1842; 

Vorzüglich  zürn  Qebranch  der  Seeleute  herausgegeben 
von  Herrmanu  Karaten,  Prof,  der  Math.und  Vhjs.  an  der 
Cniveraität  zu  Rostock.  Dritter  Jahrgang.  Rostock. 
8.     ISggr. 

Diese  kleine,  sehr  zweckmässig  für  den  Meridian  von  Green- 
wich  berechnete  Ephemeride  wird  gewiss  den  Schiffern  willkommen 
und  nützlich  aein.  Aber  auch  mancher  Liebhaber  der  Astronomie, 
dem  die  grosseren  Ephemeriden  zu  theuer  sind,  wird  dieselben  mit, 
Nutzen  gebrauchen  können,  da  sie  überhaupt  zweckmässig  einge- 
richtet sind  and  das  bei  BeobBchtungen  Unentbehrlichste  ziemlich 
vollsttndig  enthalten, 

AstranomiBchea  Jahrbuch  für  physische  und  natur- 
hiatorische  Himmelsforscher  und  Geologen  niil  den  für 
das  Jahr  1842  vorausbestimmten  Bracheiunngen  am  Hiai. 
mel.  Herausgegeben  von  Fr.  v.  P.  Gruithuiseo.  Viertes 
Jahr.  Mit  drei  lithographirten  Tafeln.  München.  1842. 
8.    2  Tbir.  16  ggr. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Phvsik  von  Dr.  J,  Götz,  Prof.  am  Gym 
nasium  zu  Deaaau.  Dritter  Band.  Mit  drei  Pigiirenta 
fein.     Berlin,  1S42,     8.     I  Thlr.  8  ggr. 
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Ancb  niter  d«m  bMAndern  Titel: 

Die  wichtigsten  Lckren  »üb  der  Astrononie  anit  Me- 
teorologie TOU  U.  B.  W. 

VÜT  ein  Lehrbuch  der  Phyaili  enthält  ilieaer  dritte  Band  ioBb»- 
Boodere  die  Lehren  d^r  Astronomie  ziemlich  «uifithrlich.  So  ent- 
hält z.  B.  f.  LXXXIII.  auch  die  Olheri'Bciie  Methode  lar  Berech- 
oung  der  Cometenbabnen  aus  drei,  geocentrisehen  BeobachtaageD, 
«her  bloss  die  Formeln,  nach  denen  die  Becbnnng  zn  führen  in, 
ohoe  deren  Entwickelung.  Offen  müisen  vir  geateken,  dasB  wir 
eine  solche  blosse  Aufstellung  von  Fomeln,  ohne  Angabe  der  Gründe, 
auf  denen  dieselben  beruhen,  am  wenigsten  in  einen  Lehrbuche  für 
Anfänger  zweckmässig  finden  können,  auch  selbst  für  nutzlos  hat- 
ten mäaseD.  Auch  wird  gewiss  Niemand  die  bei  der  Beatimnmng 
einer  Cometenbaho  cöthigeu  Rechnungen  mit  Sicherheit  «nsfuhren 
können ,  wenn  er  nicht  so  viele  mathematische  Kenntnisse  besitxt, 
welche  nötbig  sind,  nm  sich  eine  deutliche  Einsicht  in  die  Gründe, 
auf  denen  die  bei  einer  solchen  Bechnnng  erforderlichen  FormelB 
beruhen,  verschaffen  in  können.  Die  Meteorologie  acheint  uns  in 
einem  Lehrbucbe  der  Physik  im  Verhältniss  xur  Astronomie  zu  kurs 
behandelt,  und  herücksicbtigt  xn  wenig  die  neueren  groaaen  Fort« 
schritte  dieser  Wiaaenschaft. 

Pinaud:  Programme  d'un  eours  ^lAnentsire  de  PhyaiqDe.  Sae 
Mition.    Tonlouae.  1&41.    8.    Ö  Fr. 

Sonheirau!  Pr^is  jl^mentaire  de  phyBiaae,  onlVütd  de  phy- 
■iqoe  fncil.    Paris.  1S4I.    &    6  Fr.  50  c 

A.  Boncbarlat:  Conrs  des  scieDces  pbyriqnea.    ifi.    3^  Fr. 

Beweiafflhrang,  dass  die  Lebre  der  neueren  Phyai- 
Icer  vom  Drucke  des  Wassers  and  der  Luft  falsch  ist, 
oebst  einem  Vereache,  die  Erscheinungen  an  flusalgeo 
K^irpern  ohne  atmoBphariacbeD  Luftdruck  an  erklären. 
VoD  Friedrich  von  Drieberg.    Berlin.  1S41.     8.    8  ggr. 

Der  Titel  dieser  (Jcbrift  characterisirt  dieselbe  hinreitAand.  und 
wir  können  hier  den  Raum  zu  etwas  besserem  als  zu  einer  Bcia* 
tion  über  dieselbe  oder  gar  lu  einer  Widerlegung  benntteu. 

The  lindnlatory  Theory,  aa  applied  to  tke  Disper- 
sion  of  Light;  including  in  the  sabstance  of  aeveral  Pa- 
pers  printed  in  the  PRilosopbical  Transactiona,  and 
oiber  Jonrnata.  By  tbe  Rev.  Baden  Powell,  Saviliau  Pro- 
fessor in  the  University  of  Oxford.    8.    9  s. 

Hagnetiacbe  und  neteorotogisohe  Beobaehtungen 
tD  Prag,  in  Verbindnug  mit  mehreren  Hitarbeitern  aua- 
geführt  und  auf  äffentliche  Kosten  berausgegeben  v-ob 
Karl  Kreil,  Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte  und  ordent- 
licbem  Mitgliede.  der  k.  böhmischen  Oesellichaft  der 
Wissenschaften.  Erster'Jshrgang:  Vom  1.  Jnli  1839  bis 
3L  Juli  1840.    Prag,  184L    A.    fThVT.Sm. 

Ba  ist  höchst  ertreulich  sn  sehen ,  wie  viel  jetst  auf  Sflendichs 
Kosten  fiir  Magnetianus  nnd  Hel«orolo(p«  gesohiiÄl,  und  Trie  vide 
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ailagecetcbiiete  BeobBcbter  jetzt  snf  diflMin  Felde  thätw  aind,  wo- 
von auch  dw  vorlieffemle  Werk  einen  neuen  erfroaliclien  Beweis 
liefert.  Die  vielen  VerdieoBte,  welche  eicb  der  Herr  Beioiugeber 
»cboD  in  seiner  früliern  tjtellnvg  XB  Mailand  insbesendere  ua  die 
Lehre,  von,  dem  Magoetiimua  erworben  hat,  Bind  aua  den  aatro- 
nomischeD  Nachrichten  hinreichend  bek&nvt,  und  in  Prof^  hkt 
er  nun  auch  die  Meteorologie  in  den  Kreis  aeiner  Thälif^keit  ge- 
zogen. Die  den  Refpater  der  BeobachtuD^en  vorsngeschickte  «ehr 
lehrreiche  Eiuleitnng  enthält  die  folgenden  AhschuittcL  Erster 
Abachoitt  Absolute  Beatimmung  der  Baguetischen  Bte- 
aente.  Die  Beobuchtungen  wurden  vom  IS.  August  bis  3,  Sep- 
tember 1840  in  dem  absperrten  Theile  des  sogenannten  Kaiser. 
gorlens  auf  den  Hrudacbine  mit  den  auf  bekannte  Weise  construir- 
ten  Inatrumenten  ausgeführt,  während  gleicbEeitige  Beobachtnngen 
auch  an  den  anf  der  Sternwarte  au&eatellten  Varuitions-Apparateo 
angestellt  wurden.  Wir  können  hier  natürlicli  die  KeBultote  der 
Beabncbtiiugea  nicht  in  extenso  angeben,  und  begniigen  ans  daher 
«it  d«  Angabe  der  folgenden  Mittel: 

Oeclination  ....  15°.  iff,  ^" 

laclination    ....  Oß".     ff,  41 
Intensität  des  horizontalen  Tbeila 

der  magnetiacben  Kraft  ....  1,90656 
Intenaität  der  geg»amie» 

magnetischen  Kraft  ....  4,7152 
Die  Vergleichnng  der  durch  die  Beubachtungeu  gewonnenen  ResaU 
täte  mit  4er  Theorie  im  Erdnagsetisinus  zeigt  eine  genügende 
Vehereinstimmung.  Zweiter  Abschnitt,  Variationa-Beob- 
achtungen.  Bescbreibucg  der  Instrumente,  ihre  Anf- 
ateJIuDg,  Verfahren  bei  den  Beobachtungen  und  ihre 
Berechnung.  1)  Beobacbter  und  Vertheilung  d  er  TB  eo  back  tun  gen. 
2)  Aufstellung  der  magDctiseben  Instrumente,  3)  Verfahren  bei  den 
Variatjons-Beab Achtungen.  4)  Aufatellung  der  meteorologischen  In- 
Strunante.  5)  Reduclion  der  meieorologi sehen  Beobacbtungwi. 
6)  Erklärung  der  nachfolgenden  Register  der  Varialiona - Beobacb- 
lungen.  Wir  haltei)  diese  Einleitung  für  eine  seht  ^te  Anwei- 
sung zur  iweckmöasigen  Anstellung  mnsnetiscber  und  meteorologi- 
scher' Beobachtungea  und  empfeblen  sie  einem  Jeden,  wer  sich 
selbst  mit  dergleichen  Beobachtungen  beschäftigen  will,  zur  Beach- 
tung. Auf  die  Einteilung  folgt  zuerst  das  Register  der  Vuria- 
tions-Benbachtungen,  dann  die  Resultate  aus  den  mag- 
netischen und  meteorologischen  Beobachtungen,  und  xn- 
letzt  die  für  jeden  Botaniker  gewUs  faöcbst  interessanten  Vegeta- 
tions-Beobachtungen  von  Herrn  Karl  Fritsch,  weiche  «cb 
ungefähr  auf  240  verschiedene  Pflunzen  beziehen,  und  vorzüglich 
folgende  Momente  aus  dem  Leben  der  Pflanze  ins  Auge  fassen: 
Entwiekelumg  der  Blattlutospen,  Blätter,  BlütheokDospan,  Bljttheo 
und  Früobte,  Frucfatreife,  rar  besä  vderuag  uod  Blätterfall.  Dia 
Magoatiseken  uad  netsornlogi sehen  BeobachtHngea  sind  fast  stünd- 
lich nit  (Tebergehqng  einiger  auf  einander  folgenden  Nachtatnnden 
In  den  «Otto  Monaten  aogesteUt  worden,  und  haben  also  einen 
HBgeiMaiD  grossan  Anfwaad  von  Zeit  und  Mühe  in  Assprucb  ge- 
nommen. Sie  beziehen  sich  auf  Deelination,  horizontale  InteBsität, 
IneliBatJoa,  Schwinguagsdauer,  Barometer,  Thermometer,^ Spannkraft 
der  Dfinste,  Windearichtung,  Windesstärke,  Heiterkeit,  NiederscUng, 
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WttUcM.  Mflbr  Mm«  dieaca  wichtige  W«L,  wtIdiM  i*  den  HüDdeii 
keineB  MetenrulageD  winl  feblea  dürlen ,  hier  zu  tugtu,  verLWtet 
<Ue  Beicbränkihttit  d«a  Jlauinu,  weslitlb  wir  (Iqd  BewlMwlitero  asd 
iem  Uerro  Herawgabu  aar  nwb  Gsaundheit,  Kraft  und  djudauer 
bei  ibre»  achwieriRea  UntBroebwe«  vi»  Heneo  wflaBotieH,    - 

Verbinden  wotleir  wir  hiermit  luicb  die  kurae  AnceiM  der  bei- 
den folfcenden  FDD  Herrn  Kreil  in  der  Könif()iisb-BälAiBcl>en  Ge- 
Mllsebiä  d«r  WisoeDKbtftea  gelesene«  inteiOHBnten  Abfaandituwen: 

V«rsncb   den  Btoflufs   dai  Mesda  auf  dek  ataocpki- 
riachen  ZuetiiDtl  anaarer  Erd«  Bua  einjährigen  Beobach- 
tungea  au  erkennen; 
und. 

Karzer  Abrisa  der  GDtatebunga-  nnd  Batwicklongage- 
Bcbioble  dea  singDetiaeheD  Vereiua^  nnd  »aber«  Befeucli- 
l«ng   dea  Stanilpunkta,    welchen  Prag   darin    ainsiunf. 

In  der  ersten  Abhandlung  unterancht  der  Herr  Vf,  nur  diejeni- 
gen Aeitdernngeo,  welche  dar  Hand  ia  de»  atnoaubäriadicn  Zu- 
atandeude«  Erde  «aeb  aeinem  Teracbiedanen  Abakande  ven 
Meridian  und  Zenith  dea  Beubachtera  hervorbringl.  aK 
ao  blusB  die  Periode  dea  acheinbaren  täglichen  Cmlanfa 
des  Mnoda  nm  die  Erde.  Die  gewonnenen  Reaultate  müsaen 
in  der  Abhandlung  aelbat  nacbgeaeben  werden. 

D.  Lardoer:  A  raanual  of  electricily.  magnetiam  and  meteo- 
rology.  Vol.  1.  6  ah.  (Auch  unter  dem  Titel:  Cabinet  Cjclppae- 
dia.  Vol.  130.) 

Form  of  contemporaiieous  meteoralogical  obaerva- 
tiona;  Single  Seta,  1  s.:  or  S5  SetT,  SO  a.  (Set,  2  large 
Sheets). 

La  Galvano{t)aatic&,  ubblb  Proceaao  per  «tfunere 
inmedietamente  in  via  galvnaica  laatreoaUre  da te.f ar- 
me solide  di  rnme  dalle  aoluziotiidi  queatomctallot  me- 
moria 4c>  dr.  BL  H.  Jaoobi  etc.  VerBiane  dal  tedeaca  del 
dr.  Gaetaao  Ginaauni.     In  Hilano,  1841.     8. 

Das  Original  f.  Uteroriacber  Bericht  Nr.  |.  S.  15. 

Report  «f  the  Cunmittee  of  Pbyaici^,  in«ladiag  Me- 
teorolAgy,  OD  the  Objects  of  Scientific  Inqiiiry  in  thoae 
ScieMcea.    S.    1  s. 

Ueber  die  Anwendung  dar  Mathematik  auf  die  Che- 
mie von  A.  Teilkampf.  Hannover.  1840.  4.  (Progmaw  der 
hftbern  Biirrcrachnle  zo  Hannover  von  Ostern  IHiO), 

lieber  den  Zweck  ilieser  sehr  beachtungawerlbea  Abbondliiag  . 
afwicbt  aicb  der  Herr  Vf.  aelbat  auf  folgende  Art  auf :  ,>Seit  man 
„erknuot,  das3  die  Gewiclilsmengen  der  Bestaodtbeilo  einoa  Kör. 
„pera,  statt  in  beliebigen  VerbältniBBea  zusammen  zutreten,  bei  jeder 
„chemiichen  Verbindung  eben  so  bestimmte  als  eiafacbe  Geaetie 
j,befolgen,  bat  man  auch  hier  die  Grundlage  der  mathenatiBchen 
„BebandluBE  in  arithmetisch  lu  combinirenden  Zahlen  gelinden. 
«Aber  gerade  die  ^roase  Einfachkeit  ä^T  Z^leaverbiodangen,  zu 
„denen  man  durch  jeno  Gesetze  vetaalaaat  wird,  acheint  vaa  einer 
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„uiMlrfiGklich  BBtiMHatiKlien  Betnehtonp  dorNltten  abgehalten 
„ZD  haben;  deiiD  da  sie  in  d^  Tbat  anfdifl  BlBBentaraten ' Sätxe 
,ider  PraportioDglchre  xHrnckkoBuiteii ,  glaobte  Man  in  den  r^ebr- 
„bückern  der  Ohemie  mir  auf  dieaen  Dnutand  binweiaen  nnd  aicb 
„auf  einielne  Beia|Hele  der  ABwendung  beachränken  sa  därfea; 
„ein  VerMren,  daa  man  sogar  ia  den  Scfariften  über  StScliio- 
„Metrie  beob»cbtet  findet,  denen  ei  —  ao  weit  dieaelben  mir  lie- 
„kannt  geworden  aind  —  nicbt  ao  rtel&cheu  und  interessanten 
„BeiapieMD  Hmeriscber  BerochanDg,  wobi  aber  an  einer  geo^fen- 
„den,  reiB-BatbflHatiscbea  Begrnndnng  derselben  ^blt. 
„unter  lolcben  Unutänden  encbien  es  mir  der  Mfibe  nicbt  nnwertb, 
j,den  Gegenstand  ausBcfalieaslicb  von  dieaer  Seite  zn  betracbten,  na 
„ffir  die  unendliche  Mannjgbltigkeit  specielier  FäJle  allgemeine 
„Sätie  und  Regeln  in  der  knrsen  und  praciaen  Ansdntckiweiae  der 
„Hatbematik  in  gewinnen^  wodurch  <ae  folgenden  BUttbeilnngen 
„Teranlaaat  wurden." 

Und  wir  fügen  hier  blosa  noch  hinia,  daaa  nach  unserer  Deber- 
seBguug  der  Heir  Vf.  durch  diese  Hittheilnngen  seinea  löblichen 
Zweck  recht  gut  erreicht  bat 


Vermischte  Schriften. 


Der  erste  Band  der  Acta  Sodetatis  Fennicae  *)  enthält  die  fol- 
gendeü  mathematisdien  Abhandlungen! 
I       Ceber  die  Gnindprincipien  dßr  Algebra. 

Ueber  die  geometrische  Theorie  der  kör^rliehen  Winkel. 

Ueber  die  Bestimmung  der  dritten  Seite  eines  geradiwigeu 
Dreiecks  aus  den  beiden  andern  und  den  eingescblosaenen  Winkel. 

Ceber  die  Theorie  der  Maxima  und  Hinima. 

Vorstehende  Abfaandlangeo  haben  sämmtlieh  Berrn  Professor 
von  Schulten  zum  Verfasser,  und  sind  franafisisch  geschrieben. 

Ceber  die  VereinfachuDar  einiger  trigono metrischen  Formeln  von 
Herrn  Borenius  (leteiDiscb). 

Ausserdem  enthält  dieser  Band  noch  drei  Abhandlungen  meteo- 
rologischen Inhalts  von  Herrn  Professor  Hällstroem. 

Höge  die  Gesellschaft  in  ihrer  rühmlichen  Thätigkeit  fortfah- 
ren. Wir  werden  nicht  ermangeln,  jederzeit  so  bald  als  irgend 
M9glieh  den  Inhalt  ihrer  Acten,  nnd  Anszüge  ans  denselben  in  die- 
aer Zeitschrift  mitzutheilen. 


*)  Die  nur  erst  Tor  einigen  Jahren  gestifute  Gesellscbaft  der  Wsten- 
Bcbifcen  XU  Helsingfors  in  Finnlana  hat  schon  jetzt  eine  höchst  rühm- 
liche ThStiRkeic  entwickelt.  Herr  Professor  Nathanael  Gerhard 
Ton  Schulcan  ist  beständiger  Sekretair  derselben. 
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AbliaD^lnngcD   der  KSaigliohen   Böhaiflchen  Geiell- 
cliafl   der  WisBenschaften.     Fünfter  Folge   ersrer  B«d4. 
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VoD  den  Jahren  IS37  — IMO.     Prsr,  1641.    4. 

Dieier    erite   Baifd    der    ßinffen   Folge    der    A 

königlich  BStuniKcben  Geiellühaft  der  Wisse  nach  »ften    enfliKIt  die 


InDgen 

__.^ __  ..  enäKlt 

fblgoDden  kleinem  oder  grönern  motbenati sehen  und  physiksliadwn 
Aoftätae  nnd  Ab  band  langen : 

Neuer  «n»tytiach er  Beweis  des  Sutiee  van  Parallelogramme 
der  KriMte.     Von  Prof.  Ttf,  i.  P.  Kulik.  S.  3. 

Ccber  einen  neuen  elektromagteti scheu  Inductions- Apparat  und- 
deaaen  sehr  kräftige  phjnologische  Wirkungen  (Erscfafitterui^en). 
Von  Prof.  Heasler.  S.  12. 

UalersucbuBgen  über  die  KettenbrilokeBlinie.  Entwerren  ron 
Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.     Prag.  1^38. 

Versncb  einer  anal^tiscfaeo  Beliaadlung-  beliebig  begrenxter  nnd 
snaanmengeaetifcr  Linien,  Fhichen  und  Körper;  nebst  einer  An- 
wendung davon  auf  verscitiedeae  Probleme  der  Geometrie  ilescrip- 
tire  und  Pwspective.     Von  Prof.  C.  Doppler.     Prag.  1839; 

Jede  dieaet  Abbandlungeo  bietet  ein  eigeuthihnltchea  Intereaae 
4ar. 

Deniiachriften  der  Kfinigliob  Sayeriactien  Akademie 
Aer  Wissenschaften.  13r  Bd.  und  16r  Bd.  late  Abtli, 
Abhandlangen  der  mutbematiach-pbysikalischen  Klasse. 
ir  Bd.  und  3r  Bd.  late  Abth.  die  AbUudlangen  aus  den 
Jahren  1831  bis  1840  enthaltend.  Hüncheu.  1837,40.  d. 
8  Tblr. 

Nnvi  Commenlarti  Academiae  acientiarum  Inatituti 
Bononieuais.  Tom.  IV.  V.  eolhalten  die  folgenden  matbemati- 
scben  Abhandlungen:  Joa.  V  enturoli:  Altitudiuea  Tiberis  ad  hr- 
drometrnm  romanam  quotidie  sub  meridiem  observatae;  Pet.  Cal- 
Ingari:  De  nora  aolutione  pro^mdtis  Fermalii  uec  non  alioram 
quue  ex  iisdem  formulis  deducitninr;  Fr.  ttertelli:  De  iäßexione 
Interum  in  micrometriai  AI.  Casinelli:  Nova  methodus  evebendi 
ad  potentiam  quamcunque  quantitHtes  polyaomiaBt  Ders.:  De  aeqna- 
lionuBi  algebrmcarum  resotutione  observatiooea  aualyticae, 

J.  A.  Coonbe;  Solntiona  of  t he  Cambridge  problems  for  1840 
nnd  1841.    8.    8^  ah. 


Die  Aka  iften  zn  Petersburg  hat  auf  dea 

.  An trng  ihres  Staataraths  von  Fuaa  Ezcellenz, 

beschiossen,  !r  ungedriickter  Brieft^  des  altern 

Johann    U<  »hnes    Daniel    Bernoulli,    «on 

Nicolnua   I  Cramer,    Lambert)    Nund^, 

Piileni,  Gc  ird   Buler,  nnd   zugleich  der  in 
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deo  Central -Archiven  sq  Mouau  autgeAiBdeoeB  Antworten  Bnlers 
auf  iliü  Briefe  von  Goldbscb  herHu«zngeben.  Alle  diese  Briefe 
belretTen  GRKenHtande  der  WiBseRschHft,  und  sollen  in  jeder  B«- 
aiehuDK,  ioBDesoodere  nber  für  die  Gescbichte  der  Mullienatik  wich- 
tif^  sein  und  das  «rrnaate  Interuse  gewäbren.  Ziig;leicb  beabsich- 
tig^. Herr  StaatsraUi  tod  Fubb  dieser  SannfuDg  von  Briefen  ein 
vollständiges  und  mit  der  grossten  Sorgfalt  angefertigtes  Veneich- 
niss  allet  AbbandlunGfeu  Eulerg,  deren  ZaM,  ohne  die'  grossem 
'  Be|jBrat  gedruckten  Werke,  700  übersteigt,  mit  einer  senanen  Nach- 
weiaUDg  irr  ^jchriften.  is  denen  dieselben  abgedruckt  sind,  Vor- 
drucken zu  lasHen.  Der  Heransgelier  den  Archivs  bull  es  ffir  seine 
I'äiclit,  die  Leser  desselben  auf  dieses  in  jeder  Bezieliung  wichtig« 
und  aeitgemäxse  OoternehnieB ,  durch  welrhen  die  Kaissrlicfae  Aka- 
demie der  Wissenichsften  sich  gewiss  alle  Mathenatiket  su  dem 
grössten  Danke  rer pflichten  wird,  aufmerksam  lu  machen,  nnd' seine 
'  ZeitHchrift  XU  benutzen,  die  Nachricht  von  deamelben  ui  eipena 
mögliebst  weiten  Kreise  zu  verbreiten.  In  Schomacbers  nstro- 
nomischcn  Nachrichten.  N.  437.  S.  91  findet  Inan  den  tixtrait 
du  proces  verbal  de  l'Acad^mte  Imperiale  des  sciences 
de  Nt.  Petersbourg  du  24.  Septembre  (6.  Octobre)  IK41  ab- 
gedruckt, weicher  das  Weitere  und  Nähere  über  das  in  Hede 
stehende  wichtige  und  böcbat  interessante  Unternehmen  enthält. 
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VI. 

Literarischer  Bericht 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Voo  <tai  Heranweben  in  Anfatv*  bekannte«. Lekrkncbe  der 

Mathematik  fiir  3le  obern  Clclien  bfiberer  Lehranatal- 
teo.  4  Theile.  Brandenbnrg  bei  Wieaeke  erM^eint  jetxt  die 
dritte  Anflage,  nnd  nrer  anent  von  den  aweiten,  die  SterB.O' 
■  etrie  eatbaltendeD  Tbcile.  Die  »eae  Auflage  dieaea  Tbeili  "wird 
iD  den  n&cbatea  Ta^n  venandt  werden. 

Die  Anfangigrflnde  der  Zablen-  nnd  RanmgrSaien- 
Lehre.  Als  Leitfaden  fnr  den  BatheMatiacbea  {Jnter- 
ricbt  an  den  KSnigLArtillerie-Brigade-Sebnlan,  ao  wie 
snw  Helbitnnterricbt  fiir  die  Arancirten  der  Artillerie 
bearbeitet  ron  F.  M.  Rost,  Pfeai.  Liest,  nnd  Lehrer.  Ber- 
lin. 184*.    8.    l*rbir. 

H.  forir:  Kiaai  d'an  cenra  de  Matb^aiatiqnei  k  l'naare 
des  Al^vea  dn  calt^se  coainnnnl  de  Li%fre.  1S41.  s. 
1  Thir.  1»  ggr.  , 


Arittimetik.. 


BU*«Bti  ii  AritveticB,  di  6.  B.'  Roatagno  dtll»  com- 
pagni«  diOeeJi,  ad  nao  delle  acnole  dell»  aedeBiaa  eoa- 
pagni«.    Torino.  IS4\.   1% 

Dr.  6.  F.  DrsiB:  Arithmetik,  adarbeidet  ned  atndigt 
HeDB7>  til  den  praktisk«  Anwendelae.  1841.    8.    80  ach. 


i^Aiogle 


Oruodris*  der  el«nefilar«D  .Algebra  sna  6«hr»ick 
bei  Vorträei'D  aod  dem  Nellifllanlprricbte.  Von  B.  SJMe- 
■  en.    Altona.  1S41.    S.     1  Thlr.  6  f^gr. 

The  BlemenU  of  Algekrn.  DesiffMed  for  th«  Die  of 
StudentB  in  tlie  l'siversity.  By  John  Hind,  H.  A.  Ute 
Fellow  «nd  Tutor  ofSidney  Sussex  Callere,  Cambridge. 
Fifth  edition.  1841.    8.     12  a.  Ited.  bosrda.  ' 

Trattat«lli»  elemeniare  di  Algt^r»,  conpost»  ad  nno 
del  coll«~|[i«  «  Keca  jdi  Ktr\i»am)  ..D«t  ^>d.  C  b.  liiilinni 
-  c.  r.  lomasco.     Lugano.  I$4I.     12f  -    » 

C    Jiirgensen;    Elcmnrttrir    Arithmetik    og    Algebra.    ' 
Anden  Ddgave.  1841.    8.    1  Rbd. 

Anfgaben  für  Anfänger  in  der  BnchstaheiirecbBiiDg, 
Algebra  unä^-WahrgdltidUebkeitBrnhitiiSS.  Vfrn  Dr.  G. 
A.5«hB.     Leipzig.  1842.    8.     I  'fhlr,      ' 

Algebraicat  Prolileros,  |iroducing  stniple  andQnadra- 
tie  Eqaalivas,  witb  tbeir  Malutif  n^i,.d«4iff^«d  ^s  aa  In- 
Itaduotiaa  la  tb«  bigb^r  bruHaliea  ^f -Aaa]ftiiia.  T« 
wbick  i»  added  an  Appendipi,  oon|aiitiii.g. a  .oallewtion  of 
Problama  An  the  Natur«  an«!  KoliuioD  of  Ifquatioas  of 
higher  dfni«n>ioni.  Bt  UiUi«i  Uta«d.  Eigbth  edition. 
i8il.    8.    xe  ■.  6  d.  board*.  *.. 

N«a«,H«tA'ad«  zur  Auffindani;  d«r  raellou  IVarxeln 
höherer  »Mme^riacb^r  GteiehuDgen  und  zur  AmxiebHng 
der  dritleb  .und  der  h4b«ra  WiirK«lB>iiB.heitiN)Bt«n  Zah- 

,  Icn.  Znaäcbit  n^eb  «ngliscken  ttuBlIea  b^^rbeitei  v»d 
Ur.  Ji.  €.  Jichuli.  TOP  KtrftMDi*ki.  ä.  o.  Prof.  der.Ele.«en- 
lar-Jllathematik  am  K.  K.  polytechDiachep  Imtitute  su 
Wien.    Wien.  1842.    8. 

Die  T)>B  deta  Vf.  in  tlieser  Schrift  dimn«talUe  und  (fatfriciielir 

'  Methode  snr  Auffindung  der  reellea  WutmJb  dv  namoriKhen  Ulai- 
chnngen  verdankt  man  im  Wegentliciieo  dem  vor  znrei  J^breo  ver> 
storbenen  englischen  Mstfaemiitiker  W.  G.  Ilorner,  welcher  die- 
selbe zuerst  in  den  Ptiilögophienl  Transactiona.  18L9  bekanot 
machte,  ober  durch  einen  sebr  dunkeln  Vortrag  ihrer  weitem  Ver- 
breiluDg  Bchaüete.  Ausserdem  Gndet  lich  Kinigea  über  dieselbe  in 
J.  R.  Yoang's  Ibeory  and  Solution  of  aTgebraical  equ«- 
tioDS.     Loodoin.   18:15.,   uqd    in   z^ei  ebenfalls   mit  sybilliniscber 

'  Kürze 'verfiisatfn  Aufsütze»  ro»  Hnrner  in  Leybourn's  new 
aeriea  of  matbemntical  Repository.  Kacfa  diesen  Schrillen 
die  aber  cigeutlich  nur  als  Bruchstücke  zu  betrachten  aind  und 
selten  die  Beweise  iter  nufgeatelllen  Regeln  liefern^  bot  der  Herr 
Vf.  der  oblgan  Schrift,  die  ttarb«r;«bfl  9«thiHle  «ahr  4a4i|U<tb,  und 
vBlIstiwdig  dnrgcMclll,  weiter  entwrcJtalt  und  diirob:.«itie,  naaM 
Anznlil  vullsländig  ausgeracbneter  Beii(|iel,e  Miäntailt,  «W  du  rot- «ab 
derselbe  nllerdingH  ein  weaentlicbes  Verdienst  erworben  bat,  da  die 
in  GaaaeB'  oebr  dibCuclie  und  ia  mehffeifein'  RücksMlht^  ^dlVD  be- 
kttOBleB  HettodCD  VorMtsiehesde  Borofr'wlifl  I^ethodo  vBfi^iteo« 
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ia  DMtBcblBnd.bi«  jttvt  mi  t(*it  wie  ^r  tudiit  bekMiiit  Mwesen  Ut. 
EÜB«  acthsl'  auch  oor  kan«  DantcUang  .dicsef  Malhsd«  liiar  »  k«>  , 
ken  liegt,  iwlih-licfa  nr  Dicht  ig  dem  Zwecke  dieser  litersHBoEeo 
Bericbte;  jedoch  honen  wir  im  Archive  .aelhat  auf  dieselbe  zurück. 
BUkommeD,  und  die  Leser  mit  ihrem  Wesen  bekannt  zu  machen. 
Kür  jetat  BÜiMn  wir  ibs  lieffDÜ^w,  auf  dl«  roa  den  Berrh  Vf., 
«llnt  ta  der  VorT«de  mtee^euBea  VartÜge  der  UorBer'aohen  Me. 
tlMrile  v«r  Bodeni  MetbMta  hlnsHtfeiBen.  DaneUbe  afgt-  ■imljck: 
„Die  Vorlüge  der  Hot-ner's.cheD  Metliode  vor  der  Fouriert 
sind  in  Kürze  folgende;  ^ 

1.      Die    ungemeine    Leichtigkeit    der    Subatitutioo    einzelner 
Werthe  sowohl,  ala  bei  der  Subaliluiion  einer  arithmetischen  Reibe 
von  Werthen,   wodurch  die  Trennung   der  einzelnen  Wurzeln  sehr 
'    erleichtert  wird. 

2.  Viel  zureichendere  und  scliaeller  fordernde  Kennzeichen 
für  die  Imugioorität  der  Wdrz«!». 

3.  Bei  der  Horner''scbeD  Methode  braucht  man  nicht  friiber 
die  gleichen  Wurzeln  wegzuschaffen,  die  Wiederholung  deriielbeD 
ergiebt  sich  aelbat  im  Verlaufe  der  Recbuung, 

4.  Der  Bccbnungaproecifl  der  ^nzelften  Wunelu  nach  der 
Bariiet''scAen  lleih«de  iat  susaABM hängend,  Ziffer  für  Ziffer  wird 
bestimmt,  und,  hier  ist  es  viel  meht  uls  bei'm  Fourier'achen  Verluh- 
rtD  der  Fufl,  dnsB  nicbteine  einzige  Ziffer  mehr  hcrecbaet  wird, 
als  nothwendi^  ist. 

WisBODsckaftliah  hfibar  üb  unsere  Metitode  sieht  die  Gräffe'ache, 
-  besonders  nncb  ihrer  Verbesserung  und  Erweiterung,  durch  Herr« 
BnCke,  da  iliese  aucb  die  imugioaren  Wurzeln  liefert,  was  mir  bisher 
nach  it*  ttttrfler'idien  nicbi  gelingen  wallte,  ohwokl  ich  weher 
boffe,.  das«  fir  die  ^mu^inären  Wurzeln  ein  eben  b«  eiofifcher  Bccb- 
vUDgejtrati^ss  «ob  iinßiuden  tassen  werde. 

Wna  abar  dio  reellen  Wurzeln  betrat,  so  wird  hoffentlich  nie- 
■Mud  anitahati,  in  Binsicfat  auf  praktiecbe  Berechnung  derselben,'  der 
Hsrner'schea  vor  der  firäffe'scben  den  Vorzfcg  einiuräumeu,  um  sa 
■■hr,  da  man  he*  der  Gräffe'scben  Metbixle  alle  Wurzeln  zugleich 
außken  ■Wns,  wtthrend  d«*h  nur  die  reellen  für  den  Praktiker  einen 
Wartfa  haben. 

Zum  Achluss  woHeu  wir  den  Herrn  Vf.  nur  noch  aaf  die 
Schrift: 

Neu«' Hetbade,  die  reellen  rationnjen  «nd  irratiotia. 
len  Wurzeln  nnaeriseber  6  leiohungen  zä  finden,  von 
C  A.  Brelsc^bneider,  Profeasor  am  Realgymuaaium  zu 
Gotha.     Leipzig.  1838.    4.    13  gKr. 

BafmerkaaiB  machen,  in  welcher  glrich  von  i^orn  herein  ein  dem 
Horaer'acbeD  ganz  ähnlicher  Algorithmus  cur  llestimmnng  der,  ge> 
wiasea  gef^benen  Werthen  ihrer  nnahbÜDgif^en  Tcränderlichen  Grb-' 
saea  eottpmheDdea  Werthe  der  ganzen  ruHonalen  algebraischen 
Functionen'  ffelebft  wird,  und  die  daher  überhaupt  bei  diesem  Ge- 
genstände genauer  vergKcbea  zti  wcr^u  verdient. 

Teorica  e  Pratica  del  Probabile,  dell'  a,bate  Giuseppe 
Biavi.  Seconda  'edlziose  notahitmente  accresciuta.' 
BevgaMO.  1840.    8.  Dae  vol. 

Ohservatiaaes,  üiT^rriacalcaii  differeatialia  priaoi- 
9* 
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pia  itriagentei,  qnat  Bpvciniiiia  l»co  public««  ««BSirt« 
defert  tAkg.  GBrolotDkD.  Aroienini,  ad  Schol.  Trir.  Ffth- 
Inn.  Coll«ir«.  Reap.  P«tr.  Gnit.  Tenfrnaa.  Arvaiae.  18M. 
H  ark.    4. 

Exanplca  of  the  Prscesava  «f  the  Diffar«ati«l  and 
lalegral  Cslcnlai.  Collccted.k7  D.  F.  Gregor j,  BL  A.  Fel- 
law  of  Triaity  College.    Load«o  (and  CaMbridg«.)  1841. 


Geometrie. 


Lettfadea  für  dea  Vorbereitnngittnterriclit  iq  der 
Geonetrie.    Von  Dr.  E.  W.  Grabe.     Casaak  1840.    8.    iTUr. 

Geometrie  fnr  höbere  Volksscbalea  nnd  SebaUehrar. 
aeminarien    too    J.  W.  Stranb,    Lehrer   «a    der   Beairkt> 
■cbole  au  Baden  in  AargBU  and  GeaieindeBchilinaaector. 
'  Znricb.  1841.    8.    15  ggr. 

Lebrbacb  der  Geometrie.  Aaagearbeitet  ron  Dr.  C.Ij. 
A.  Knnae,  Profesaer  der  Matbenatik  am  GrmDaBiam  na 
Weimer.     Erater  Band.  PlaDimetrie.    Jeaa.  1842.   8.    ITblr. 

Dieaea  Lebrbndi  der  Geometrie  tat  aua  eiae  aebr  erfreuliebe 
Eraabeinnug  gcwcaen  und  verdient  uacbdröc bliebst  empfobleo  und 
allgemeiaer  bekannt  zu  werden.  Ueberall  befleiaaigt  aicb  dec  Ver- 
faaaer  der  endidiscben  Streage,  ebne  -aa  irgead  eine«  Orte  ■■ 
weitläufig  oder  fdr  den  Aaräagir  an  acbwieng  au  werdea.  Daa 
Haujitverdienat  dieies  Bucbs  finden  wir  aber  in  den  Teracbiedenen, 
den  einzelnen  Kapiteln  beigefügten  Anbängea,  in  denen  der  Ver- 
fasser von  den  Ergebnisaen-  der  aogenannten  nenern  Geometrie  eine 
■ehr  ztreckmÜMiKe  AuavabI  getroffen  nnd  eines  aebr  venlftadigeo 
Gebrauch  gemacht,  aber  auch  mancbes  aas  eignen  Mitteln  hiniuge- 
tban,  namentlich  mehrere  Sätae  bloas  mit  den  ihm  doreb  daa  Lehr- 
buch aelbat  dargebotenen  Hülfamittelo  auf  eigentbiimlicbe  Weise 
Bnd  neiitens,  ao  weit  die'  Natur  des  Gegenatandea  ea  zulieaa,  sehr 
einfach  bewiesen  bat.  Sehr  werden  dem  Verfasser  mit  uns  riele 
Lehrer  auch  filr  die  au  vielen  Oi;ten  eiagestrenten  interesiaatea 
hisloriacbeii  Notizea  danklMr  sein,  die,  wie  jeder  erfahrene  l>ehrer 
weiss,  immer  lehr  zur  Belebuag  des  matfaemätiBchea  Unterricbia 
beitragen.  Leider  rcrbielet  uns  liier  der  l^aum,  ans  de^  reichen 
ia  den  verschiedenen  Anhüngen  enthaltenen  Schatze  viele  Binzeln-' 
heilen  namhaft  zu  maeben,  jedoch  können  wir  nna  nicht  veraogen, 
den  Leaer  u..  A.  auf  Ftdgendes  beaoadera  hjnzuweiaen.  ^liat  s.  B. 
in  dem  Anhange  zum  neUoteo  Kapitel  ein  aenea  aefar  eioäicheii  nnd 
tfinnreichea  Verfabreu,  die  Seite  eines  in  einen  gegebeneu  Kreia  za 
beichreiheiiden   regelmüaaigen  Vielecks  Jdlhenngswniae  an  findes. 
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wtffatbeill,  «MlchM  md«  scbr  artige  BrfiaiiDjf  "Sr.  Rolieil  4es 
BerxDgi  Carl  Bernhard  an  Sachsen  WeinBr^Eiaeaacb  iit, 
■lad  eine  weit  adDellera  Anniharun^  nad  ^rSsarra  Geaanij^keit  als 
die  «ft,  z.  «.  in  KSitner'*  ^eometriselieii  Abkand  Inneren. 
.  I.,S.  266,  iKiipraGkeBe  Rerel  von  Benatdini  KHräfart.  0«r  Vf. 
bat  die  neue  Begei  ■■(  Hälfe  tri^ononielriacher  Kechnan)^  fUr  alle 
Vielehe  nit  iiafferader  Zahl  bii  inai  23eck  geprüft,  und  sie  iHuer 
mit  AnsDBlime  dea  Seeki-nnd  5eckB,  wp  aie  nicht  abwendbar 
iit,  lebr  nah«  richtig  gefunden.  Ferner  ■achen  wir  aufmerksnai 
aof  dan  Beweii  der  Steiner'schen  CoDstraetian  des  Halfatti*- 
■ehen  PriibleHi)  die  nan  ancb  in  dem  Anhans;«  cnot  nennten 
Siapitel  findet,  anf  die  ganae  BehaDdlnng  dea  Pail'a  der  Incomneo- 
ucalnlitiit  in  der  L^re  loa  den  Praportiunen  n.  i.  w.,  anf  die 
RectifioatiMi  nnd  Quadratur  des  Kreises  und  vielcl  Andere,  waa 
ki«r  beaondara  ananfübren  der  Raun  nicht  snläsat.  In  einer  Zu- 
gabe hm  Und«  det  Bnchs  hat  der  Verfaiaer  auch  die  im.3ten  Hefte 
des  ersten  Tbeils  des  Archivs  (S.  193)  ansfübriich  besprochene  Auf- 
gabe von  der  BeatiMaung  der  ADiahl  der  verschiedeneu  Arten,  auf 
welche  Mch  ein  Vieleek  durch  DtagDualen  in  -  Dreiecke  certegen 
liaat,  Bif  eigentbünliche  Weise  anfgeläst,  wobei  er  zwei  recurri- 
rqnde  Poräeln  findet,  dnrch  deren  Verf^leichuDg  mit  einander  atch 
dann  die  Enler'ache  independente  Formel  einlebt.  Wir  wiederko- 
lan,  daas  iins  hier  der  Bannt  fehlt,  auf  alle  forziige  dieses  Lebr. 
bndis  apeoiell  anteeHcsaia  zu  nachen,  empfehlen  es  aber  nament- 
lich ancb  denen,  welche  sieb  etwas  weiter  als  im  Kreise  der  ge- 
wöhnlichen Bleueute  mit  der  Geometrie  bekannt  machen  wollen, 
■•ehpals  aas  roiler  Cebenengnng,  nnd  wünschen,  d«ss  der  Ver- 
fasser Zeit  and  Hasse  haben  müge,  recbt  hdid  den  «weiten  Thwl, 
welcher  die  Stereometrie,  nebst  der  ebenen  und  sphäriacken  T^igo* 
nometrie,  nmAuMen  wird,  naclifoigen  na  lassen. 

Nnr  in  einen  Punkte  kSnnen  wir  mit  dem  Verfasser  nicht 
gans  einverstanden  sein,  nämlick  in  Bezug  auf  seine  paratellnng 
der  Lehre  van  den  Pamll  eil  inten.  Er  gebt  nknlicb  dahei  von  der 
folgenden  Definition  ans; 

Eine  Linie  von   der  Beschaffe ak ei t,   daaa  alle  ihre  Punkte  (io 
elmriei  Ebene)  vnn  einer  Geraden  gleickweit  abateben,' he_isst 
eine  ParallelUnie  oder  eine  FaraDete  su  dersalben; 
nnd  fnct  kinnuf  den  Grundsatz: 

in«  Pamllele  an  einer  Geraden  ist  selbit  eine  Gerade 
'  bei,  a«f  welchem  er  dann  daa  Gebüude  der  Lehre  von  den  Paral- 
lelliniea  allerdinga  aiit  völliger  Consequenz  avffHb'rt  Dass  nkn  in 
dieser  Lehfe  von  einem  eigentbnmtichen ,  derselben  allein  angebü- 
renden,  Grundiatze  ausgehen  müsse;  damit  sind  wir  völlig  eiover- 
standcD.  Dais  aber  der  obige  3*t>  die  zu  einem  Axiome  nöthige 
innere  Evidenz  habe,  möcbten  wir  bezweifeln,  so  wie  uns  auch  in 
der  obigen,  bekanntlich  schon  von  Sltero  MntbedtBtikem  vielfach 
henntsten,  Defiaition  der  Parallelen  das  Princip  der  Gleichheit 
der  gegenseitigen  Lage  zweier  geraden  Linien ,  anf  welcjies  en 
nach '  unserer  Ceberzenguog  in  der  Lehre  von  den  Paralle Minien 
doch  voTzäglicb  und  eigentlich  nur  allein  ankommt,  nicht  gehörig 
MMgeiprocheu  an  nein  aebeint.  HSIt  man  dieses  Princip  fest,  in 
bat  es  uns  immer  wesdiieneni  dass  der  Satz: 

Zwei  gvsde  Linien,  die  helde  einer  dritten  parellel  aind  (d.  k. 
die  bade  gegen  eU«  drittegleiche  Lsg«  bab«i]i,  mnd  jeder- 
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seit   einander   «nlbat   parallel    (d.    fa.    hsbe^  9*'S^'>    eioBiAnr 

gleiche  Laie) 
keinen  niDdern  Gni  innenr  KrMnDa  bMitxt  al«  d«r  Satar 

Zwei  Grtiseo,    iHe    einer   dritten   gleiak  sind,   sind  jederzeit 

einander  Reibst  g-leickj 
velcbem  noch  Niemand  den  N«Men  einen  Gnndmtxes  slneitig  g»- 
mncht  hat;  nnd  iten  nbtgen  ütttz,  oder  eine»  denxelbea  annlogen, 
möchten  wir  daher  vorzDgBweise  der  Lehre  von  den  ParalWliniea 
ala  Axiom,  ohne  wnlchne  man  nun  doch  einsät- ni cht  anskomnen 
kann,  zuin  Grunde  gelegt  sehen.  Ivdesa  wir  brechen  hier  ah,  '4a 
nni  cur  ■nsfiihrlicbep  Darlegung  nnaarer  Ansicht  ^or  Ranm  f^lt, 
nnd  eine  Cebcreinstimmuii^  der  Hathemaliker  in  dieser  vielhe^f*D- 
ebenen  Lehre  dnch  aehirerlicb  jeniHta  faerbeizuDihten  aain  im4; 
keioeswcgB  aber  babea  wir  dareh  die  vitrhergelieadan  Hanarltwi^ 
na  dfeo  von  uns  vbllkommen  anerkaanten  W«rtk  da«  Bnehs  4es 
Herrn  Profenvon  Kunze  anch  nur  iai  Geringslea  in  sehmiUen»  bealk 
■ichligt. 

Beeenden  herrerhebQn  wollen  wir  noch  die  gtense  Nettig- 
keit und -Zierlichkeit,  mit  welcher  Sie  dieaem  Bbcbe  beigegekenen 
Tafeln  von  den  geschickten  geographisch la  Kupfentechar  UAvrn 
Adolph  Mädeh  au  Weimar  avsgeflihrt  worden  aindi,  de»  (9i 
dergleidieu  Arbeiten  recht  sehr  atigemein  cmfrfoh)««  tu  werden 
verdient,  welches  wir  dnber,  jedes  Verdienst  gehiihrend  ansHcMH 
nend,  aucb  an  dieaeai  Orte  lu  tliun  nicht  nnterbaaeo  wallen. 

G.    ■ 

Ragiosamento  di  GinllaJin  Villaais  anll'  area  d^sa 
segaeot«  detcrminato.  Torino.  1841.  .8.  (Em»  nuova  *i- 
eeroa  <tella  qnadratara  de!  ciroolo.) 

The  Bleaent«  »f  Deacriptive  Geonetry.  By  th«  B;,ev. 
Prof.  Ball,  KiDg'8  College,  80  lt]aatrati«aa.  LAnrien. 
1841.    8. .  e  a.  6  d. 

Sci«os»  gemmetrica  de>le  canstrvzioai,  ower«  jgeo- 
metri«  descnttiva  di  G.  Scsffnit,  ««pilaao  d^artiglieria 
professore  etc.  del  granducatn  di  Asaia  Darmitadt:  Ver- 
■  iane  dal  tedvaoo  cod  itlastrazioni  «d  aggiante  Vln- 
faasa  di.  Tnzxi  prafassore  anppleato  d'inCro-dnzione  nl 
calcola  aahli'm'e  pf-eaao'  l'i.  r.  naiveiBltä,  di  Padova.  Pa< 
doTB.  1841.    8. 

Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  dargestelU  für 
das  Bedurfniss  dea  Furatwirths.  Programm  z^r  £röff- 
nong  der  Vorlesuiigeii  an  dem  Und-  and  forstwirtk- 
schaftlichen  Uatitot  in  Hohenlieim  Im  Herbst  1841.  Vea 
Pr.  Fr.  J.  P.  Riecke,  Professor  der  Mathematik  uQdPkj- 
aik.    Stuttgart.  1841.    8. 

Dem  Herausgeber  dea  Archivs  irt,  dieae  l(^eine  Schrift  naasat- 
lich  deshalb  sehr  interessant  gewMeHt  <*«>!  <i*'  Hbiv  Vf.  in  dens^ 
bea  van  der  Definition  der  Kegel  stA  nitte  anagebt,  welahe  der  Her- 
an^^er  des  Avohiva  in  Beiaeii  Beitattgeit  %bx  retnUa.  uftd  a'n- 
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^ewaadlen  HBtliemalik.  Tbeill.  Brandenburif.  1838.  4. 
!i.  222.  als  Gruiiillu);e  für  den  elementaren  Vortrag  der  Lehre  vod 
den  Kegelach  Dl  Iten  tiD^^q|uu(Uid|s^,  XU  .Wf^ehleu  sieb  erlaubt  hat, 
nänlkh  TOD  der  folgendenifeflKltnb: 

„WaoD  eine  gerade  Linie  upd  ein  Pgnkt  ausserliulb  derselben 
gegeben  sind,  so  beisit  der  Ort  »Her  Punkte  ia  'dieser  Ebene, 
„deren  Entfernungen  von  dem  ^egeb^nen  Punkte  und  aer  gegebe- 
„neii  geraden  Lioi*  !nimer  dasselbe  Verh&ltnis^  zu  einander  tmlien,- 
„efir  V^eg^ladtinitt,  obd  Ztror  eine  Purabel,  wenn  das  constante 
„Verbäitniss  Verhälioiss  der  GleiHilicit  ist,  eine  KMtpie,  Wenn  es  - 
„ein  Verbaltnisi  des  KJeinern  zoin  Grossem  ist,  eine  Hyperbel, 
„'wenn  ei  VerhSFtntSs  rfes  Gräsaern  zujn  Kleinern  Ist." 

.\ns  dieser  Delhihioa  Jeitet  der  Herr  Tf.  d^e  IlatiptetgenBcljeif-' 
ttn  der  Kegdschnitie  fast  durcbgängig  itnch  rein  getfHettisehee 
Metbode  aat'  sebr  einfacbe  Welse'ab.  gtebt  Hegeln  ku  ibrer  Voa- 
stmctiüD,  lehrt  die  Qnndrntur  der  Piirabpl  und  die  Cirbatiir  des 
ganzen  xnxA  algekürzteo  Poraboloids,  welche  f3r  den  Foratwiitk 
ans  hinrelcbend  bekannten  Gründe«  ron  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
Abgesehen'  toh  der  apecieHen  Bestlnimiing  der  8chrfft  empfeMen 
wW  fiescHie  Vbeiiiaimt  Lehrern  an  böhern  CTnterricbtaanstiflteD  zur 
(learhttTDg  bei 'dem  Vortruge  der  Lehre  fön  den  KegetscIniittVB,- 
MA  ^^rJen  nus  sehr  freuen,  wenn  ttieflclbe  einen  geeigneten  Ge- 
lehrten znr  Abfassung  eines  zwar  karzen,  über  doch  mögKcfast 
TollstSndigen  Lehrbucbs   der  Kegelsriinitte   für   tiebalen  nacb  rein 

SeometrisChec'  Methode,'  mtt '  Ansschnfssung  atl^r  alge^mtiftcher 
ecbnung.  und  mit  Zugrundelegung  der  obigen  aHgemcitten  Defivf' 
tion  der  Kegelschnitte,  veranlassen  äollte,  ein  Unternebmen,  voo 
welchen  wir  uns  sehr  wesentliche  Förderung  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  auf' Schulen  versprechen.  Zu- 
nächst möchten  wir  natürlich  den  geehrten  Herrn  Vf.  selbst  zur- 
Erweiterung  seiner  Schrift  iq  der  'sa  eben  oÄher  angedeateten 
Weise  und  für  den  ia' Kede-tfMiendeM  Zweck  iba  auficnßrdern  er- 
lauben, wuzii  derselbe  schon  als  Würtemberger  jedelifalls  beson- 
ders befähigt  ist,  da  bekanntlich  in  seinem.  Vaterlande  die  rein 
geometrische  Methode  immer  besonders  coltlvirt  worden  ist  nad 
»•ch ,  laltMiirt  wind,  Daasdiepa  Mstbvde  «Wts  idi«  Haliff^pind- 
Ugc  des  nadicmatisolMn  ünterrifhtB  auf  Scbulen  blltWn  -und  wnmer 
bleiben  UHHi  kann  nhllit  gKtoJig  : ei« geschärft  werden,  da  mifi,  wm 
es  uns  scbeint,  jetit  scban  hei''m  mnlbematischea  Unterrichte  auf 
Sckvl«*  tu»  nni  vMdie«'  der  AenbDQog  via  na  V'^"*^  ^»^  -^i"' 
tSmmt, 

a.  Pj  ÜAmUton«  AüAlytifka  f ramstälUUg  ^f  Ko- 
niakk  Seklioiier-a«.  Ofw^J-aatt  »f  C.  W- En<ilit«rg..  He4 
Fyra  PiBDfffaai..   St»ck.li«.km.  iSAl.    8.    J  Rdr.  ß6  .ik. 

Sdfl'^a  1  otrcoli  oacfilator'i  delle' curve,  memoria  letta 
neliii  pantfflcla  aecademia  dei'Lincei,  |lal  dn'tt.  L.  Bra- 
tle4  so'ce'rdtft«  romapn.    R'O'm«.  1^0.-8. 
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TrigoDometrte- 


Trironanetria  plaiia  et  tbeses  quas  pro  BUDCre  Lee- 


TrironoBetria  plaoa  et  tbese 
«rii  edidit  Hag.  Job.  WeraKll,  Gj 
i^hriit.  HöKaan.    Scarae.  1S40.    S. 


.  Qna«itionei  tetragononetricae.  DisBertatio  ioangiu- 
ralii  quam  etc.  acripflit  JaUus  flartmaDn,  HarbargeDiia. 
Harliurgi.  MDCCCXLL    8. 

Diese  kleine  emnfetilenswertbe  Geleffenbeitsscbrift  giebt,  ^  aadi 
einer  Binleitang,  in  dem  eratea  Kapitel  die  Anfzäbiung  aller  ib  der 
Tetrago Dorne tne  vorbaainieiideD  Fülle,  wobei  der  V£  fiadet,  dasa 
■icb,  ^eaelben  auf  sieben,  »der  eigeDtlicb  aar  auf  vier,  Sauphiro- 
blaae  BDrÜckfübreii  laaseo,  deren  vullstäDdige  AuflöanD|T  Bodann 
im'  zweiten  Kapitel  g^eben  und  dnrcb  einige  vollatandig  ausge- 
technete  Beispiele  binreicbend  erläutert  wird.  W^r  u.  A.  Biörn- 
len's  dickleibige  Introdnctio  in  .Tetragonometriam  ad  ' 
Bientem  Lambert!  analjtice  conicripta.  Hatniae.  1780.  S. 
ktiuot,  oder  gar  einmal  das  schwierige  Cnternebmen,  dieselb« 
dorcb zuarbeiten ,  begannen  bat,  wird  dem  Verf.  fnr  seine  einfache 
Darstellung  gewiai  Dank  wisaen. 


PrsJLttsche  Geometrie. 


TraTUttZ  de  la  Commissiqn  ponr  fisaf  las  aeaares  et 
lea  poids  de  rBmpire  de  Kassi«  par  A.  Tb.  Kapffer. 
|1  Tones,  gr.  in  4.    8t.  Peteribourg.  1841.    5  Thir.  8  ggr. 


Croeker'a  Blements  of  [.andeurTefiag.    NewGditioa, 

corrected    tbrongbout,    and   considerablj   imbroved   and 

moderniied,  by  T.  G.  Bunt,  Land-Surveror,  Bristol.    To 

.  wbieb   are   added   Tablee   of  Sixfignre  Logaritbrns,   sn- 

terintended   bv   Biebard    Parley,    of   tbe    Navtical   Bsta- 
lisbment.    1842.  Post  8.  Price  12  i.  cloth  lettered. 

Tbe  Tables  of  Six-Figare  Logaritbms,  contaiaing 
tbeLogaritbms  of  Nnmbers  fro«  1  id  10000,  and  of  Siaes 
and  Tangents  for  erery  Minute  of  the  Quadrant  and 
every  Six  Seconds  of  the  first  Two  Degrees,  witb  «  Ta- 
ble of  Constaots,  and  Formulae  for  tbe  SoIntioD  of 
Plane  and  Spberical  Triaatrles,  ma«  ba  bad  saparatelj«' 

4».  «d,  BlOtt.  "         '  '  f 
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Th«  KlencDtB  of  Hceli«Diea;  4«sigBad  f«r  the  ui«  of 
8tnd«Bta  iB  the  Daireraity.  Br  tarnet  V/oni,  D.  D.  for> 
'  MCrlj  Master  of  St.  JofaB*«  CollegB  Caabridg«,  ■■< 
Dean  of  Bly.  A^N«w  Edition,  reviaeS,  re-arranged,  and 
eDUrged,  br  J.  C  Snawball,  H.  A.  Fellow  of  St  Jofan'a 
College,  Cambridg«.  1841.    8.~    8  a.  6  d. 

Disaertatio  de  poBdalo  et  titeaea  qnaa  pro  Binocr« 
Lectoria  edidit  Hag.  Aadreaa  Holaatrand  Co  lieg«  acbo-' 
lae;  Kuf.  Carol.  Petro  Lindnlrfin.    Scarae.  1840.    4. 

De  Hotn  ^lobnli  bonogenei  rigidi  progreaaiT»  in  an* 
perfieoa  aanicyliDdri  recti  eonc»*«,  rfitioma  frictionia 
atqn«  reaiatentiae  aeria  ipoatbabita  diaaaitatio.  Pra«a> 
J.  G.  BjÖrling,  ia  Rag.  Aead.  Ups;  Hacban.  Da«eiia)  Rsap. 
J.  C  Polbeimor.    Holaiae.  1840.    4. 


Praktische  Mechanik. 


Die  HaachiBeB-EleHaBte-Bnd  die  Hydraalik.  Leta- 
tere  beaondera  anf  die  Berecbaitiig  und  di«  CoBatrac- 
tion  der  Wasaerräder  angewoBdeL  Ein  Bandbneh  für 
HcchaBiker',  Pabrik-DirlgaBten,  TeXhnikar  a.  a.  w.  tob 
C  G.  Knppler,  Prot  an  der  polyteokjiiaflbes  Scbnle  aa 
N&rDbeig.  Ancb  unter  dem  Titel:  Indaatrislle  M««lia- 
aik.  Nacb' Poocelej  u.  a.  w.  dentack  bearbeitet  and  mit 
. -AnneI'ku^gen  begleitet  Ton  C.  9.  Ra*p]«r.  il.  Tkeil.  Die 
«aacbiaen-Bleaiente  and  die  Rydraalik.  Hit  1»  Knfitr- 
tafeln.    NKraberg.  1841.    8.    3  Thlr.  .. 

TonDr.  J.  A.  RUIaae'a  Haacbinen-Bncyclopitdie  (S.No.l. 
S.  II.  dea  Literarischen  Bericbfa)  iat  die  Oate  Lieferung  (1  Tbir.) 


TOfB  apva 
HTUr. 
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J.  tLMüdler'a  athr.  i*iii^«bleBVWwilie  Pa4>iiJ.ftB«.Astr«i>o> 
Mie  i>t  na  vaJIaWndig'  «racbiiaea.  IAh  s*iKe  Werk  kostet  jetct 
»i  Tklr.  ,     .    ,    . 

Die  WoBilei-  d«a  Hininela  Wer  gcmeiVaastiche  0«r- 
tUlIUDg  dea  WeltsyaMnis.  Van  J.  J.  vaa  LiUrow.  Zweite 
verbesaerte  Auflag«  in  Einen  Bunde.  -Zweiter  Abdruck. 
Mit  den  Portrait  dea  Verfaaaera  und  117  Figuren.  Statt. 
gart.  IM2:,  8.    STMr. 

Ks  geniigt  die  Anzeige,'  daah  von  dieaeo  ailgemeio  bekannten 
Werke  die  dritte  Auflage  mchienen  iat,  die  übrigens  ganz  mit  den 
frühem  AuBageu  übereiaiustinmen  Bcbeint, 

Coapendt«  ii  Aatrooonia,  •  aia  Eaposiiione -dieN« 
natnn  e:dci'««rinieDti  de'  cor^i  ccleaii,  oreeednio  dn 
nna  IntroJnslQnc  ataric«,  adgnita  d«  nna  bipgrafla  de' 

tili  celebri  aatronomi,  i&  bbu  bibliografino.dn  ■■  voc»> 
oUrio  aatrononic'o.    Di  Bsilly.    Milano.  1841.    In-32. 

Hathematiache  Geographie.  Ein  Leitfaden  beim  Dn- 
terrichte  dieser  Wiaaenachaft  in  höheren  Lebranatalten. 
Von  Dr.  B.  A.  Brettner.  2te  verb.  und  vermehrte  Aufl. 
.Brealau.  1840.    8.-  8  ^r.  , 

Kalender  für  alle  Stünde  1842.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow.  Adjn.nkten  der  K.  K.  Sternwarte  in 
Wien.     Wien.     8.     12  ggr. 

-  .  ffieiar  Ifdcndw  «ntbilt  Aieh»  de«  gewüfaaUcben  Kalender- 
Angaben  anch- liiiie  kleine' E^heaerlde,  deren  Angaben  aker  nnr 
tia  adf  BUnaten  g(dien.~  JndeM  iat  deiaelhe  LieUMOCrn  der  Aatro- 
■otaie,-  die  «  blona.  «it  der  .Beadiannag  den  Hf«Hets  m  ikuu  hn> 
ten,  iainaef bin  >  *n  emffieUeD,  und  tenüeni  «llgenKänar  ftekanat 
M-neio.  <    I .  >.      . 

I    '  KirohennecliaiiiagTOJi  F.  Piper.    Berlin.  .4.f    l  Thlr.       . 

Eins  «BS  Ben  3ten  HeCte  dea  2ailM  Bwiriea  d4a  «Mlb'schM 
Jonmala  für  die  reine  und  aogewandte  Hatbflnaiik  tnnndeafe  Ik- 
gedruckte  acbr  enpfebjenawerthe  Abhandlung. 

ou  dea  monTementa  cfjeatea, 
»aria.-lMl.     8.     S  Tbir. 

Effeneridi  aatrononicbe  di  Hilano  per  i'anno  1S42. 
CoU'BfrpoDdiee  dt  »ta«TV^«ioai  enewori«.  Hilano.  1841.  8. 

L'appendice  contiene;  Aa«andoDi  tettfe  deUn  Inia  Aansrvate 
negli  nnni  1835,  36,  37,  38  al  circolo  meridiaäo  di  Stark  e  para- 
gonate  colle  tavole  dfc  Rnbarto  Stnmbacchi,  —    Declinaiioni  dellä 
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lus  itetette  itaH«  «UMrTwiml'fatt«  alekttdlomariditHM  •dnStjHl 
nrf  dicenibr«  1834  e  mesti  naml  I83S,  86)  87,  W  <«  ptib'Bip»«^''«»^* 
tBT«le'da  Rdbcrt»  StaaDirtchK  .  >  ■■ 

Dien:  Atlas'des  ph^a«BftKea'G«lBitead*Da*Dt  Ijb  trkc^ 
dea  aonveKieata~»p(>areDi  dta  planelea.     Psria..  1841i'  4; 

6  THr.  ■     -.  •        .  ■  ■•    .  -         ■■:.:: 

Dien;  Atlaa  da  Zedia^ü«.     Paita.  IMl.    4.    6  TMr. 

,  Annalen  der  K.  K.  Slarowaal«  ia  Wiea.  ■■  Naefa'  das 
Beffllil«  Seiaer  Maj«atlt  aaf  »ffenlUchaKDitaD  har*i|a.<l 
g^gekea  vo»  J.  J.  uad  C.  L.  voa  Litl^ow.  SOr  Tbl.  Wten 
ISW.  »T.  Fol.    3  Thh.  M  jgr.  .■  .i  .  - 

Ww  irerdea  spiter  «in«  avifShtUc^  Aaaeige  diaaes-  bia  jetat 
DBa  iwch  nicht  HgegKaffenea  Warfcaa  fiefern.  ' 


Physik. 


Heber  den  relativ eo  Werth'  der  Natdrwisiieu&cIisPte'ii 
fnr  die  fornelle  BilduB|f  der  Jugend, 'Feat-Red'e  V'b'Mr 
Pr«f.  Dr.  jÄger.    Stuttgart  1841»    5  ggr. 


Lebrbiich  der  Fliyalk  zua  .Gebraac'he  bei  fititatib- 
eo  and  beiai  roterrfcbie.'  Yon  W.  Eiaentohr.'  St'e  Aufl, 
annbeim.  1&41.     8.     2  Tblr.  S  ggr. 

Es  wird  hier  die  Xozeiee  geaeeen ,  dass  vcm  diesen  IjtoKBt 
allgeneio  bekaantea  treflticbeD  IrfebrODCiie  die  3te  Anft.  erqehe- 
aen  ist.  '    "  "■   , 

Lärobok  ■  FjBiken  af  W.  Etaenlobr,  Pt-öfeiaor  i  ^s- 
teai.  ocb  Fjaik  i  Hannbeiu.  FrVu  Andra  Origiaalappla- 
gaa  pa  Svenaka  Vtgifwen  af  6.  A.  Luit4lti|nlsit,  lAnaknl- 
tant  i  KoDgt.  Bergs-Kolla«iuM,  Hed  H>  Plaaa«ber. 
StockLolm.  1841.    8.     3"  Rdr.  ■  ..  / 

Die  ExperJmeDtal  Piiyaik,  ein  geistiges  Bild-aags' 
aittel,  ia  ibiren-^asiehilDgeo  anti  praktiaebeu  Ijvlien. 
Bio  Haadh'uoh  für  Lehrer  an  »obabeaeB  Volksi   IndiMitr- 

ferscbulen    and    techniscben   Aailaltaa    T*n   i»r.  K.  F.  H. 
lebneider,   Oberlehrer   etc.    Zweite  Abtheitang:    HacbB< 
nik,  AtaiaBietrie.  Akustik.     Dreade».  1841.   ^8.     16  wr.    , 

Das  in' Nr.  III.  8.  59  dM  LiterariHcbmi  BecMUl  Uer  die  aaatia 
AbtbeilKBg  geiHIHe  gfiaatige  GrlbeiJ  gilt  aneb  *•■  diaser  aivaiten 
Abtbeiinng. 

Lehrbacb  der  Experimental-Pb^sik  Ur  Real-  nad 
ClymBaaial-Anstalten'Ton  Dr.  C.  H.  Nagal,  Pr«f«aaaf  der 
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Hatfae»fttik  umi  Ph^uk  mm  itm  ofcerB  Vy*»*«!«"  hrJ 
der  hähern  Knrgergcbnle  xd  V\m.  L  Ahtbeilune.  Allre- 
■  eine  Nstnrleh^e  Cur  Gyansaval-  nnii  viedcre  ■«»!•£■•  . 
stcIteD.    CIb.  1M2.    8.    »>  Rgr.        ' 

Wir  halt«B  dieiei  Bueh  fnr  ein  ait  pUagorUcb«ia  Takt  «kr 
ventindiff  augelegtM  Lebrboch  d«r  Pbyaik  fdr  Jea  ersten  Unter- 
richt in  dieser  Wiuenschaft  «nf  SchoIeD ,  welches  in  klarer  Dar* 
ateitaDff  nur  die  Baoftgtattt»  f  iebt,  nehreres  Detail  In  nit  kleine- 
rer Schrift  gedmckten  Anmerknogen  nur  ganc  kurz  aadentetj  und, 
den  W«!"  «r  untbaMatisden  B«grü«dung  verlaisend,  Mom  den 
Ekpoiiaentdweg  betritt,  weabalh  dasselbe  Lehrern  fdr  den  Dnter- 
ri^tin  den  nntern  Klaanen  ^r  Beachtana;  empfehlen  zn  werden 
verdient.  Bei  dem.  physikalischen  unterrichte  in  den  obern  Klas- 
sen ist  es  davegan  nüb  iiBserer  Geberzeuguoc  lehr  aweckmäasig, 
und  dient  sugieich  aehr  aar  VaterttätauDg  und  FSrdeniDg  de«  auflie- 
matiachen  Unterrichts,  wenn  den  Schiilem  so  häufig  wIk  möslich' 
gezeigt  wird,  wie  viele  wichtige  Anwendungen  sich  ichon  bloss 
von  den  >on  ihnen  bereita  erlernten  Lehren  &t  Mathematik  in  der 
Physik  machen  lassen. 

The  matbematieal  Priaciplea  o.f  Mecbanical  Philoao- 
»hy,  and  their  Applicatittif  tö  the  Tbeory  «f  Oniveraal 
Bravitation.  Bj  John  Henry  PratI,  H.  A.  Fellow  bf  Goll- 
ville'and  Cains  College,  and  of  the  Cambridge  Phllaso* 
■bieal  Society.  Sd  Edition.  Cambridge.  184L  8.  LI.  1  i. 
bparda. 

Dnterbaltangen  aas' dem  Gebiete  der  Natnrkaode. 
Von  D,  Fr.  Arago.  Fttnfter  Theil.  Aas  de*  FranaSsi- 
sehea  ttkeraettt  von  Dr.  C.  F.  Grieb.    Stuttgart.  1841.    8. 

Dieaer  Heil  entbSlt  die  folgenden  AufsStze:  Bericht  an  die 
Akademie  der  Wisaenachaßen  über  die  während  der  Reise  der  von 
dem  Schiflskapitäne  Dn-PetU-Thouars  befehligten  Fregatte,  die 
Veaaa,.  anagefahrteo  wisaensdiaftlicbea  Arbeiten. 

Bede  am  Grab«  Prony'a. 

Rede  am  Grabe  Poisson's.  ^ 

Bericht  über  das  Daguerrfotyp. 
.    Von  den  Kometen. 
'  VoB  der  Temperatnr  dar  Erde. 

Tom  Ksleader. 

Breiten  •  nad  LKngeiitabelle  für  die  bedealeadstea  Stidte 
Frankreichs. 

Verzeicfanias  der  Tage  des  mittJerea  Jahrea.,  an  welchen  eine 
regniirte  Uhr  Hitbigs  am  12  Uhr  nm  eine  ganae  Ansahl  von  Hino- 
tan  vor-  oder  nachgeben  mnss. 

Zeit  des  Bochwaaten  oder  Standen  der  Flnth  in  den  bedea- 
tendaten  Häfen  der  Kfiiten  europa's;  die  Tage  des  Nm>  und  Voll - 
Bmada  und  die  L&age  dieaer  Uäieo  in  Zeitatioaten. 

Von  der  Atmssphäre  und  ihren  VerhältaiBsen  xur  Astronomie. 

Physiache  Konatitatian  des  Mondes. 

Geacbichte  der -Aitronomie. 
.  Vom  liiierkreiae. 
'  Vaa  den-  Fixsterne«. 
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Physuche  KoutitutwD  der  Sobne. 
VoD  ien  PlnDeten. 
'    Anblick  dea  ÜimiaftU.  >    - 

U«ber  die  Berechoiiiiir  von  Beobachtnnren  durch  die 
Methode   dkr  kleinsten   QuadrBtBnmHen.     vom  Prof.  Dr. 
'    J.  A.  Bttlifl«.    Leipiig.  gr.  4.-  i  liilr, 

Tnbles  pi^chrom^triqnei  et  baroa^tri^nes  k  i'iiin^e 
det  ob)i«rTBloireB  m^t^oroloffiqei  de  i'Enpir«  de  Raaaie, 
gr.  in  8.     St.  Peteribonrg^.  1841.     13  ggr. 

Dwu  auf  allen  neUorologiacheB  Observatorien  in  Bnatland  aRe 
Rechnung;eii  f  ud  Rednctionen  nach  denaelben  Tafeln  gemacht  wer- 
den, iat  eine  hScbat  nreckatttuige  Einrichtnnff,  nnd  wir  mSehten  ' 
.hier  wohl  den  Wuuach  auaiprecben,  da»  aiuh  Beobachter  in  an- 
dern Ländern  lieh  zn  dem  Gebraacbe  dieaer  Tafeln  entachlieMen 
nnd  vereinigen  »Schten.  üebereinitimmende  lastrumente  nnd  Re- 
dDCtionn-Elemente  scheinen. nni  bei  allen  meteorologischen  Beob- 
achtungen ein  aehr  wenentlicbes  Brfordernias  xn  sein. 

A  Hannai  of  Kiebtricity,  Hagnetiin  and  Heteoro- 
logT.  Br  Dionvsina  Lardoer,  D.  C.  L.  P.  R.  S.  etc.  Vol.  L 
1MI.  &  «  a.  cloth.  Being  Vol.  130  ofthe  Cabinet  Cyclo- 
'pnedia.    (To  be  conpletea  in  Thre«  more  Volnmei). 

BeilKnfig  bemerken  wir  hierbei,  daaa  die  Cabinet  Cyclopaedia 
anch  die  folgenden  früher  erschienenen  Abtbeilnngen  enthält: 

A  Treatise  on  Geometrj.    Hj  DionjsiuB  Lardoer.    6  s.  clolh. 

A  Treatise  on  Hjdroatatica  and  Pnenmatica.  By  Dionysins 
Lnrdner.  6  s.  clolh. 

A  Treatise  on  Arithmetic    By  Dionyaini  Lardner.    6  i.  cloth. 

A  Treatiae  on  Beat.    By  Dionyains  Lardner.    6  a.  cio(h. 
.    A  Treatise  on  HecbaiucB.'    By  C»fL  Kater  and4>r.  Lardner.  6  •. 

A  Treatise  an  Aatronomy.    By  Sir  Jobn  flerichel.    6  s. 

A  Preliminary  Dtaconrse  on  the  study  of  Nataral-Philosophy. 
Bj  Sir  J.  Berschel.    6  a. 

The  History  of  Natural  Pbilosophy.     Ik  Baden  Powell.    6  a. 

A  Treatiae  on  Optica.     By  Sir  David  Brewater.    6  »r 
'  A  Treatise  on  Chemistry.    By  Prof.  Donovan.    Ö  s. 

Essay  on  Probabilities.    By  Prot  Dr.  Moi^an.    6  s. 

Geschichte  der  Fortschritte  der  Geologie  und  Bln- 
leitang  in  diese  Wissenschaft.  Von  Carl  Lyell.  A.  d.  Bhgl.- 
.Ton  Carl  Hartmann.  Anch  unter  dem  Titel:  Oraudsätze 
der  Geologie  oder  die  neuen  Verändernngen  der  Erde 
nnd  ihrer  Bewohner  io  Bexiehung  an  geologischen  Er. 
Unternogen.     I.Band.    Weimar.  1M2.    8.    2  Thir. 

Den  sweiten  Band  dieses  Werk«  bilden  die  in  Nr.  UI.  S.  91 
des  Literariacfaen  Berichts  angeaeigten  neuen  Veränderungen 
de^r  Unorganiscben  Welt  u.  s.  w.,  weshalb  dem  obigen  ersten 
Bande  auch  ein  besonderer  Titel  au  dem  früher  angezeigten,  un- 
mittelbar vorher  namhaft  gemachten  Werke  beigelegt  worden  ist. 
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Vermischte  Schriften. 


Wuuveaux  Memoire«  dt  l'Aesd^Miie  roT*!-*  if  aoieii- 
ces  et  BelteB-L'ettrea  de  Bruxellea,  tome  XIV,  aa  fort 
Tol  tn  4.  ftTcc  B-riiviireB  et  ane  Mlhorrknbie.  Braiflltes. 
mi.    ■!  Tfclr.  ' 

contenant: 

rrnho^T  R^mn<  <]^  «bMrratioDa  n<ti£Oralogi<{a«B 'faitcs  cd 
1840  k  I^onrnin.  ,  •  . 

S^delelet!'  H^nni^  dea  obseirntiana  inr  Is  ntft^omlo^,  «nr 
g;DAisiii«,  iiifr  les  tenp^ritnres  de  la  terre,  aur  la  floraison  de 
flears,  plnntes  ett-,  ailivi  dea  comparaisoDs  karoioAriqaed'fttitM  ]i 
Bnrxell«  et  tfnna  le  ii«rd  de  l'Europ«,  par  Brantü  M  Ch.  Hnnlna. 

M^miiireB  couronii^a  par  rAcnd^iAi«  rkyale  d«8Sot«B- 
,«e'B  et  Bellea-Leltl'e  de  Brusetlea,  tone  XVs   I"  nartie, 
tSM— IK4I.  ^r.  in  4.  Braxellea.  1841.    S  Thh-. 
«ontm^at: 

MAriz  Stemf.Reeherohca  aur  ta  Ih^ie  d«W  f^aidiTH  quadrati- 
quea;  n^mnira-eii  repnbaie  k  la  «|iiestimi  avWftntei  Oa  demasd« 
un  m^Rioire  d'analyae  alg^brique,  dont  te  BBJet  pst  luiss«^ 
an  cliölx  des'r«iicufreiii(.  -'    ■ 


Preisaiifgabeh. 


„PerfectiiiDnQr  leä  piAhodea  par  luquelles  qd  rfaoat  le  probli- 
„ne  dea  penurbalioasile  la^uu  ou  des  plaoitea,  et  rempiKOr  Iva 
„dereloppemeoits  urdiauires  en  säriea  ,de  iiinus  et  de  cosiaue  par 
„dWirea  d^veloppements  pluB  coovergeota,  composia  de  termea  p^ 
„riadjques  que  .1  oq  pnisse  calciiler  facileineiit  k  rsidei  de  certainea 
„Ittble*  Gonatruites  upe  fois  pvur  loutea.'' 

Le  prix  iumaistera  bd  ane  mediiille  d'or  de  la  valeur  de  SOOOFr. 
Lea  «^moTrcs  devroat  dtre  arriv^s  au  secr^tariat  de  l'Acad^niie 
avpot  le  1"'  avril  }S43.  Ce  terme  est  de  rigueur.  Lea  nuias  dea 
anteuri  seront  eonteauB  daos  ud  billet  cacbet^,  <]ai  oe.aera  aurert 
qM  li  U.plece  est  caurOBOJe. 
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VerlMfige'  Neobriciit  ttber<  eimtr  nette  ZeittKibrift   far 
'  Wttt^brrfö^i«',  ErdmrtgnetishiTis  und  yirrwatldte  Gti- 
,■-    .     ■  ' geoAütnde.-  '  -  >    .  .  ,     - 

b  Mb^B.cJi&9,  «rMheivt  von  AnfNOge  4iw  Jahre«' in  aiqe  iww 
"  ift  Hiter.  dffP  Titel: 


'ADD»leii  für  NetcoroloKict  ErdmagnetianuB  oiid  ycr-' 
W*n.dt«  Cegqnvtj^nd«,  raai^trt  von  ef.nnert,  K»l)cr, 
&i,«ii,  l.a<«»Dt«.PlieniBger,  Hiieffel,  her^uBgegebe«  va« 
Ur.J.  LBBvnt,  .&a]tBcrTator.iIer  K'änig-Iiph«!!  StecDiF«rta 
bei  Hiiocb«.B,  a.i4e»tl.  Mitglie.de  der  Köaigl.  AcBdamia 
der,  WtaHftnpclk«f:ten-.iB  MliueheD,  d.  ■-  w. 

:  Der  Gedabke«  welchem  dieae  Zeitaebrift  -ibre  EoMehiu^  vt^r. 
dMfct,  iBt  i«  aeuun- Zfiit  DchaD  uft  bu  renliaireB  versucht  wurdpn, 
o^e  4mb  -dwM  Veraucb«  biB  jetst  mit  den  ßiiöiät  dei  GdJingf«««, 
gBlirdBl  wocdcH  wären-  ieder,  wer  bkIi  lehhnft  tür  Meteoroloigie ' 
uvtereuirti  ke»Bt  dicgrones  Diesite,  welche  die  ehemalige  »«m* 
Mu)te  $o«iaJaa  P»l44iB«.ku  IHaanbviw  öieMr.  WisMnicbuft 
«♦leiatel  hat,  und  weiss,  deaa  die  vee  denMlhea  h4X<Wag«g*haiieBi 
EphemerideB  *)  oMh  imper  die.  wic^tig^tp  ll'Biiidgi»be,.für  ttetapro- 
logiaeh«  UatamkchltngeD  sind,  wabei  .MM)k  der  Kuriirst,  Carb 
Tb'Codov  vea  dfir:Hal»j  walchftr  di^B«  iMieiffelDgifclie.  Cescll- 
hIii^  stiftete]  de»  &l»t  Uenmer  #U  der««  Qitreptor  an  ibra  Spitze 
BlaUt«,  uad  .düaelbfl  i»- dea.  Situpd  Be<«tP>.  wfb  ferae«  Gegenden 
«Mt.aojrol^iMhe  InatriiMent«  au  aenden,  4ie.«lle  hn  dabijt  reifer- 
tigfaa  BD  e«aauigkeiC  übettratea  uod  veUkaoMVBB  üfaereiA^tiiqBiead 
waflesi  Mets  ia  oeM  daaikbarsIeD  Andukea  fctrUebeo  usil  i»  deq 
Aiaaalea  der  M«te«f«Jogie.i«n«ir  «it  H^ebachiww  ^saiint  wardea 

'wird.      Ein    ähnlicher   allgeroeiner   metaereUgi&Mer   Vereia   iat  im 
TOrigen  Jahre   In   München   gestiftet  wordeii^    ÜÄpniliclw  «ttart 

,  heiteode  Meiearologcn  erbalten  sorgfältigst  .regulirte  meteo- 
rologische  und  nagnetiscbe  Instrumente,  die  in  der  Werkstätte  der 
Königlicbea  Sternwarte  bei  Uünchen  verfertigt  und  bloss  gegen 
Eretattnng  der  Auslugen,  d.  b.  ungefähr  zu  dem  dritten  Tbelfe  des 
gewöliolichen  Preises,  geliefert  werden,  wonach  ein  Barometer  zn 
.  dem  höchst  geringen  Preise  von  6  Golden,  ein  Doppettbermaroeier 
(eine  Art  Psychrometer)  zu  dem  ebenfalls  äusserst  niedrigen  Preise 
vnn  3  Gniden  30  Kr.  BbgetaBsel^1ff^^^').     Die  Beobachtungen  wer- 


Historis    et    obtervationea. 

**)  Die  migaetischen  Instrumente  sind  natürlich  veriiä Im [ss massig  iheurer, 
im  Gsnien  jedoch  die  Preise,  welche  einem  Jeden  auf  Verlangen  bereit- 
willigst mitfetbeilt  werden,  so  niedriK  als  nur  irgend  luoglich  gestellt, 
so  diss  durch  dieselben  bloss  die  Auslagen  einigrrmassen  gedeckt  wer- 
den. Die  sogenannten  Differential. Instrumente  Können  in  jedem  Hanae, 
wenn  nur  in  der  Nähe  keine  veränderlichen  Eisenmassen  sind,  auf^«. 
stellt  und  gebraucht  werden.  NatGrIich  kann  man  sieb  aber  dem  Vereine 
auch  Mo»  für  eigentliche  meteorologlache  Beobachtungen,  ohne  sich 
zugleich  zu  magDeüichen  .Beobachtungen  zu  verpflichten,  anschliessen.    . 
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-den  an  allkn  Staäonen  nach  eiaeäi  gemein ichafilicbeD  Plane  ge- 
macht und  in  den  TCtacliiedeiien  UDdeni  dorcfa  besondere  dau 
bestimmte  Meteorologen  rrdigirt.  .  Die  Reäaction- für  Bejern  liat 
Berr  Dr.  tjsmont,  die  ReaKti<n  fdr  Oeaterreicfa  hab«n.die 
Herren,  Astronomen  Koller  xn  RtvmsmttDiter  mnd  Kreil  sa  Pra^, 
die  aedaction  fdr  Würtenberg  hat  Berr  Prof.  Plieninffer,  für 
fteden  Herr  Prof.  Stieffei  abemommen,  und  dem  nördlicben 
DentRchlend  boSit  der^Unterzeicbnete  seine  Kräfte  au  wid- 
.men.  Die  oben  genannten  Annaleq  fär' Meteorologie,  Brd- 
magnetiarnns   und   verwandte   Gegenstände,  deren   HereiU' 

f;Bbe,  80  -wie  die  oberate  Lotung  dei  gaoxen  CnteraebnenB ,  Herr 
)octor  Lamant  in  Hüncben  betorgt,  rind  aar  Bekanntmacbung 
der  von  den  Redactoren  nach  HöQcben  aia  dem  CeKtrttlfnnkte 
fnr  dag  gesammte  Unternebmea ,  geaandten  Beabaehtangijaaniatf^ 
snr  Mitlbeilang  geeigneter  AHfiitte,  Abbandlingen  s,  dergl.  dnriA 
den  Druck  bestimmt,  so  daas  man  dieselben  alle  in  einem  Orte 
beisammen  findet.  Die  Druckkosten  werien  entweder  gen«  oder 
wenigstens  so  weit  dieselben  nicht  dureb  den  Absati^  gedeckt  wer- 
de«. TOD  der  K5niglicb  Bayerischen  Regiernng  getragea, 
so  dass  als»  das  Untemebmen  durch  diesen  nenen  Beweis  dar  Hn- 
nlficenz,  mit  welcher  von  jeher  die  RSniglich  Bayerische  Re- 
giernnr  sich  die  FSrderang  der  Wisse osehaften  angelegen  sei* 
flsst,  tollkommen  gesichert  erscheint,  und  nnr.in  Vfinschen  ffibrig 
bleibt,  tfass  n(r<4  rec^t  viele  Meteorologen  In  den  TerfobiedenaieB 
Undem  nnd  des  entferntesten  Gegendep  sich  dem  Vereiae  ao- 
schliessee,  weshalb  -sie  sieh  entweder  nnmittetbar  nach  Mäneben 
an  Berrn  Doetor  Lamontoder  an  den  ihnen  xnaäcbst  wöbnendeB 
Bedaetenr  sa  wenden  haben,  um  aiif  dem  kfirxesten  and  wohl-' 
feilstes  Wege  die  ibeen  nStbigen  Inatramente,  instmctieneui  n.  s.w. 
SD  erhalten.  Dies  ffir  jetst  nur  als  rorlinfige  Nacbridit  BbereiB 
,  Cnteniehmen,  weli^es,  wie  wir  wenigsteDs  wünschen  und  haflbn, 
der  Meteorologie  und  verwandten  WisienBehiiteiw<eigen  die  achSn- 
sleu  Frtteble  tragen  wird. 

Greifewaid  in  11.  Hlrz  IStt. 

Gmaert. 
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Liferfiirischer  Bericht. 

Philoso^ie  der  Mutbematik. 


DiePhiMiophie  der  Mathenttik.  Zagleich  ein  Bei- 
lraff znr  Logik  und  Naturphilosophie  von  Const.  Frsnx. 
Leipzig.  1842.    8.    1|  Tbk. 


Systeme,  Lehr-  und  WOrterbflpber. 


A  CoQ'rse  of  HalbenBiJcs,  (irincipsllj  deaigned  for 
th«  üs«  of  StndentB  in  the  East  India  Company'a  Mili- 
tary Seminarj  ai  Addiacoinbe.  By  tbe  Ber.  J.  Cape, 
H.  A.  etc.  Prafeaaor  of  Halhematica  and  Classics  at  Ad- 
diaconb«.    Vol.  2.    8.    16  a.  elolfa.    Vol.l.    8.    15  a.  clotb. 


Arithmetik. 


BonrdoD:  Anafilkrliobea  Lehrbuch  der  Algebra.  Ana 
den  Fraai.  von  E.  W.  Möller.  Qnedlinbufg.  18«.  8. 
1  Thir.  16  ggr. 

The  Analyaia  «id  Solotioa  of  cnbie  and  biqnadratic 
Bqaationa;  femiog  a  Se^iiel  to  „Tbe  Eleaenta  «f  Alge- 


krs"  and  an  introdiiGtion  to  ,,The  Theory  and  Solution 
of  tbe  Hiffher  Ordera."  Bj  J.  R.  Young-,  Prof.  of  Hatha- 
matics  in^elfasl  Collage.  1842.    6  a. 

Theorctiacb  en  PraetischLoerbDek  der  Algebra,  of 
■StelknnBt  v.oo.r  de  Scholen.  Eerata  deel.  Te  Dordrecht. 
gr  8.    f  1,  80.    1842. 

J.  BadoB  Ghijben  eu  H.  Strootman  (Leeraren  der. 
Isfe  Klasse  ia  de  Wisknnde,  bijde  Koninklijke  Hill- 
lair^  Akademie  t«  Breda)  Vcr*olg  tfn  de  begiaaalea  der 
StelkaiiBt,  bevattende  de  leerwjze  aer  oabepaaldecoef- 
ficienten;  eene  körte  betcbauwing  der  pernatatien  en 
conblDatiea;  dq  ontwikkeling  van  bet  binoBinia;  ieti 
over  d.e  gednrige  breukea;  de  tbeorie  der  hoogeraiagta 
ver^elijkiagen,  die  der  rekeakuDittge  reekaeDvaaboo- 
gerea  rang,  en  eiadelijk  de  ontwikkeling  der  logarith- 
miachc  en  exponeatiale  fonctien;  irr.  8.  'Te  Brede.  1841. 
f  1,  40. 

AritbmeticBl  Tsblei.  19  tb  EditioD,  with  Additioai, 
by  Tbonas  BoiirB,  1842.    8d.  aewed. 

~  Versncb  einer  Kritik  der  Princlpien  der  Wabrachein- 
licbkeitarechnun^.  Bearbeitet  van  Jakob  Friedrich 
Friea.    Braunacbweig.  1842.    8.    1  Thir.  8  gn. 

Diese  Scbrift  eines  der  scbarfstDoigsten ,  sugleicb  mit  anage* 
seiebneten  matbematiBcben  Kenntnissen  auager ästeten  PbiloHOpben 
verdient  jedenfaUs  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  aebr 
empfoblen  au  werden.  Eine  Beurtbeilung  derselben  würde  viel 
mebr  Raum  in  Anaprucb  nehmen,  als  unsere  Literarischen  Bericbte 
darzubieten  bestim^  sind,  weshalb  wir  ans  begnügen  Bttasen,  den 
Zweck,  welchen  der  Vf.  durcb  seine  Scbrift  zn  erreichen  beabsich- 
tigte, mit  aeinen  eignen  Worten  aua  der  Vorrede  ansagebea.  Der 
Verf.  aagt  nämlich ;  , J>ureh  den  Naturaliamua  der  Eacyclopädiaten 
wnrde  den  rabigerea  Gebildeten  ia  Frankreicb  eine  gleidiam  Bpi- 
knriacfae  Begeisteruag  für  Aufklärang,  Wahrheit  nnd  Meascbeo- 
, rechte  gegen  alle  Artender  Vorurtheile  und  des  Aberglaubena  m 
Theil,  welche  anr  Zeit  der  Revolution  <lie  edle  Geistesanregting 
ßr  weltbUrgerliebewisaenacbaftlicbe  Interessen  brachte,  nicht  nur 
Einheit  v,on  Haaas  and  Gewicht  zu  beHtimmen  suchte,  soadcm'  sich 
aller  groaanrtigen  natarwissbuschafitlichen  Interessen  annahm.  Aber 
die  iibertriebenen  politischen  Hofinungen  dieser  Begeisterung  wur- 
den durcb  den  jakobinischen  Pöbel  an  den  meisten  ihrer  nach  der 
Girond«  beDanuten  edlen  Vertreter  blutig  gestraft.  Zu  den  Lieb- 
lingaideen  dieser  AufklaruDE  gehörte  dann-auch,  wie  vonUf^lich 
Coodorvcet,  einer  der  Erschlagenen,  lehrte,  dass  die  Wab räche irf- 
lichkeitsrechnung  einer  der  wichtigsten  Gegenstände  des  öffent- 
lichen Coterrichta  sei,  debn  sie  sei  die  KechiMag  des  geauaden 
Hetischeoveratandes,  darcfa  deren  Belehrangen  alnin  der  iilache 
EinflasB  von  Hoffnung,  Furcht  ond  allen  Gemüthabew^aagan  auf 
nnser  Geraüth  Ternichtet  und  somit  Vomrtbeil  und  Aberglaube  «oa 
dem  .Unheil  in  bürgerliebeo  Leben  verdringt  werdea  kaoBe.  Da- 
mit ist  ms   den   aach  eine   kSchat  wichtige  Wahrheit  apgaiegt 
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,  Verden;  aber  .die  BegrUvdang  der  sanxe«  Lehre  iat  ei^Dtlicfa  yhi- 
loiopbisch,  und  darin  blieben  jene  Lebrer  aebr  einaeitig  und  erreg- 
ten deswegen  überspairnte  Boffnungen,  denen  nie  eDtaprocben  wer- 
den liann.  Die  Theorie  der  Wahrscheinlich  keilarechnnng  beraht 
nüntieb  anf  der  Theorie  der  Indoctionen,  und  hier  geben  jene 
Lebrer  Ton  des  SeDiuaiiiniita  des  Loc^e,  CoBdillsc  und  Hnme 
B«s,  nnd  wallen  alle  Induclio'nen  nar  als  empiriache  naohweieen, 
welche  ohne  etle' ErkennlDisae  a  priori  gelten  seilen-:  Dagegen 
hat  nna  Kant  belehrt,  dam  jede  Erfubning  erst  a  priori  erltannt« 
Bedingungen  ihrer  HSglichkeit  varansietse,  und  wir  leiten  darana 
ab,  d aas  jede  taugliche  In'duction  eine  rationelle  werden  milue, 
i^eiehe  nicat  nur  durch  die  Krwartung  übniicher  Fälle,  londem  au- 
faBehat  iMwer  durch  leitende  Hasime«  gelte,  deren  oberate  a  priori 
erkannt  w«den. 

So  wird  es  nothwendig  für  die  WabnelieinlichkeitsrechnnDg 
der  MetaphjBik  des  Calcnis,  wie  die  Franzosen  sagen,  eine  andere 
Crundlage  zu  g^eben.  Datu  kämmt  nna  noch,  dass  die  Franxoaen, 
durch  die  einseitige  Begründang,  der  WahrBCheinlichkeitsrechanng 

'  ein  viel  lu  weites  Feld  geben  wollen,  indem  in  Gmnde  alle  nnsi^ 
Erbenntniss  allgemeiner  Gesetze  von  ihren  Regeln  abbingen  soll. 
Dadurch  ist  ea  gekommen,  daaa  Sie  viele  Aufgaben  Stellen,  nnd 
Lehren  ansfiihren,  die  gar  keinen  wahren  Grund  haben,  und  dage- 
gen beabsichtige  ich  hier  meine  Rede, zu  richten,  wiewohl  ich  da- 
■it  vielen  der  grösaten  Hatbematiker  streitend  entgegentrete.  Ich 
beban^,  dnas  der  Grundbegriff  der  matbematiaebeB.  Wabrscbein- 
licbkeit  selbst  triebt  genau  bestimmt  tei;  ich  behaupte,  dass  die 
ganae  kerkSmalicbe  l^bre  von  der  Wahrscheinlicbkcit  der  Zeu- 
genauasagen  und  der  richterlichen  Entacbeidnngen  falsch  sei,  nnd, 
was  das  Wichligate  ist,  ich  nuss  einen  groasen  Tbeil  üflr  Lehren 
TOB  der  Wahracbeinliehkeit  a  posteriori  gaus  an  Iteseitigen  suchen. 
.  Diea  sind  die  Zwecke  der  hier  vorU^endeu  Arbeit.  Am 
SoUlu  der  Vorrede  sagt  der  Verf.  endliob  -noch:  „W&hread  ieb 
an  4feser  Abhandlung  arbeite,  iat  Poissons  grosses  Werk:  re- 
cherebea  nur  la  pronabilit^  des  jugeraens-,  niäht  nur  erschienen, 
soBilem  aneh  in  meine  Hand  gelangt.  Die  grosse  Kunst  der  ma- 
tiiematiseben  Analysis,  welche  thm  eigen  war,  zeigt  sich  darin  auf 
«ine.glSntende  Weise,  daneben  hat  er  manchen  besonderu  von  den 
Febien^  gerügt,  'gegen  welche  ich  meine  Kritik  richte^  aber  die 
Gnndgedanken  trifft  er  doch  nicht,  ^in  widitiger  Tbeil  meiner  ta- 
deladeb  Kritik  bleibt  auch  gegen  ihn  steben. 


Geometrie. 


Ge6metrie  für  Bealscbulen  von  J.  A.  Pflans.  Dritti^v 
Tbeil.    Stuttgart.  1M2..   S.    6  ggr. 

Die  beiden  ersten  Tbeilo  sind  in  Nr.  V.  des  Literarischen  Be- 
ridtta  8.  T%  knra  angeseigt.  Dieser  dritte  Tbeil  enthält  die  prak- 
10' 
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liiche  Geometrie,  d.  b.  nicht  die  PeldmesakoDit ,  londern  dgent— 
lieh  bliUB  Flächen '  nnd  KörpcrbereehnHiigen ,  wobei  sich  fler  Veifl 
auch  der  Algebra  bedient. 

Papuläre  Geometrie  für  Künstler  nnd  Profesvioni- 
Bten>,  welche  die  nöthigiten  Lehren  und  AufraheB  der 
Geometrie  leicht  kenneb  lernen  und  sie  mit  Erfolg  für 
ihre  Arbeiten  benntsen  wollen.  Nebat  einer  Beachrei- 
bnng  einiger  HeBeapparate,  Vergleicbang  dentacher 
Ifaaaae  nnd  Gewichtej  u.  s,  w.  Von  Dr.  G.  A.  Jahn.  Leip- 
lig.  1842.    8.     1  Thlr.  S  ggr. 

Dieses  Bucb  leiatet  daa,  woa  es  verspricht,  auf  eine  zweckmä- 
aaige  Weise,,  und  kann  auch  bei'm  Doterricbte  snf  Bürger-  nnd 
nieäern  Realschulen  als  eine  Anleituag  zu  geometriichen  Zeich- 
nungen und  Rechnungen  zweckmäasig  gebraucht  werden.  Tafeln 
zur,  Vergteicbung  der  verachiedeDen  Maosse,  so  wie;  Tafeln  der 
Quadrat-  nnd  Kubikwurzeln  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  1000 
in  drei  Deci  mal  stellen  iied  angehängt,  und  Erläuteruugen  über 
JHaaasstäbe,  über  den  Nonius,  über  die  verscbiedenen  Arten  von 
Setzwagea,  Niveau's  und  Libellen  aind  nicht  übergangen,  so  daas 
dieses  Buch  i^  dem  Kreise,  für  welchen  es  bestimmt  ist,  recht 
nützlich  werden  kann. 

Theorie  den  periodiach-homologen,  Paukte",  Geraden 
und  Ebenen  in  Bezug  auf  daa  System  dreier  Kegel- 
schnitte^.  welche  einen  vierten  dopjielt  berühren,  und 
auf  das  von  vier  Flächen  der  iwerteu  Ordnnor  oder 
Klasse,  welche  eine  füoftie  umhüllen,  von  Fr.  Seidewits. 
Heiligenstadt.  1»42.    4- 

Dieses  Programm  dea  Gjm^iasinms  zu  Heiligeostadt  von  Ostern 
1842  zeugt  von  einer  sehr  genancD  Eenotniss  nnd  rieler  Uebnng 
«eines  Verfa.  -in  der  sogenaonlea  aeuero  Geootetrie ,  und  verdient 
allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zu  werden.  Die  beiden  A«fg^- 
ben,  deren  Lösung  der  Verf.  vorzüglicb  zum  Zweck  bat,  drückt 
derselbe  in  der  Vorrede  auf  folgende  Art  aus: 

I.  Wenn  ein  beliebiger  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt,  und 
wenn  drei  andere  Kegelschnitte  de^  Bedingung  unterworfen  sfiul, 
ein  jed^r  den  ersteren  doppelt  zu  berühren  und  durch  drei  Paukte 
zn  gehen  oder,  drei  Gerade  zu  berühren,  welche  beliebig  in  seiner 
Ebene  gegebeti  sind,  was  also  dreimal  drei  gegebene  Punkte  oder 
Gerade  macbt:  einen  fünften  zu  zeicbnee,  weTcher  jeden  der  drei 
letzteren  einfach,  und  den  ersteren  ebenfalls  doppelt  berühre;  das 
Ganze  mütelst  des  Lineals  allein. 

II.  Wenn  eine  beliebige  Fläche  des  zweiten  Grades  geieieh- 
Bel  vorliegt,  und  wenn  vier  andere  Flächen  desselben  Grades  der 
Bedingung  unterworfen  sind,  eine  jede  die  erstere  zn  umhüllen 
und  darch  vier  Punkte  zu  gehen  oder  vier  Ebenen  zn  berühren, 
welche  beliebig  im  Räume  gegeben  sind,  was  also  viermal  vier  ge- 
gebene Punkte  oder  Ebenen  macht:  eine  sechste  zu  zeichnen, 
welche  jede  der  vier  letzteren  berühre  und  die  erstere  ebenfalls 
umhülle;  das  Ganze  mittelts  dea  Lineals  allein. 

Alle,  welche  sich  für  die  aogenannte  neuere  Geometrie  über- 
hanptj  und  das  Problem  von  den  BerühruDgen  insbesondere  inte-  ' 
ressiren,  machen  wir  wiederholt  auf  dieMs  Progruim  i 
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Praktische  Geometrie« 


rBtioD  and  TrigonoBetrj;  and  an  Appendix  of.Tabl«^ 
of  Logarithms,  Sinei,  Coiines,  TangentB  etc.  to  Six 
Placesj  aod  •  Trorene  Table  to  anT  Diatance,  and  lo 
Tbree  Minnles  of  Bearing.  By  H.  J.  Caitle,  SorToyor 
and  Civil  Enrineer,  l^ectnrer  on  Practital  Geonetry 
aad  LeTelling  to  Kiitg's  College,  London.  1842.  8.  U  •. 
-'otL 

Der  geiehwind  UDdrichtiK  rccbaende  Hark^cheider. 
'B   K.   W.  Bübert.     2te    Avil,     ftne 


oedliDbnrg.    1842. 


Trigonometrie. 


Plain  «nid  ■pberical  Trisonometry.  By  H.  W.  Jeana, 
F.  R.  A.  S.  Royal  Naval  Cpllere,  PorliHonlh,  Ute  Ma- 
theBatical  Master,  in  the  Royal  Military  Acadeny, 
Woolwieh,  Part  1,  containing  Ruiea,  Exanplea,  «nd 
Problems,  1842.  3  b.  6d.  cl.  Portseat  Woodward.  Ltfndon: 
LongmaOj  Brown  and  Co. 


Mecbanik. 

Lebrbuch  der  Mechanik  nebst  einen  AnlLange' nber 
Pendel  and  Wage.  Gemeinfasslicb  daxgeBtellt  von 
Dion.  Lardner  nnd  B.  Kater.  Ans  deai  E^lischen  v. 
Rcinricb  KoBsmann.    Stuttgart.  1842.    8.    1  Ttlr.  18  ggr 


Praktische  Mechanik. 


Hecbknik  tir  Gewerbetreibende.  EntbsIteBd;  Di« 
-ZnHBiiineBaetiiiitg  und  Zerlegung  der  Kräfte,  den  Mit- 
telpuokt  der  Sehwere  nnd  die  meckaniicheK  Poteniea. 
ErUntert  durch  BeiiiiielB  and  Figi^ren.  Von  LL.  D. 
Alex.    JeipieittB.      In   3   AbtkeilanEeD.     Wies.    1841.     8. 

'  Jolly,  Prof.  Dr.  Fb.,  Speeinen  yriainn  ad  dectrinam 
de  jB««hincran  effeetn  pertiaeDi.  8  ««L  Beidelbergae. 
1841.    iTblr. 

Der  prsktieehe  HaecbiiieKbancr.  Ein  Handbncb  fdr 
Heackinenbener,  HecheDiker,'  KuDstdrechsler  und  F«- 
brikbeaitzer.     Nsch  den  beiten  Werken  über  diesan  Ge- 

£BBit«Bd   bearbeitet  ven    Andr.  Valent.    Da«me.     Achte 
iefernng.     Hit  Abbildnagen.    ttaedlinbiirg  nnd  Lcip« 
zig.  1843.    8.    1  Tblr.  20  ggr. 


Astronomie.    - 


PepnlSres    astroaemiicbef    Hand-WörterbBcib    oder 

Versgell  eiDe'r-Crklärüng  der  vornebmaten  Begriffe  nnd 
KHDStwfirter  der  Aatrononie,  aamat  Jinchrichten  tob 
der  Geachicbte  der  aatronomiacben  Entdeckungen  nnd 
Erfindungen,  biogrepLischen  nnd  IJterarisfcben  NotlieB,, 
Bild  eiaer  knrzen  Andeutung  der  Methoden  und  Werk- 
senge. Mit  Auaschluaa  aller  irgend  enthehrlichen  bbs- 
ly  tischen  Form  et  spräche.  Von  Dr.  J.  E.  Nüra  berger. 
Kemoteu.  1842.    8. 

Von  diesem  pofiuISren  aatronämiaeben  HandvKrterbnche  aiod  bis 
jetxt  daa  erste  von  Abend  bii  BahneB  der  Planeten,  Kome- 
ten nnd  Doppelsterne  und  das  zweite  bis  Cojnpass  jvicbende 
Heft  in  unsere  Hände  gelangt.  Eine  Beurtheilunr,  die  jetzt  vorei- 
lig sein  würde,  mnasen  wir  bia  lar  VotlendBng  des  ganzen  Werks 
TSJ-sparen.  Der  Preis  jedes  dieser  beiden  zwülf  Bogea  starkeB 
He^  ist    8  ggr. 

Recrealiena  in  Astronoay  witb  a  Gloisary.  By  tle 
Bcr.  Lewis  TomliDsen,  M.  A.  2d.  Edition,  witb  50  IIU- 
stratinns,  1842.    4s.  6d, 
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Atif»BgagrBa<l»  d«r  ■«tkeHcti^ehBO  GftttgrMhie,  eis 
Lehrbiiek  f-ir  hfibcre  Gynaaiiea  niti  Heal««lial«B.  Vam 
B.  Stider.  Ste  Tcrb.  Aaaff.  Bern  nid  Gbiir.  1842.  .  & 
1  Tbh.  Aggr. 

Die'entfl  Ausgab«  Ambb  enpfehleDswarthcn  und  ricaticbi  t«H- 
attadigeD,  B»r  ele«ailtsre  ia«tb«iitiitisob«  KekütaiMe  TonuMtsea- 
deu  Lebrbneba  der  autbeaatiKben  Geographie  erscUan  in  Jakie 


Dhrmacber  und  Prsnad«  der  Aatr«DpMi«,  ■«  wie  für' 
Alle,  die  einer  aicbem  ZeitkeBBtniaa  bedürfci,  ala 
GatsbeaUzer,  Geiatliclie  nad  Sckullebrer'  auf  dem' 
Lande.    Von  Dr.  G.  A.  Jabn.    Leipxi^.  1842,    8.    H  Tbir. 

J.  H.  W.  Lebntsan:  die  SoBDenfinatetniBa  av  8.  Jali 
1843,  naeb  allen  Batronomiaclien  nad  pb^alsehes  Dai-- 
slinden  fär  die  Orte  der  £rde,  we  aie  aebr  ffreaa  oder 
total  eraebeint,  anfa  Sorsfältigate  faereebnet  and  iri- 
einen  TollatKndigei  Deberbiicb,  aiit  BernckBiebtigung 
fräberer  Efscheinanges  dieaer  Art^  geaiqiafaailich  dar- 
geatellt.  Nebat  einer  in  Stein  geieicbnetea  «raphi- 
Bcben  Daratellnng'  für  Europa.     Brandenburg.   1843.     S, 

D-eber   die  BeatimBing  der  £DtferDnK()>aB   iai  Welt-. 

S «bände.     Bin  Vortra«  in  wiaaenacbaftlicben  Vereine  aS 
erlitt  gebalten  Toa  J.  F.  Enolie.     Berlin.  1842.     8.    4  ggr. 
Bin  sebr  aaaprecbender  geateinreiaÜUidlieber,  aneb  die  nauen 
Arbeiten  vtin  Beaael  nad  Strave  iber  di«  BeitinnilBg  der  Par- 
allaxe der  Fitsterne  aweeknäaaig  bentcksiehtigender  AmatM. 


Physik. 


Dia  BxpcrEnental  •  pbyaik,  netbodiacb  dargeatcllt 
von  Jacob  Uenaai.  Krater  Cnrina.  Kenntniaa  der  Pbi- 
■oneae.  Zweite  vernebrte  nad  verbeaaerte  Anfinge. 
Berlin.  1839.  8.  Zweiter  Curana  t«d  den  pbraiknliacben 
Geaetaen.  Berlin.  1838.  8.  Dritter  Cnraua  von  den  pby- 
aiaeben  Krikfted.  Berlin.  1846.  8.  Alle  drei  Cnraua. 
3  Tblr. 

Dienen  metbodkcb  abge&aate  Lehrbiicb  der  Pbjiik  fiir  den 
Scbalanterricbt  iat  Idder  end  jelat  n«  naaerer  Stnotnias  celangtj 
weil  wir  aber  die  üebaRewnng  baben,  dnaa  danelb«  den  Lebrern 
an  GTBinaaie«  and  andern  Lehranataltett  recht  aebr  aar  Beacktang 
«»pfoUen  «I  weidOB  veidieat,  an.  briea  wir  bitr  eiae  karae  An- 
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seigQ  Back,  und  wäniciiui,  dt»  dieielbe  zur  weitera  Verbreitiiii^ 
dicKF  enpfekteDurartben  Sohrift  bettngen 'aSge.  In  der  Vomde 
anm  eraten  Curai»  as^  der'  Verf.:  „belraobteB  wir  irffend  eine 
NatorerBcIieiDUDg,  so  bietet  lich  udb  dreierlei  dpr:  eraüich  die  Er- 
MMnuDtr  lelbit,  die  wir  b«obMliteD;  xwüteDi  die  Art  und  Weise, 
anf  weleae'  ne  rar  licb  geht,  und  dritteaa  die  Unaehen,  veldie 
■i«  berromtfen.  Die  ErfolirBBginatnrlebre  ainu  Dotbwtasdiff  dieae 
drei  Dinge  von  einander  trennen;  der  Stein  füllt  zur  Erde,  da« 
nebt  jedes  Kind;  er  fallt  aber  nit  beacblennigter  Bewegung  nail 
■aok  eioeiB  beatiBnteu  Oeaetie;  die«  kenDen  an  lernen  ei&rdert 
eine  g^nanere  Unteraaebnng  und  eine  faShere  Bildunewtofa  ala~ 
eraterea;  endlicb  (rügt  lich,  wsnua  der  Stein  nacb  der  £rde  fallt, 
und  woher  f  Itornnt,  daaa  er  gerade  das  dnrch  die  Ertahrang  ana- 
geniftelte  nnd  aicbt  ein  mdfrea  Gaaeta  befolgen  BÜaie.  Eine  noch 
böbere  BilduBgutnfe,  matbamatiacba  VorlLeaataiiie  n:  ■.  vr.  qind  tut 
Beantwortung  dieser  Fragen  nnniag^nf^icb  aötbie."  Hierdnrcb 
■ind,  wie  es  uns  lebeiBt,  Bcbon  die Trittcipiea  deuflicb  genog  be- 
aeicboet,  weldie  den  Verf.  bei  der  Bearbekaag  aeiaer  drei  Cuiaka 
geleitet  babea.  Ehe  ein  Natargeaeta  riehlifr  au^efäaat  werdea 
kann,  mnaa  dar  Stan  dafar  geweekt,  daa  StreMB  danach  angeregt 
werden.  Der  ernte  CarsDa  iat  g*nt  dieser  Del|nng-  de«  BeobocE- 
tBBgaveraÜgeBa  gewidmet.  Im  zweiten  Cnraaa  werden  daau  die 
Natni^eaetse  betracbtet{  der  dritte  eBdlich  eodiält  theila  tolche 
Batheaatiscbe  Batwiefc  eins  gen  pbytikBliaeher  GegenatXnde,  die  mit 
Hülfe  der  Elenentar>Mathematik  dnr<;hgBführt  werden  köaoeB, 
tbeila  ist  derselbe  der  Betraebtnng  des  innem  Zusammenban^  der 
NatBrerscbeinnngen  gawidmet,  ao  weit  die  WisMnachaft  dum  ^ 
komnran  mA  der  Oegenatand  für  di«  Sclwle  paiaeiid  itt.  Wir  Bind 
mit  dem  Terf.  darin'  gaaa  eioveralaaden ,  daaa  nur  auf  diesem  von 
ihm  vorrezei ebneten  Wege)  oder  anf  einem  äbnlicben,  der  ph^ika- 
lisebe  Untenricht  anf  Schalen  gute  Erficht«  tragen  kann,  wann  nna 
anch  eine  mehijiUirige  Erhbrang  snr  Seite  steht.  Den  eraten  Cor- 
ana  dea  vorliegenden  Bncbs  mScaten  wir  f3r  die  unteren,  den  zwei- 

'  ten  fnr  die  mittlem,  den  dritten  für  die  obem  Klaasen  bestimmen. 
Letzterer  setzt  alterdiDga  ein  ziemliches  Maass  mathematiacber  Ele- 
mentar-Kenntnisie  vorant,  jedoch  nur  solcher,,  anf  welche  sich 
dar  'aathematiache  Unterricht  auf  Gyouiaaien  nnd  böhern  Bärger- 
BChulen   an  eratrecken  pflegt.     Freihch  aber  wird   bei  dem  Unter* 

'  richte  nach  dieaem  Cursos  in  den  obern  Klasaen  immer  noch  der 
ünatand  hindernd  entgegentreten,  daaa  nidit  alle  Schiiltir  scbon 
die  natbematiacheD  Kenntniaae,  welche  dieiier  Cursnt  voransaetat, 
besitzen,  weil  dieselben  zum  gröasten  Theile  erst  ana  den  Theilen 
der  Mathematik  entnommen  werden  können,  welche  in  den  ebern 
Klassen  gelehrt  werden.  Diea  iit  indess  ein  Uebelstand, -der  3ber- 
haapt  nur  mit  groaAen  Scbwieri^eiten  beseitigt  werden  kann ,  mad 
vielleicht  ^ans  nie  zu  "beseitigen  ist;  Jedenfalls  'sind  wir  aber 
der' Meinung,  dass  der  pbysikalische  Unterricht  in  den  obera  Klaa- 
aen  so  viel  als  irgead  möglich  auf  einer  strengen  mathenwtischen 
Basis  rnben  mnas,  möchten  jedoch  auch  hier  wegen  des  oben 
erwähnten  UebeUUndea  einen  Mittelweg  für  den  geeignetsten- nnd 
besten  halten,  welches  weiter  ansznftibren  nna  bier  die  Been^- 
heit  des  Raama  verbietet  Jedentalig-  verdient  aber,  was  wir  hier 
nochmals  wiederholen,  daa  vorliegende  Lehrbudi  roa  allen  Lebrem 
der  Pbyiik  recht  sehr  beachtet  nt  werden.    OaMelbe  wird  ia  den 


.AiOOt^lC 


ulben  TDraeluaTieh-bei  dem  Unterriehte  Dach  dem  drittea  und  iwei- 
ten  CoriM  ein  ^ter,  wenn  «nch  keineswegs  «ehr  gUDBesiter,  aber 
doch  swecknäwif  etngeridileter  phyaikvli»cher  Afiperkt  xn  Gebote 
steht,  dem  Gedeihen  fies  ph^kaliachen  Unterrichts  gewiss  aehr, 
forderlick  sein. 

Lehrbuch  der  Phrsik,  DDcb  dem  gegenwärtiarea 
Sttadpunkte  dieser  WUsenschaft  bearbeitet,  zvB  Ge- 
branche  bei  Vorlesungen  aVf  höheren  G^mnaaien  und 
mit  besonderer  Berücksichtigunff  für  Hilitairbildnngs- 
an^ta'lten.  Von  C.  ¥.  Peachel,  Hauptmann  und  Lehrer 
der  Kriegs-  und  Naturwissenschaften  an  der  Königl. 
Sächsischen  MilitBirbildungBaastalt.  E^-ste  Abtbejiung: 
Physik  der  wägbaren  Stoffe.  Dresden  und  Leipsig.  1842. 
8.    SThir. 

Der  Vortrag  in  diesem  Werke  ist  denÜich  und  setat  nur  die 
ersten  Elemente  der  HathcJKatik  bis  etwa  eioacbliesslicfa  inr  Tri- 
gonqmetrie  voraus.  Besondere  Eigentbümlichkeiteo  sind  una  nicht 
au^f^allea..  > 

Astronomisch. meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
vo,n  K.  Kreil.  Erster  Jahrgang.  1842.  Prag.  1842.  8. 
1  Thir.  8  ggr. 

Nach  BRiuteruogen  über  oie  Binrichlnng  dieses  Jahrbuchs  nnd 
der  gewöhnlichen  astronomischen  Epheneride  folgt  eine  gesseia- 
fiuriiche  Dsrstellnag  der  Resnltate  der  Präger  Beobacbtaugen  über 
Magnetismua  und  H^orologie ,  nqd  hierau  MonatsHttel  der  mag* 
netiacheu  und  meteorologiacbea  Beobachtungen  sn  Prag,  Hailand, 
Ofen,  Gratz.  Die  gemeiofasiliche  Daratellung  der  Resultate  der 
Prager  Beobachtungen  kann  Eugieich  als  eine  recht  sweckmässige, 
allgemeiuTerstäadliche  Anleitung  ,zn  neteorologischen  nnd.magne- 
tiscnen  Beojiachtungen  betrachtet  werden. 

Die  Witternngsverhaltnisse  von  Berlin.  Eine  Vior- 
lesnng  von  H.  W.  I>ove.    Berlin.  1842.    8.    ^  Tblr. 

Diese  im  Vereine  fflr  wissenschaftliche  Vorträge  «n  Berlin  ge- 
haltene Vorlesnug  ist  von  allgemeinem  Interesse  und  kaau  nach 
unserer  üeberaengung'  überbanpt  a|s  ein  Huater  flir  solche  allge> 
mein  verständliche,  für  ein  grösseres  Publikum  bestimmte  wissen* 
scbaftliche  \'Drfrsge  betrachtet  werden,  du  dieselbe  gewiss  jedem 
gebildeten  ansprechen  wird. 

Meteorograph]';  or  tbe  Perpetual  Weather  Almanac. 
Contains  nearly  50  of  the  Signa  which  occnr  before 
every  change  of  weather,  engraved  and  colonred  fron 
aatnre.  1842.    2s.  6d. 

Kesnltate  ans  den  BcobachtUDgen  dss  magaetiscblBn 
Vereins  im  Jahre  1840.  Berausgegeben  van  t.  F.- Gauss 
und  W.  Weber.    Leipzig.  1&41.     8.    2  ThIr. 

Dieser  Jahrf^ag  «Kbält  die  folgenden  Ahbandluagea :  . 

Zur  Ba^mmiing  4er  Constanteo  des  Bifilarmagaetometcra. 
Von  Gana^ ,. 

BulU.   '  II      '  ' 
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Varacfariftep  zur  BarecImnBff  der  aa^nctiBeheB  Wirkung,  wel- 
ckft  «ia  Hagnetitab  id  der  Ferne  amlibt.     Voh  GaOH. 

VoTBcklftg  die  Veristiesea  dei  StelwiBnetiBMiis  beia  BiSlar- 
naffBetoateter  uiabhüBgig  too  der  KenutDiM  der  Twmftntar  %u 
beMiiBM«ii.    Von  Weber. 

Deber  BBgnetische  Friction.    Von  Weber. 

Ceber  die   absolute   bonxfiaMti  Inteniität  in  CbriBtienie.     Vob 


CntertnchoBg  über  die  mittlere  Declinstisn  in  OdUiageD.  V^d 
6»ldMhKi4t. 

MeiBan^  atsrlter  «slrKviKber  Striae  bd  |;eringeM  Wider- 
etande  oacA  BbselnteM  HakMe.    Von  Weber. 

U^r  du  «lectraobeafsche  Aeiniiralent  d««  WumN.  Vob 
Weber. 

Hegnetiecbe  BeobwAtangen.    Ven  HaHteen. 

Auszog  BOB  den  täglichen  Beobaclihing;eB  der  negnetiflebeB 
Declinntion  lu- GSttingen  in  Jahre  1840.     Von  fialdaebnidt. 

Debcr  die  Beetimaunir  der  ableisten  IntemtiU.  Von  Gold- 
sehKtdt. 

Besnitate  ana  den  in  den  Jahreii  1834 — 1836  ?Dn  Bwloriaa 
TOB  Walterabansen  und  Liatiog  in  Italien  angestellten  luteDaitjita- 
■aeHangen.     Von  Listing. 

Vergleiebans  magnetiaeher  Bdobaehtaagea  mit  den  HrgebniaaeB 
der  Theorie,     ^n  Goldachoidt. 

BrUvtervngen  m  den  Terminal  ei  ob  nangea  und  Beeba^tanga- 
zahlen.  . 

BeabacbluDgaiahlen  von  den  Variationen  Aar  Deetination  ««d 
Inteniität  in  den  Tominen  vo^  28  — tlft.  Febraar,  3»~^M.  Hai. 
28  —  80.  Aiguat  und  «7  — 18.  NoTomber  184». 


VermiBchte  Sdiriften. 


Dreibnadert  Aufgaben  aua  der  hShern  uod  ■»ge- 
wandten Mathematik.  Von  D.  B.  L.  Lehmaa.  Berlin. 
1842.    8.    18  ggr. 

Das  Programm  der  Petriacbnie  xu  Daaaig  ToalHiehae- 
lia  1841  eatbKlt  S.  9  — 14  vieder  anhrere  aebr  beachtnogawertbe 
wisaenachaftlicbe  Bemerkungen  des  Herrn  Profesiora  und  Uirectora 
F.  Strehlke  in  Danzig,  matbemat lachen  und  pjniaikal lachen  In- 
-halla,  welche  denselben  Zweck  haben,  wie  die  Autgabeo,  von  de- 
nen im  ersten  Theile  dea  Arebivi.  8.  435  Nr.  hV.  und  in  Nr.  IV. 
S.  6T  dei  literariachen  Beriebta  die  Uede  gewesen  int.  So  bald  es 
der  Raum  gestattet,  werden  wir  wieder  M^rwea  aus  dienen  Be- 
merkungen in  Archive  unter  der  Robnln  Vetmgaaafgabe«  flir 
Sehüler,  mittbeilea. 
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Aa^  in  dea  Provr^MM  das -C«thiriD«oai  xa  Lnbeck 
von  Oitern  1813  md  saf  8.  34  —  40  vonHemi  Chr.  Seher- 
liag  Mebrere  bei'n  Untorriehta  wiritlicb  TOrfskonneiM  fffloaetri- 
aebe  Ai^bea ,  die  mit  HBUe  der  Algebr«  ahne  Anw«nao»  dar 
fionionetrie  Idibar  «od,  mitgetheill.  Asch  tod  dieuo  Anf^iMn) 
■ollen  »ehrere,  so  bald  u  der  iUm  erlanbt,  im  Ardiive  milge- 
tteiK  werden. 

Zu  vÜBadieB  iit,  dsu  nebrere  Lefarer  dem  von  dn  Herren 
Streliliie  vnd  Seberlinv  ^gebetten  Beivpiele,  telebe  Avfg«beii, 
die  bei'n  D«terriehte  irirklich  vorgekommen  sind,  in  den  Pro- 
grammsn  mitz ut heilen ,  folgen.  In  dem  Arebire  wtrde*  dieieUwii 
g«win  immer  möglidiBte  ^rfickucbtl^nff  fin^n. 

GclegeBtlich  mag  bierben  B«cb  binerbt  werden,  dtisa  du  Pro- 
rromm  dei  Cethftrinenms  xn  Lübeck  tob  Hicbaelia  1S40 
lolgeede  Abbandlneg  enlbUt; 

Ceber  dieOurven,   die  enthalteta   sind   in  der  Polor- 

Sleicbnas  ti^a  J'.trig  (9)  nnd  über  diojenige,  welche 
argeateilt  wird  dnreb  die  Polargleiebnng  «=«aee))-f4<   ' 
Von  Cbr.  Scberling,  Coli,  fär  Hathem.  und  Mator«. 

Der  Verf.  bat  nämlicb  in  dieser  Abhandlaag  den  Zweck?  die 
Carveo  sn  nnteniachen,  welche  die  Ki^eoichaR  haben,  dajs  der 
Badins  Vector  eine*  jeden  Ponktea  gleich  aei  dem  Produkte  aoa 
einer  conatantCD  Grfiaae  a  in  irgend  eioe  trigonometriaehe  Function  ' 
dea  Winkela,  den  der  Radius  Vector  mit  einer  featen  durch  den 
Pol  gehenden  Linie  macht., 

Hathematical  Tracta:  1.  Lnuar  and  Planetary  Theo- 
riea.  2..  Fignre  of  the  Rartfa.  3.  Preceaaion  and  Nnta- 
tioD;  4.  Calcnlua  of  Variationa.  5.  Dndulatory  Theory 
of  Optici,  ahd  Theory  of  Polarisation.  Deaigned.  for 
tbe  uae  of  Studenta  in  the  Unirtfraitiea.  By  G.  Biddell 
Airy,  H.  A.  F.  R.  S.  Aatronomer  ftayal.  3d.  Edition,  cor- 
rected,  1842.  8.  15a.  Lopdoo:  Jöhn  W.  Parker  Weat 
Straud.  Cambridge:   Deigbtoni. 


Edacationet  Models  etc.  sold   by  Taylor  et  Wultoo, 
28,  Upper  Gower  Street. 

.4  Pyrometer  for  thcwing  iLe  expanaton  of  metals.     15  a. 

Atwood'a  Machine  for  exulaining  the  tawa  of  faljing  ho- 
diea,  with  apparatua  altachad  for  illustrating  the  theory  of  Ihe  peo- 
dulum.  Priee  of  Atwood'a  Hachine  witb  a  „Companion"  L.  3.3s.; 
^additioaal  apparatua  for  the  pendulum  L  1.  1  a. 

A  aet  of'  mecbanical  powers;  cootaining'  the  Lerer  '— 
Wbeel  aad  Azie  — -  aeriea  of  Pulieya  —  the- Inclined  Plane  — 
Wedge  —  Screw  —  with  Examplea  of  the  Parallelogram  of  For- 
11" 
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ees  —  Ce«tre  of  Gmity  —  FHcübb  —  OiliiioB  »f  Blutic  Bo- 
dici  —  Conpound  Lerer.    Prwe  L.'S.  5  p.  in  b  Box. 

A  Secand  Se^  omitÜBg  the  Pantllelogn«  of  Foroes  «ad  CoUi- 
-aioQ  of  Elutic  Bodiei.  Price  in  &  Box  L.  2.  12  b.  6  d.  A  cokmo- 
Bor  Set  h.  1.  6  B.  3  d.  in  n  Box. 

P'failoBopbicnl  DinsTSBiB;  illutrating  the-TBrioDa  braneheo 
of  NBtnral  PhiloBophj'.  By  Pcederick  J.  HitiBBi,  Lectarer  of 
NBtBral  PhtloBOphy  etc.  Deaigned  for  tbe  nse  of  Leetaren,  J*hila- 
louphicsl'  dasaes,  o'nd  SchoolB.  1  at  Seriea  —  Hocbaiiiea.  !■ 
Honthlj  Nnmbers  each  containing  3  Sfateta  of  Oiag^aaaj  priee  3  ■. 
each  NnmlMr.  —  Nmaber  1  is  joat  publiahed. 

Geometrical  aalida  to  illuatrate  Reiner'a  [joasoDS  ob  forai> 
•od  other  woika  on  Geoaielry,    The  Set,  in  a  Box,  9  a. 

Ab  laatrBneTit  for  teacbinff  Geometry,  conveitiblo  iBt» 
B  Xbeodolite,  Spirit  Level,  Hadlej'a  Sextant,  and  Wollaatana  Go-r 
niometer.    Priee  U  3.  12  a.  6  d- 

Diagrama  in  Wood,  to  illoatrat«  Dr.  Lardoer'a  Enctid.  Solid 
Geometry,  Book  1.    The  Set  of  Nine,  in  a  Box,  7  ■.  6  d. 
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Systeme,  Lehr-  und  Wörterbttcher. 


MathvBeoa  üniverasliB'  furmutae  fundsmeiitkleti  Ca- 
MÜ  Job.  Dl.  Hill,  a  CA.  Audustinson  HDCCCXLI  imbUce 
defeniae.    Landae.  XDCCC&LL    4.    4  gg. 

Lehrbuch  fär  den  freHammteD  mathematiBcben  Ete- 
■  CDtar-Dnterriclit  an  GyntnuBien,  hölfern  Bü'rg^er-  und 
Hilitair  -  Schulen.  Bearbeitet  vod  Dr.  Murlin  O.Lm. 
Dritte,  dorcbgeiekene  uod  tlieilweise  umgearbeitete 
Anfinge.     Leipzig.  1S42.    8.    32  ggr. 

Diesei  aeioer  KioricbluDg  und  dea  Ansiebten  eeinea  Vfs.  Über 
den  aal bematischen  Ünterricbt  nncb  aus  den  beiden  ersten  Auflasen 
bioreicheDd  bekannte  Lebrbuch  für  den  gesanaten  mathemattacnen 
Blenenlar- Ünterricbt  entbält  die  Aritbmetjk  und  A'gebra,  die  ebene 
Geometrie  mit  KinschluBg  der  ebenen  Trigouometrie,  die  körper- 
liche Geometrie  mit  Kinsehluss  der  sphärischen  TrigonoipctTJe,  und 
in  einem  Anhange  Einiges-  über  Rnihen  und  über  Permutationen 
und  Combinaiinoen,  nelist  dem  Beweise  ief  bfnomixcheo  Lehrsuizes. 
Da,  wie  gesagt,  die  Ansicbten  des  Vfs.  schon  hekonot  genug  sind, 
uod  allerdings  auch  icbon  bei  vielen  Lehrern  Eingang  gefnuilen 
haben,  wie  am  bimsten  durcb  die  wicilerholteo'' Auflugen  des  vorlie- 
genden'Werkebens  bewiesen  wird,  iu  würde  eine  nicht  übernll  bei- 
fällige Kritik  derselben,  wobei  wir  übrigens  msDches  Treffliche  in 
denselben  keineswegs  verkennen  und  den  Vf.  deshalb  immer  unsere 
besondere  Acfatung  geiollt  haben,  in  diesen  bloss  für  knrae  Anzei- 
gen, und  literarisclie  Notizen  bestimmten  literarischen  Berichten  nu'r 
unpassend  erseh einen.  Unterdrücken  aber  hönnen  wir  in  Bezug  auf 
f.  177.  — f.  181i  die  Bemerkung  nicht,  da»  die  Formeln- 

■"  ^=^—wh — ■■  <"•  "=      V  . 

und  die  aus  denselben  gbzogeoeo  fferleitongeo,  anch  wenn  sie  nur 
gelegentlich  beigebracht  lein  aoUten,  in  einem  liir  erate  Anianger 
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beitiMnten  Lehrbuchs  DKcfa  anierer  UeberyengtiDfr  ^iriu  g»DS  an 
nnrecbten  Orte  aiDil,'  und  den  Anfänger  nar  verwirren.  Solche 
eigentlich  nur  ■jinboligehe  Ausdrücke  in  ihr  rechtes  Liebt  so  stel- 
len uad  ihre  richtige  Anvendniig  lu  seifigen,  miiBs  onch  nnnerer 
Deberzeag'UDg  gam  einem  höliern  Cpternchte  BufhehBlten  bleiben. 


Arithmetik. 


Die  nene  Mnltiplication  oder  Aaweianig,  die  nDnit- 
telbare  Berechnung  der  Producte  aus  iwei-  bia  acht- 
■  ifferigen  Facturen  nach  einer  eiafachen,  von  der  bis- 
her gebrSnrhIicben  gans  TcnchiedeneD  Methode  nua- 
Euführen.  Für  Frennde  der  Arithmetik,  für  alle  Clas- 
aeo  von  Rechnern,  naBenilich  aber  tar  Einfiihrunff  in 
Gynaasien  und  ßärgerichnleo  zum  Druck  befördert. 
Zweite,  gans  umgearbeitete  Auflage.  61denburg.  1S42.  S. 

Bei  der  gewöhnlichen  Art  au  multifiliciren  bildet  mäh  bekannt- 
lich, wenn  im  Allgemeiden  «  +  &-|-ff+ (/+■•.■' der  Hultipli- 
cand,  o-|-jt'4~/-4--<f-4-  .  ■  .  .  der  Multiplicator  [at,  nach  und  nach 
die  Producte 

(U't~&  +  e't~d+ )a, 

{«  +  ^  +  «  +  <'+ )ß, 

(«+J  +  e  +  rf-H....)y, 

n.  a.  w. 
isdm  «BD  jedea  derselben  wieder  in  leine  eintelDen  Theile  snf- 
lOit,  und  crbält  durch  Addition  aller  dieser  Producte  dka  gemohte 
Prodnet    des    gegebenen    Hultiplieandas    und    Hnitiplictara.      Der 
Verf.  setat  dagegen 

(«.-4-Ä  +  c+rf4- . . .}  (o  +  /S'+y  +  J-|-. . .) 
=Kaa-^ia'^cei  +  da+...  . 
+  aß-hlß-\-cß-h^-i- 

~i-ar  +  ^r  +  'r+dr-^... , 

•rdnet  die  einielncn  Theile  der  Grösse  «nf  der  rechten  S«il«  des 
Gleichheitai  eiche  na  nach  den  Diagonslreihen,  wodurch  er 
(a-^i-hc  +  d-i-...)  la  +  ß~\~r  +  ^-*-'-) 

+  (»JJ  +  ^) 

+  («J -t- ^  +  cj!  +  ifi>) 
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«rkttlt,  bildet  di*  slMditlicbcB  eimslun  Tlleile  dieMs  Ag^gata, 
'  imd  erhält  dorefa  deren  Addition  dai  geaacLte  tfrodatt,  wobei  er 
ibrigena  die  eiDiclneii  Theile  nicht  rom  enten  bis  zam  letzteoj  in 
der  Ordnung  wie  lie  vorher  geichrieben  vorden  Btnd,  sondern  in 
nagvkelirter  Ordnung  von  leiileu  bis  zum  ersten  bildet  und  zn  ' 
einander  addirt.  Hierin  bestellt  das  gante  Kunitsfticlc !  Snil  man 
X.  B.  789  mit  543  mnltl{jlicireu ,  so  sagt  man  fl  .  3  ist  18,  KJirribt 
die  8  hin, .und  behält  1  im  tiinne;  hierauf  sagt  man  8.3  +  Ö.4 
,iai  i%i  und  1  doiu  iat  40,  schreiiit  die  9  hin  und  behält  4  im 
Sione;  dnnn  «ngt  man  7.  3  +  S  .4  +  &.5  ist  83,  unil  4  dazu  ist 
S7,  suhreilit  die  7  hin  und  behält  8  in  Sinde;  hieraur  sagt  mau 
7  .4  +  8  .  5  ist  68,  und  8  dazu  ist  76,  schreibt  die  6  hin  und-he- 
bült  7  in  Sinne;  endlich  sagt  mhn  7.5  ist  35  und  7  dazu  ist  42, 
welche  Zahl  nun  nach  hingeschrieben'  wird.  Hiernach  erhält  du 
~  Exenpel  folgende  Gestsll: 

786 
543 


426798 


So  unbedeutend  die  Sache  auch  nn  sieh  nach  unserer  TJeberzeu- 
'gong  ist,  und  ao  venig  wir  glauben,  dass  dieselbe  sich  einer  gün- 
stigen Aufnabne  erfreuen  wird,  so' hielten  wir  es  dtfch  Tür  unsere 
Pflicht,  diese  neue  Mnltiplicatioosmethode  hier  etwas  näher  za 
charactertsireo,    weil   der  Verf.   dieselbe    namen  tl'  ~' 


ührung  in  (•TnuBsien  und  Bargerschnten  bestimnt  nnd 
npfiehlt.  Wir  haben  unsere  Pflicht  gethan  nnd  nnser  Zweck  ist 
erreicht,  wenn  durch  das  Obige  jeder  Lehrer  in  den  Stand  gesetzt 


w|rd.  sich  über  «Unse  neue  Multiplicationsmelhode  selbst  sin  Orthnil 
zu  bilden. 

Tafein  lur  Verwandlung  aller  BrGche  w>  ]^~^^^ 

nnd  von  jjjjö "~  JÖÖÖÖÖ  '"  ^""^  ^'*'  »iebenziffrige  Decimal- 
brüche,  ».der:  Tafeln  zur  Berechnung  der  siebenziffri- 
gen  Quotienten  aller  oben  nngegebeneD  Dlridenden- 
nnd  Diviaoren.  Nebst  einigen  auf  benannte  Zahlen  be- 
tiigliclien  Decimoltabellen  nnd  einer  Anweisang  snr 
allgeraeiosten  Anwendung  der  Decinalbruchrechiiung 
nu,f  die  Auflösung  der  gewöhnlichsten  arith  netischen 
Anfgahes.  Für  Mathematiker  nnd  Geschäftsleute  so- 
wohl, als  auch  Lehrer  nnd  Lernende  eingerichtet  und 
berechnet.    Oldenburg.  1842.    4. 

Diese  neuen  zur  Erleichterung  der  Verwandlung  der  geneinen 
'   Brüche  io  Decimnibrüche  bestimmten  Tofela,   deren  Verf.  sich  nir- 
gends genannt  hat,  buhen  die  folguide  Binricblung.    Auf  198  Sei- 
ten   enlhalteo    dieselben    alle    geneinen  Bruche,   welche   ans  dem 

Bruche  -r-  entstehen,  wenn  man  für  den  Zahler  a  alle  ganze  Zah- 
len von  1  bis  99  setzt,   und  nit  jedem  einzelnen  dieser  Zähler  als' 


12' 


Nenner  &  alle  ganze  Zahlen  von  1  bis  9S9  verbindet,  in  Decimal- 
brüdie   nit'  sieben  Deciwilitelten  verwandelt.     Einem  jedeu   der 
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S9  Zähler  tod  1  bii  99  siod  anei  eipander  gegevübenlelieiida  Sei- 
ten gewidmet.  Der  Zähler  steht  sat  jeder  Seite  oben  am  weilestea 
linka,  aoter  demielbea  id  der  ersUa  vertikalen  Spalte  findet  awa 
auf  der  eiocD  Seite  die  Nenaer  1  bis  49,  auf  der  andern  Seite  die 
Nenner  50  bii  99,  nnmittelbur  neben  diesen  Nennern  »tehen  in  der 
zweiten  vertikalen  Spalte  die  entspfecbenden  HietieoBtellifceD  Deei- 
Mttlbrüche.  So  findet  man  z.  B.  auf  S.  98  und  S.  99  oben  link« 
den  Zahler  49.    Neben  dem  Nenner  29  auf  S.  9S  findet  >ich    der 

'  dem  Brache  ^  gleiche  Decimalbnich  1,6896552,  und  eben  ao  findet 

■ich  neben  dem  Nenner  79  anf  S.  99  der  dem  Bruche  =2  gleiche 
Decimnibrach  0,61202532.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  in  den  Lo- 
garithmentafeln findet  man  nun  in  der  ersten  lioriiuntalen  Reihe 
auf  jeder  $eile  die  Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  9,  welche, 
nn  bei  dem  Torber  gebriiuclHen  Beispiele  stehen  zu  bleiben,   »Df 

S.  98  die  letzten  Ziffern  in   den  Nennern  der  Brüche  tjj,  ^f'    12' 

Ts  '**'  1^'    '"'^'  ^*  ^    '''^    lelzteo    Ziffern    tu    des    Nennern    der 
49       49       49       49  49 

"'»"1'"  »W  5iü-  »  SS  ';■  555  ""''■  ""''  '"'  •■•"  *°f«"'"  •'" 

diesen  Brüchen  gleichen  siebenziffrigen  De ci mal  bräche  hat  mua 
sich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  hei  den  Gebrancbe  der  Lo^jnrith- 
nenlafeln  zu  verhalten.  Um  z.  B.  de6  dem  Bruche  ^  gleichen 
Decimalbrnch  zn  finden,  sncht  man  auf  S.  99  den  Zahler  49  oben 
linka,  in'der  ersten  vertikalen  Spalte  den  Nenner  86,  in  der  entea 
borizontalen  Ueihe  die  Ziffer  7  auf,  und  findet  in  dem  Punkte,  ira 
die  durch  die  Znhlen  86  und  7  gezngenen  beiden  borizonlalen  vni 
vertikalen  Linien  sich  schneiden  den  dem  Bruche  gT=  gleichen  De- 
eimalbrucli  0,0565167.  Wir  Iiuffcn,  diiss  man  Iiierana  die  einfache, 
xweckmäasige  und  für  den  praktischen  Gebrauch  bequeme  Ein- 
ticbtung  dieser  Tafeln  erkennen  wird. 

In  der  Eicleiiung  zeigt  der  Verf.,  wie  oian  den  Gebranch  der 
Tafeln  über  die  ihben  nach  dem  Varliergfliendea  gesteckte  eigent- 
liche Gräaxe  hinaus  ansdeboen  konn,  welche  Anweisung  natürlich 
in  ganz  eiDfachen  und  einem  Jeden  sich  von  selbst  ergebenden 
Regeln  bestellt. 

Will  man,  nm  zuerst  den  Fall  zn  betrachten,  wenn  der  Zähler 
die  Gränze-  der  Tafeln  Übersteigt,  ohne  dass  dies  auch  bei   dea 

Neuner  der  Füll  ist,  z.  B.  den  dem  Bruche  -g=^  gleicheu  DeeimaU 
brnch  Saden,  so  setzt  man,  weil  die  Tafeln  sich  uunittelbur  bloss 
auf  ein-  nnd  zweiziffrige  Zahler  erstreckep, 


=  110,01021 
i  0,0684372 


«7 
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Anf  ihnlieb«  Art  iat 

W76a         96 


=  (110,4848 

0,856821 
0.0067644 


=    111,3483854 


pus  dieie  ReaaltaU  nun  aber  nicht  nabr  bis  Buf  lieüeii  Stellen 
ricbti^  lind ,  ventebt  «cb  von  selbst,  wcabnib  euch  der  Verf.  in 
f.  14.  der  Rinleituntr  nocli  ein  anderes  bei  dieien  Verwsndlangen 
ansavendendea  ^erfabren  lehrt, 

Deberateifct  der  Nenner  des  in  einen  Decinslbraeb  n  venraa- 
delnden  gemeinen  Bruchs  die  Gränze  der  Tsfelii,  ohne  dasa  die« 
ancb  bei  dem  Zäbler  der  Fall  iit,  aohat  man  sich  auf  folgende 
Art  BU  verhallen.  Der  gegebene  gemeine  Bruch  aei  z.  B.  T^gg' 
Cnmittelbai  ana  den  Tafeln  ergiebt  sieb  sDv'drderst    • 


^^^  =  0,0048315. 

B  «ai  denl 

beiden  Brüchen 


1780U~ 
Femer  findet  man  aal  den  Tafeln  leicht  all  DiSerens  sviicben  den 


Tri  "-■*  m 

die  GrSsae  0,0026002,  folglich  als  Differeoa   iwiacbeB  den.Brttchen 
86  .     M 

17800  "       17900 
die  GrSsae  0,000026002,  oder,  wenn  die  Ziffer  nnmittelhar  vor  dem 
Komma  aicb  anf  Einheilen  der  siebenten  Decimalslelle  besieht,   die 
Grösse  269,93. 

üeberhaupt  iat  nun,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bmcfa  iat,  nlMie- 
rOD  gl  weise 

— 2— = -l(H-*)-i^i!.(l  _  A)=  «  _  .^  .  i. 
M  +  M        m^      '    m*  m'         m'       m         m      m* 

nnd  eben  ao,  veBi  ---  ein  sehr  kleiner  Brich  iat,  nkherangaweiae 

a  <'/i    .    100.    ,         a„         100,        's  »      100 

Uebeilegt-  man  jetzt,  daas 

a_      n^ «_      )00       n 

m  '  m         m  '    »   '  lOü 
iit,  so  itt  klar,  daaa  ia  Bezug  aaf  den  obigen  apeciellen  Fall  . 
■     f^=0,0048316-0,«0002«M2.^, 
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209  02X62  =  16735,04 
269,92X^=167,350* 

^  =  J0,0048315 
/      — 167, 


SS   0,0048148.     ' 

Wenn  lowobl  der  Zähler,  alasiicb  der  Neoner  dei  gef^eheiieD,  io 
eiacD  Decimalbrnch  sn  verwandelodeo  ffemeiDen  BracLa  die  Grios« 
der  TsfelD  übersteigt,  lo  hat  man-  auf  folgende  Art  zn  verfalireD. 
De'  gegebene  Bruch  sei  x.  B.  ^.--g^.    Wei(  znrSrdent 

Vn  —  973  •       ^  »Tt 
iit,  so  findet  man  mittelst  der  Tafeln  leicbt 

i^=J0.0088386 
1 0,0000617 


=s    0,0089003. 
F&r  ^  und  ^  iiad  die  Differeotea  nach  den  Tafeln  0,0000910 
und  0,0000003.    Aho  ist  die  DiSerenx  für  ^^ 
=  (0,00000910 

1 0,000000063 
=    0,000009163. 

Hnltiplicirt  maii  dies,  weil  97300  —  97287=13  ist,  mit  13,  so  er- 
hält niD  als  Prodnct  0,000119119,  und,  dies  durch  100  dividirt, 
giebt  0,0000012.    Also  ist 


=:   0,0089015 
Wie  man  dies  in  der  Praxis  ahxukUrsen  hat,  wird  anglich  eriiell«n. 

Aogebängt  siüd  den  Tafela  sur  Verwaadlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrncbe  nach  Verwaadlungstsbellen  einiger  Haasae, 
Terwandlangstabellen  einiger  Gewichte  ood  VerVandlungstabelleB 
einiger  Hünzea. 

Kann  nnn  auch  aber  ein  sehr  ireientlicbes  Errordemiss  solcher 
Tafeln,  nümlich  über  ihre  Corrflctheit,  «rat  tiach  längerm  Gebranch 
derselben  enlachiedeD  werden;  so  glauben  wir  doch  dnrch  die  vor- 
hergehenden  Bemerkangen  hinreidiend  nachgewiesen  in  hnhra,  dann 
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die  abi|^B  TafUo  aar  VenratidlBDg  der  gsMcinBii  Bcöche  in  DmihrI- 
briich«,  ungeachtet  Bcbon  mebrere  älter«  Schriften,  die  eine  äbDiicbe 
TeodeDi  baben,  wie  a.  B.  die  Recbnung  mjt  Decinalbrüchen 
ÜDd,Loff«rUhaeD  nebil  dasn  gehörigen  ganz  neu  berech- 
neten  Tefein.  Von  F.  A.  Sebrbter.  Helmetädt.  1799.  4.  und 
W.  F.  Wncberer'a  Beiträge  sam  allgeaeiiierD  Gebrauche 
der  Decimalbrücfae  oder  Tafeln  u.  s.  fr.  Karlaruhe.  17». 
8-,  eiiatlren,  verdienen,  von  praktiBcfaen  Kecbnern,  denen  >ie  eich 
Toniiglicli  durch  ihre  eiafacbe  Binricblang  empfehlen  werden,  und 
Lehrern  nicJit  unbeachtet  au  bleiben. 

Lehrhnch  der  Arithmetik,  allgemeinen  Gtäisenlehre 
■  nd  Algebra  für  die  mittlem  und  obero  Klasiea  dei 
Gyrnuasien  und  böhern  Bürgerschulen  ronJ.  W.  Elser- 
mhUD,  Oberlehrer  der  Math,  und  Nnturw.  an  dem  Gyn- 
nasinm  und  der  Realtchole  in  SaarbrückeD.  <  Saar- 
brücken. 1842.    8.    20  ggr. 

Dieae«  Lehrbuch  echlteaat  aivb  im  AlIgemeineD  und  Weeeut- 
licben  den  Ansichten  an,  welche  M.  Obn  in  seinen  verschiedenen 
l^hrhüchern  geltend  zd  machen  geancht  hat. 

Voung'a  Analyais  and  Snlotion  af  Cttkic  and  Biqna- 


Tabledeslogvritbmesdesnoinbreadepnis  1000  jusqq'k 
10000.     Par  Croiaet.  in  4.     Chez  Petiasonnier.  1842.     6  Fr. 

Der  Geiat  der  matliematiachen  Analjsia  und  ibr  Ver< 
hältniss  lur  Schule  von  Dr.  Martin  Ohm.  Auch  als  Ap- 
htiDg  SU  seinen  veracbiedenen  Lehrhiichern.  Berlin. 
1842.    8.    1  Tblr. 

Der  Herr  Verf.  theitt,  um  uns  hier  seiner  eignen  Wort«  nus 
'  der  Vorrede  m  bedienen,  in  dieier  Schrift  „lo  kara  als  es  ihm 
,,nur  immer  möglich  gewesen  ist,  das  Weien  der  Ansichtea  mit, 
„welcbe  derselbe  in  seinen  ScbrllieD  seit  1810,  besonders  aber  aeit 
„1822  gelehrt  hat  und  lehrt,  —  Ansichten,  welche  das  Glück  ge. 
,,hdbt  hüben,  Iq  seinen  verschiedeoeD  Lehrbüchern  vielfachen  Bei«- 
„foll  zu  finden,  welcbe  aber  auch  vielfach  misaverstanden  worden 
„sind,  und  wabracbeinlich  deshalb  leichter  miBSveistauden  werden 
„koonten,  weil  ein  Lehrbuch  nucfa  so  manches  andere  su  berück- 
, .sichtigen  bat,  welches  das  AtifTuasen  des  Wesens  der  Sache  er> 
„schwer!..  Gegenwärtige  kleine  Schrift  aetat  voraus,  dass  der  Le- 
iser alles  Material  seihst  einschalte,  und  beschäftigt  sich  bloss  mit 
„der  Aufstellung  logisch  bestimmter,  scharfer  und  entschiedener 
„Begriffe  und  iwar  aller  derer,  um  welche  sieb  die  mathematische 
„Analjsis  herumdreht."  Auf  Seite  15  anriebt  sich  der  Berr  Verf. 
über  seine  Schrift  ferner  in  CblgcDdcn  Worten  aust  „Der  Verf.  ist 
„in  'diesem  Augenblicke  überaengt,  dass  er  seine  Lehrbücher  nur 
„rubi^  wirken  lassen  dürfe,  um  nach  längerer  Zeit  seine  Ansichten 
„von  den  meisten  Pädagogea  adoptirt  au  sehen ,  weil  sie  sieb  ne- 
„benbei  (eben  wegen  der  darin  vorwal'enden  wiasenachafitlicben 
„lüiaheit)  durch  eben  so  grosse  Einfachheit  bis  Bequemlichkeit  aus- 
„aeiehnen.  In  so  fern  sieb  aber  Uatbematiker  von  Fach,  wie  z.  B. 
„Abel  «■  gewesen  ist,  mit  dem  IjesM  von  Elemeotar-Lehrbücb«»« 


D=;-,:cct,C00gIc 
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„«Dch  wenn  sie  in  ihnen  die  Qnellea  ibrer  Riegen  *) 
,,veritopft  finden  konnten,  in  der  Re^el  nrckt  befusen,  so 
„versDcht  es  der  Verf.  in  diesen  Bofren  denselben  seine  Aniichten 
,,nuf  eine  möglicbat  knrze  und  ühefsicLtlidie  Weise  vor  Au^en  xa 
,, legen,  und  xugleicb  die  wichtigsten  Folfi^ernngen  berTOrzuhehco, 
'.welche  sich  für  das  sichere  und  nrtthwendig  richtige  Arbeiten  Mit 
„uoeniJ lieben  Reihen  daraus  ereeben."  Diese  eignen  Worte  dea 
Herrn  Verfs.  müssen  der  Besen r&nktbeit  des  Raums  wegen  hier 
hinreichen,  nm  den  Lesern  dea  Arcbivs  den  Zweck,  welchen  der 
Herr  Verf.  durch  seine  Schrift  in  erreichen  beabsichtigte,  Tsr.die 
Augen  an  fuhren. 

Wichtig  für  die  Theorie  der  bestiamteii  Integrale  sind  die 
folgenden  uns  neuerlichst  aus  Schweden  cugekommeoen  Abhand- 
'  Inngen. 

De  aeriebuB  neriodicis  anctore  Adnipho  Ferdinand«» 
Svanberg.  (Bx  Actis  Reg.  Soc.  Scient.  Upsal.)  Upsalia«. 
1830.    4.  ■  ,   r        /      r  , 

Diese  Abhandlung  ist  aueb  fdr  Astrononie  von  besondera  Id- 
ieresse. 

Dens  M^moires  sur  [es  inKgralei  d^finies  par  C.  J. 
Molmst^n.     Kxtrait  des  Acta  Reg.  So'c.   Dpsal.     A  Gpial. 

1.     H^motre  sur  les  integrales 

y'*(l-pco»toM^)rfy      ,     /■»  p  sin  toyt^Vr 
0     1-ap  cos'ti'  +  p'         */o  l  ~Zp  tos  Lt  +  p'' 
2     Memoire  sur  les  integrales  d^finies  eotre  x=:Q  et  x^oe. 

Om  Integralen  /  .,'.°  ^,.  af  Carl  J.  lM;Blinsten.  Am 
den  K.  V.  Actid.  Handl.  1841.' 

Tbeorcnala  'nova  de  integralibus  definitis,  summa- 
tione  Serieruin  earnronno  in  alias  series  traDsforma- 
tione.  Auctore  Corol.  Job.  Malmstcn,  P.bii.  Mag.  ad  Reg. 
Acad.  Cpsbl.  Math,  infer.  Doc.    Upsaiiae.  184%.    S. 

Wir  werden  künftig  aus  alleo  diesen  vieles  Interessante  ent- 
IniUenden  Abhandlungen  im  Archive  Auszüge  mitlheilen. 

Disl|nisitio  academicn,  integer» tinnenaequationiscu- 
jnsdam  differentislis  exhibeos,  quam  consent,  ampl.ord. 
pbiloi.  Lundens.,  praeside  Carolo  Job.  Ds.  HtU,  Math. 
prof.  reg.  et  ord.,  pro  gradu  philosophicn  pnblico  exa- 
mini  aabjicit  C.  A.  Bhrensvärd.  Comes.     Lnodae.  1841.    4. 

Diese  -Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Integrutioo  der  Diffe> 
reDtialgletchung  des  2ten  Grades  AWd3^~a^di^y\-ßdaf-\-Cd'^=fy 
wo  A=.a^+a^.^^„fJ,  B^d„-t-6^+i„ff',  Ci^^-\-e^-\-c,.^ 
ist,  und  die  Coefficienten  von  .r*  und  y*  conatant  sind,  back  ver> 
•cbiedenen  Metbodeu. 


*)  M.  vergl.  hierbei  Archiv  Theil  I.  Litaramdtflr  Berid»  Nr.  I.  S.  9a 
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Geometrie. 


^elirüpcfa  der  Geometrie,  entbKlteod  die  ebene  Geo- 
metrie und  die  titereomettJe  nebat  AnwenduBK  der  Al- 
febr«  auf  <dte*elben.  Von  Priedrick  Prois,  Frofeasor 
er  MathcBiattk  an  der  K<iDiplicbeB  (lolytecbniacben 
Scbnle  za  Stuttgart.  Hit  treli  d  FiirDrentafelD.  Stnlt- 
8:«ft.  1842.    8.    a  Thlr,  ' 

Ein  recbt  vüllitiodigea  in  deutlicher  Dtvalellun^ ,  lait  ateter 
Riickiidit  auf  urukliBcke  AnweDdun^  vcrfoaalea,  and  einen  ziemlicb 
grosaen  Beichllium  cioxrlner  such, vielfach  die  Prtizia  bcriicksichtj- 
{^ender,  ancb  Lin  und  wieder  neue  Relatiooea  darbietender  Aufgaben 
entbalteodea  Lehrbuct  der  ebenen  und  kSrperlicbea  Geonetrie, 
welches  in  seinem  Kreise  g-ewias  rnrtheilhafl  wirken  wird.  Becou- 
dem  Fleiaa  gclieint  der  Verf.  mit  Recht  auf  die  für  viele  praktiache 
Anwendnng'en  ao  wichtigen  Kürperberecfanunfren  verwandt  zn  haben. 
paaa  in  diesem  Lehrbache  nicht  besondere  Biickaicht  auf  deacrip- 
tire  Geometrie  genommen  worden  ist,  ^ie  raun  seiner  soDatisen 
Anlage  nnch  wuEl  hätte  erwur'ten  können,  hat  acinen  Grund  je  Jen- 
falls  darin,  da»  auf  |ialT technischen  Lehranstalten  jn  diesem  Theile 
der  Geometrie  mit  Recht  wohl  dufcfagäagig  ein  besonderer  auafdhr- 
licher  und  in's  KiozelDe  gehender,  mit  vielfachen  UeliuDgca  im 
Zeichnen  verbundener  rnterricht  ertlieilt  wird,  für  welchen  daher 
in  diesem  l>ehrbnche  der  Geometrie  doch  keio  hinreichenilei  Mate- 
rial hätte  fiehefert  werden  können,  wealialb  ea  allerdingi  am  beaten 
'War,  deDselben  von  den  gewühalichen  Klementeu  der  ebenen  und 
körperlichen  Geometrie  zu  trennen.  Tabellen  zur '  Vergleiebung 
der  Hanase  verachiedener  Länder  und  eine  Tafel  der  apecifiicben 
Gewichte  tind  dem  Buehe  beigegeben. 

Elements  de  G^om^trie  par  Engine  Li'onnet.  in  4. 
Chez  hito^Tj.     1843. 

Die  Lehre  von  den  Potjedern.  Rein-geometrisch 
dargeatellt  von  Dr.  Bohl,  uusaeru-rdentlichem  Prof.  der 
Hatl>.  an  der  Univ.  zu  Tübingen.  Hit  II  Pigu  rentafeln. 
T-abingeo.  1842.    8.     1  Thlr.  6  ggr. 

Dieae  Nekrtft  leistet  das,  waa  ihr  Titel  verspricht,  in  ziemlicher 
TollttHodigkeit,  und  verdient  Lehrern  deshalb  empfohlen  au  werden, 
weil  sie  in  derselben  eine  grosse  Anzahl  in  versebiedenen  Schriften 
xerstrenter  NäUe,  —  durchgängig  nach  rein- geometrischer  Me- 
thode, ohne  Rinmiacbnng  des  Calcnlq,  behandelt,  —  an  einem  Orte 
beisammen  finden.  Ohne  des  DllgemeiAer  Bekannten  zu  gedenken 
erwähnen  wir  hier  nur  n.  A.  die  das  Grösate  und  tCleinate  betref- 
fenden Bigeaschaften  der  Priamen  und  Pyramiden,  wobei  der 'Verf. 
Lhnilier^B  bekanntea  Werk:  De  relatione  mutua- capacita- 
tis  et  term-innrun  fignrarpm,  geonetrice  considerata. 
Tarsaviae.  1782.  benntzt,  statt  der  zum  Tfaeii  algebraischen 
Beweise  aber  geometrische  subslitnirt  hat;  die  Lehre  von  den  ueki. 
■ediacben  Polyedern   mit  zweierlei  und  dreierlei  Seitenftüchen;   die. 
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Lehre  tob  rhoabiicbeii  Dodekaeder  und  rhonbiKhen  Triakoata«-* 
der;  den  fiir  den  in  Enclid'a  Definition  congiUenter  Pol^der  ent- 
haltCDeo  Lehrsatz,  dasa  DÜmlich  zwei  cooTexe  Poljeder  convraent 
sind,  d.  h.  aar  Deckung  gebracht  werden  können,  wenn  sie  von 
laPter  coogruenten  Figuren  in  gleicher  AnfeiDanderfotge  einjre- 
achloEsen  werden,  von  Cnncliy  gegebenen  höchst  sinnreichen  Be- 
weis; u.  B.  w.  Das«  die  Fälle  der  Congrueni  und  Symnetri«  ge- 
hörig unterschieden  4  und  inner  besonders- betrachtet  worden  siDd, 
verdient'  acfaliewüick  hier  auch  noch  b«Bondera  beiirargeboben  sa 
werden. 

'  Problimes  de  g^ometrie  el  de  trigonon^trie  recti- 
lign'e  et  sphjriqne  avec  lei  ■oldtioDB,  par  G.  Ritt.  3  ddit. 
Paria.  1842.    8.    5  Fr. 

Application  de  l'algebre  k  ia  griopetrie,  sDivie  de  la 
diBcnssion  dea  cobrbea  par  Jacob.  2  vola.  8.  1842. 
3|  Thlr. 


Praktische  Geometrie. 


'  Das  AufoehBieii  deiTerraioa  und  de  säen  DarsteMung 
durch  Projectien  horizontaler  Flächen,  znnäcbat  für 
dan  Unterricht  an 'Militair-Bildungaanitalten  und.tar 
Selbst'helehrung  bearbeitet  von  Aug.  t.  Schele,  Haupt- 
manti  im  Königl.  würtemb.  Geiieralitab.  Mit  18  litbogr. 
Tafeln.     Stuttgart  1842.     8.    2  Tblr.  12  ggr. 

Dieses  Buch  enthält  eine  recht  gute  und  dentliche  Anweisung 
an  tapographiscbeo-Aufnahnien,  oiit  besonderer  ßückaicht  nuf  nilt- 
tairiache  Zwecke.  Vorziigiich  ist,  wie  es  recht  war,  der  Gebrauch 
des  Messlisches  gelehrt  worden,-  wobei  jedoch  auch  die  übrigen 
Inslramente,  ioabesoodere  Boassole  und  KreuHcheibe ,  nicht  gsna 
noberiicksicbtigt  geblieben  sind.  Dass  nahen  den  übrigen  gewöbp' 
.  liehen  mit  den  iHeMtische  anfzalösenden  Elementar- Aufgaben  dai 
,  sogenannte  Bückwärtseingch neiden  nicht  fehlt,  versteht  sich  von 
selbst.  Von  den  verschiedenen  zur  Auflömng  dieser  wichtigen  und 
schonen  Aufgabe  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  hat  der  Verf. 
nur  die  Leniaann'Bche  Diitteist  der  sogenannten  fehle  neigen  den 
Dreiecke  aurgenonmeo,  welche  allerdings  auch  nach  unserer  aus 
Erfahmog  entsprungenen  Oebeneugung  in  der  Praxis  die  meisten 
Vortheile  gewahrt,  obgleich  sie  eigentlich  nur  eine  Näherungsme- 
tbode  ist.  D eisen nn geachtet  mochte  es  eher  namentlich  fdr  den 
Duterricht  zweckmüsaig  und  für  viele  Leser  interessant  und  heleh- 
'rend  gewesen  sein,  wenn  der  Verf.  slick  auf  einige  andere  Heiho- 
den gebührende  Bücksicht  genommen  hütte,  inabesondere  uif  die 
von  Bohnenberger  angegebenen,  von  denen  übrigens  die  eine 
auch  eigentlich  nur  eine  Näheruntrsmethode  ist,  welche  sieh  aber, 
Wbna   ihrer  AnwendiiDg  in    der  P^zia   allerdings    anch  saweilea 
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Hindernine  in  den  W«j|f  treten,  ioeh  hUti&g  nit  beaoiiilerer  Ble- 
gtni  atttelat  des  HeutiMfae*  in  AuifSbruiig  brin^n  lasien,  and 
Mch  unserer  Brfahnur  Bnaentlich  von  den  befnbigteni  ZohÖrem 
inner  mit  beinodem  luteresie  nnfgenonmen  werdeo.  Tnfeln  zur 
VergleichuDr  der  Haasse  aind  such  beigefteben.  Hit  besonde- 
rer AusfübrTicIikelt  verbreitet  >icb  die  vorliegende  Scbrift  übet 
du  lopograpbisGlie  ZeidiDen,  wobei  der  Verr,  gnni  Leb  nenn 
folgt,  und  ea  sind  sHgleich  eine  gröwere  Aniabl  reckt  gut  ansge-  ' 
fahrter  litbograpbirter  Tafehi  beigegeben,  die,  wi^  wir  glauben, 
sweeknäatig  nis  Vorlegeblätter  bei'm  Unterrickte  im  Zeicbnen  ge- 
brancht  werden  köoneD.  Id  dieser  tteziebung  verdient  daher  das 
vorliegende  Bncfa  Torztlgticb  bei  dem  hohen  Preise  des  bekann- 
len  Lehnann'scheo  fVerkes,  fBr  diejenigen,  welche  sieb  eine  kin- 
leiehende  Kenntnis«  der  Lebnun'sciien  Hetbode  erwerben  wollen, 
noch  besondere  EnpfehluDg. 

Triit^  -d'ar^age  et  de   mdtrage.     Par  Crotxet  in  12. 
Ches  Petisaonnier.  1842.    1  Fr.  3  s. 


nitiians,  v.  r..  r.  u-.  o.  rrvTeasD 
lege  for  Civil  Engineers,  Lond 
voai  lllnatralioDt.    12  s.  6  d. 


Praktische  Medianik. 


Conra  ^Unentaire  de  Hfcanique. industrielle  par  Ja- 
riei.    2  vola/et  AtUa.    8.    1842.    5^  TUr. 

Tk^oria>  ff^onetriqae   des   engreoagea   par   Olivier; 
■>Tec4plaDcfea.    4.    im.    4  Tbir. 


Astronomie. 


Leicht£as>liche  Torleanngen  über  Astrononie  fdr 
Jene,  deneo  es  an  Matkenatlscben  VorkenntntsBen  fehlt. 
VoB  Angait  KiBiek,  D«etor  der  Phil.,  ord.  «ffoDtl.  Pr«f. 
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der  Physik  hb4  aagewandten  Hstbamatik  «n  der  Doit. 
in  Lemberg.    Wien.  184t    8.    1  Tbir.  16  ^r. 

Der  Zweck  dieies  xwar  nur  kuraen,  aber  dentlicb  verfuiten 
popalären  Lehrbuchs  der  Astronomie  iit  durch  seineD  Titel  hin-' 
,  reicbend  bezeichnet.  Die  Vorrede  beKiont  der  Verf.  Mit  den  fol- 
genden achönen  Worten  Jean  Paitrs  suH  der  LeTsna.  „Ich 
„verarg'  es  eoem  Eltera,  das*  sie  ench  nickt  Astrononie  iernea 
„liesaea,  sie,  die  den  Menschen  ein  erhabenes  Hera  giebt,  md  ein 
„Auge,  das  über  die  Erde  hinaot  reicht,  und  Flügel,  die  in  die 
„UDernetalichkeit  heben,  und  üinen  Gott,  der  nicht  endlich ,  son- 
„dero  uDcndlicb  ist."  Angehängt  dem  ans  23  Vorlesungen  be- 
staheDdan  Werke  sind  einige  srithmetische  und  geometrische  Be- 
griffe und  Sätze,  und  einige  triganometrioche  BetrachtuBgeD  Qker 
Parallaxe,  Aberration,  Berechnung  der  Mnge  der  Tage  nnd  Niidite, 
der  Dauer  der  Dämmerung,  u,  a.  w.        . 

Erläiilerniigen  zu  J.  J.  v.  Littrew'a  Vorlesungen  fiber 
Astronosiie  (Wien  1830  hei  J.  G.  Ueubner)  von  C  L.  ▼. 
Littrow,  Adjuncten  an  der  Stern  warte' der  K.  K.  Univer- 
aität   in  Wien,  u.  s.  w.     Mit  5   lithograpfatrt«n  Tafeln. 

,   Wien.  1842.    8.     1  Thlr. 

Diese  ErlaUternDgen  zu  J.  J.  v.  Littrow's  bekannten  Vorle- 
■nhgen'über  Astronomie,  von  denen  (oder  von  der  theoretiachei 
und    praktischen   Astronomie    deaselbeu   Veifd.   Wien   1821—1827), 

.  wie  wir  aus  der  Vnrrede  zu  den  Krläuterungeo  zu  unserer  Freude 
'ersehen,  auf  Sir  John  Berschet's  Veraolaasnng  bnid  eine  engli- 
sche Ueberaetznng  erscheinen  wird,  werden  minder  geübten  Lesern 
des  genannten  in  mehrfacher  Beziehung  anggezeichoelen  Werkes, 
wegen  der  Kürze  der  Darstelluag  an  den  meisten  Orten  in  deM- 
■elben,  gewisa  aehr  willkonmen  sein,  und  zwar  nn  so  mehr,  weil 
Herr  C.  1^.  v.  Littrow  auch  inelirere  wertlivoile  Zntätze  zu  den- 
selben, wohin  wir  z.  B.  auf  S.  112—117  Jvor^-'a  von  den  Prin- 
ci|iien  der  Wahncheinlichkeiisrcchnang  unabhängige,  und  sonach 
fiirerate  Anfänger  riebt  wobl  geeignete  Dsrstellung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  rechneu,  -geliefert,  nnil  an  mehreren  Ortes 

,  veränderte  Daritellungen,  'wie  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Fehler 
des  Theodoliten  auf  S.  187  —  190,  eiogeschaltet  hat.  AVit  kindlicher 
Pietät  hat  Herr  C.  L,  v.  Littrow  seine  empfebleoswerthe  Schrift 
dem  Andenkro  seines  der  Wiiseaschnft  nnd  den  Seioigen  leider  zd 
früh  entrissenen,  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  nnd 
verdienten  Vaters  gewidmet,  auf  dessen  in  den  AnuiMeo  der  Wie- 
ner Sternwarte  für  1841  sich  findende  Lebeosbescbreibnng  wir  die 
Leser  hier  noch  besonders  aufmerksam  machen. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  N^ch  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  «nf  öffentliche  Koateu  her- 
ausgegeben von  C.  L.  Edlen  von  Littrow,  Adjunc-ten  an 
der  k.  k.  Sternwarte,  Doctor  der  Philosophie,  der  phi- 
losophischen Facaltät  zu  Wien  und  mehrerer  gelehrter 
Gesellschaften  Hitgliede.  Bin  .und  awanaigster  Theil. 
Neuer  Folge  Erster  Band.  Mit  einer  litbogrn^ihirtea 
Tafel.    Wien.  1841.    4. 

Diesen  ersten  Band  der  neuen  Folge  der  trefSichen  Annalen 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien,  die,  weif  voa  ihnen  nsr  ISO.Bzen- 
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^w«  gedruckt  werden ,  sieht  id  die  BSiide  rieler  Leser  koaeiep 
kSnaeej  iihd  daber,  so  wie  aberbaupt  ihrer  Wiebltgkeit  für  die  . 
Wineetcbafit  wegen,  in  dicien  Arebive  jedenfalli  «ine  entfübr- 
licbere  Aoseige>v<tdienen,  eröffnet  mit  Recfat  die  {.ebenabeBebrei- 
biiDg  des  BeKTÜDden  dieses  Werliei  und  der  oeneo  Wiener  Stern- 
warte,  des  der  WiiseMcbaft  leider  aa  früh  enlriaseaen  J.  J.  voo 
Littrow. 

JoBepb  Jebanil'  Edler  tod  Littrow  wurde  geboren  an 
Biichof-Teinitx  in  Böhmen,  bb  ISten  Uärc  1781,  in  derselben 
Stunde,  wo  Herachel  den  öranns  entdeckte.  Sein  Vater  lebt 
noch  geffetiwärtig  als  Kaufmann  daselbst,  seine  Voreltern  atamiBea  . 
BUS  Liefand,  Nach  fast  fortdaaernder  Krankliebkeit  io  den  drei' 
ersten  Lebensjahren  bes^R  er  mit  dem  fünften  Jubre  die  Sehnte 
•eiser  Gefaurtsstedt ,  und  legte  scbon  hier  den  Grund  zn  der  Ele- 
gani  des  Stils,  die  späterhin  alle  seine  Schriften  so  sehr  anaxeicb- 
Deie>  Nuch  Vollendung  dieses  Carsns  bemächtigten  sich  relijtiöae 
Zweifel  des  neanjährijien  Knaben,  die  nur  erst  danii  wieder  einem 
rahigen  Gemfilbnustnade  RsAn  liessen,  als  er  im  Jahre  1794  das 
6jmD«sium  XU  l'iar  bezogj  auf  welchem  er  itcb  vorzugsweise  mit 
dem  SludiuQ  der  llaaiiker  beschäftigte.  Nachdem  er  die  Univer- 
■itat  zu  Pisg  bezogen,  schlois  er  sich  besonder*  as  den  Aestheti- 
ker  A.  G,  Meissner  an,  nnd  bescbSfligte  sich  in  freien  Stunden 
mit  dem  Jiledium  der  griechischen  Literntur  und  der  Matbematik. 
Im  Jnfare  1800  vershebte  er  sich  zum  ersten  Male  als  Schriftsteller, 
nud  g|ab  unter  dem  Titel:  Propyläen  eine  Zeitscbrift  heraus,  die 
aber  im  folgenden  Jahre  wieder  einging,  weil  er  in  .die  sogenHnote 
Legion,  einem  vom  Erzherzog  Carl  errichteten  militärischen  Corps 
von  2200  Hano,  eintrat.  Nachdem  nach  geschlossenem  Frieden  die 
I^egian  oufgeliMt  worden  war,  kehrte  Littrow  zu  den  Studien 
zurück,  und  beschäfligte  sich  nach  und  nach  mit  den  verschieden- 
artigsten WJs«enschafleD ,  ,hi>  er  im  Jahre  1803  die  Erziehung  der 
beiden  Grafen  Rtfnard,  aus  dem  berühmten  Hanse  Colonno, 
das  dem  römischen  Stuhle  mehrere  Päpste  gegeben  batle^  auf  de- 
ren Gütern  in  Schlesien  übernahm,  wo  er*  zuerst  gnnz  der  schauen 
Literatur,  später  aber  auatcbtieaslich  der  MathemHtik  nnd  Astrono- 
mie lebte,  in  welchen  letztern  Wissenschaften  er  gsnz  Autodidaet 
war.  Im  Jubre  1807  wurde  er  in  Folge  eines  schritttichen  Cnncura- 
Elaboretes  zum  Profesior  der  Astronomie  an  der  Universität  Krakan 
eruunnt,  und  nalin  hier  die  Namen  Joseph  Johann  an,  weil  er 
durch  die  frbher  geführten  Nomen  Joseph  Samuel  io  den  An- 
schein, der  jüdischen  Religion  noingehären , ,  gerathen  war,  und 
aich  vor  seiner  Anstellung  erst  urkundlich  als  kiitholiscb  hatte  sus- 
weisen müssen..  Zu^^leiGh  änderte  er  seinen  Zonumeu,  der  nrspriiog- 
lieh  Lyttroff  geschriehen  worden  war,  in  Littrow  um.  In  Kra-  - 
kan  verband  er  eich  mit  Caroline  von  Cllrichsthal,  ans  wel-^ 
eher  im  Jubre  1833  durch  den  Tod  der  Gattinn  getrennten  glück- 
lichen Ehe  ihm  eine  zahlreiche  Nachkommenschaft  hervon^ing,  von 
vrelcher  noch  fünf  Söhne  am  Leben  sind.  Im  Jahre  1800  ging  er, 
einem  Rafe  des  danaligeo  kaiserl,  mis.  Minister  des  Cullus,  Grafen 
Knzumowskj,  folgend,  als  Professor  der  theoretischen  Aslrono- 
■iq  nach  Kasan,  nahm  in  Jahre  1816  seinen  Abschied,  um  einem 
Rufe  an  die  eben  vollendete  Sternwarte  anf  dem  Bloksherge  be! 
Ofen  zu  folgen,  und  vertauschte  iai  Jahre  1819  diese  Stelle  mit  der 
durch  Triesnecker'i  Tod  (lSt7>erl^iglen Stelle  des Direetore  der 
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St«r*wtrte  vuA  Ptofsnon  der  AttnaomM  sa  itr  DniTcrdtit  ■■ 
Wien,  welche  er  bis  zu  leineH,  ata  Fot^e  einer  faeftiffcn  Bsacbtell- 
nod  LebereDtiÜBdung,-die  bald  in  ein  ffichtiicbei  Fieber  aberginr, 
an'  30>tea  NoveHber  1840  {fegen  4|  Cbr  Hargena  erfslgten  Todie 
bekleidete.  .      ' 

Diei  ist  der  kurie  Abriii  der  äBaaem  L«benBamstände  ünee 
-Getelirteti,  welcher,  wie  von  Allen,  die  ihn  persönlich  zu  knnaea 
dsB  Glück  LHtreD,  einatiaimiff  Teraichert  wird,  aach  durch  einen 
edlen  und  liebenswürdigeD  Charncter  im  hSchaten  Grade  auige- 
zeichnet  war.  Was  ihm  die  Wiitenachaft  verdankt,  iit  bekannt 
geMig-,  und  würde,  up  et  weiter  aus  einander  xn  letien,  hier  u 
viel.  Kaum  erfordern.  Ali  eben  lo  bekannt  darf  r o reu agesetzt  wer- 
den, daiB  ihm  die  Wiener  Sternwarte  ganz  ihre  jetiige  Gcatalt,  ' 
und  deren  Anaaien,  von  welchen  er  zwanzig  Theile  tfaeils  in  Ver- 
bindung mit  L.  Majer,  theile  in  Verbindung  atit  C.  L..v.  Lit- 
trow  bereusgah,  ihre  Begründung  verdanken. 

Ein  vollatändigea  Verzeichnisa  der  von  Litlrow  heranagegeb«' 
■en  gröBsern,  sei bilatänd igen  Schriften  ist  seiner  Biographie  aa 
ScblUiup  beigegeben. 

Aut  J,  J.  v.  Litlrow's  [^ebenBbeacbreibnng  folgt  eine  Abhand- 
lung Über  die  geagmubische  Position  der  neuen  Stern- 
Warte  des  k.  k.  Hufiae-CollegiuMs  au  Venediic  von  B.  L. 
von  Wülleratorf-Urbair,  k.  k.  Linienscbiffs-J'äbnricL 

Die  neue  Sternwarle  des  k.  k.  Harine~Collegioias  zu  Venedig, 
durch  deren  ürricbtuog  die  oiterrcie bische  Regierang  sich  cu 
neues  Verdienst  um  die  Astronomie  erworben  hat,  trat  mit  An- 
funge  des  Friilijabra  1840  io'b  Lebefl)  and  wurde  der  Directiou  den 
Berrn  i^ioienichia's  -  Fäharich  B.  L.  von  Wiillerstorf,  einen 
durch  Kenntnisse  und  Thktigkeit  gleich  ausgeteichneteu-OiEticiers, 
anvertraut.  Diese  üiternwarle,  von  welcher  In  den  AnnaJen  aaf 
S.  Xlli  auch  eine  Abbildung  geliefert  worden  ist,  hat  den  doppel- 
ten  Zweck,  iheils  den  Zöglingen  der  k.  k.  Marine  Gelegenheit  zn 
besonderer  Aasbildung  in  .der  Astraaoaiie  zn  geben,  ibeila  der 
activen  Marine  einen  fixen  Ort  zur  Vergleichung  ihrer  Chronnme- 
ter  -und  Aufbewabrnog  ihrer  sonstigen  nautisch  -  asiro Ken iM^en 
Initronente  zu  verichalfen.-  Nach  Herrn  von  Wdllerstarfs  B^ 
stimaung  ist  für  die  neue  k.  k.  Marine  -  Sternwarte  zu  Venedig: 
Oestliche  Länge  von  Paris  in  Bogen  10*.    0*.  iV 

in  Zeit       0&.  40".  3^,93; 
Nördliche  Breite -■  .    45».  2S'.  iVfi. 

■  Hierauf  folgt  eine  interesAiDle  Relation  des  Jetzigen  Bora 
Heraasgebers  der  Annalea:  Ueber  den  Zustand  der  prakti- 
achea  Astrooonie  in  Itali-en,  wovon  jedoch  die  Sternwarten 
zn  Palermo,  Mailand  und  Modena,  die  der  Herausgeber  nicht  durch 
eigne.  Anschauung  kennen  zu  lernen  Gelegenheit  hatte,  ausga- 
■culossen  sind. 
.  Hohe  von  Wien  Über  den  adriatischea  llee,re.  Der 
Funduneotalpunkt  für  die  Heereshöbe  Wiens  ist  die  Dhraeigcr- 
Axe  oder  der  Uhrblatt- Mittelpunkt  des  St.  Stepbansthnrns.  Dia 
Höhe  dieses  Punktes  über  dem  adriatischen  Meera  iat  trigooona- 
triich  auf  drei  IJuieu,  derfn  eine  vbn  Aijuilen,  eine  zweite  van 
Trjeat,  eine  dritte  von  Finne   bii  Wien  gafUkrt  wurde,    wt 
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ttttw  ■flrkwintigfln  Cebereiniti ■■(£)»  ia  137,78  Wieaer  Klafter* 

5 eine  Wiener  Krafter  =1,8966138  Heter)  hesHidDit  worden,  ■• 
aiB  Wien  jedenfalli  nl>  einer  derjenigen  Punkte  belracbtct  wer* 
den  mhu,  deren  MeereshShe  am  Geakucites  beatimmt  is(.  Die 
Meerealiöhe  dea  mittlem  Spiegels  der  Dunen  iat  8f,10  Wiener- 
Klaftern,  die  Meerealiöhe  dea  Nallpunlcts  am  JHittel|rfiBiler  4er  Fru- 
senabriicke  iit  80,43  Wiener  Klaftern.  * 

Habe  dea  Hernann  nako^el,  Leopolde-  und  Kebleo- 
berrea  über  dem  adriatiachen  Heere,  «ua  baronetriacbeo 
Heaanngen.     Von  F.  C.  Hallaacbke. 

Bomont  der  Leopoldakirche   enf  den  Leopoldabeif[e  übet  de« 

Bdriatiacben  Meere  217,907  Par.  Klaftere; 
Höbe  dea  HermanDakogel   über  den  adriatiacbeb' Heere' 279,201 

Par.  Klafterp; 
Höhe    dea  Joiephaber^    über    den   edriatiicben   Heere  231,877 
Per.  Klaftern. 

Voracblag  einea  neuen  Fernrobr  -  Hicrametera  mit 
bellen  Linien  nnd  Punkten  in  dunkeln  Geaii.cbtafelde. 
Von  Simon  Stampfer,  Prof.  der  prakt.  Geon.  am  k.  k.  pe- 
Ijtecb«.  Imtitnte  in  Wien. 

Beiträge  aur  nuutiacbea  Aatrononie  von  C.  L.  t. 
Littrow. 

I.  Heber  ein  Hitte),  die  Brtfitenbeitinmnng  an  er- 
leichtern,  und  ingleicb  näberangaweiac  die  Zeit 
au  beatimaten.  ' 

II.  Cober  die  Genauigkeit  der  gebrSncblicbiten  Orta- 
beilimmnogen  zurSee. 

III.  Ceber  die  unnittelbart  Verbindong  .bei  fabrendes 
Schiffe  anveatellier  Beobacbtnngen. 
Auaxüge  aua  den  beiden  letzten  bemerkeniwerthen  Anfaätien 
der  Herren  Stampfer  nnd 'C.  L.  t.  Littrow,  die  in  dieaem  lite- 
reriscbeu  Berichte  einen  au  grosaen  Rauoi  in  Ansprach  Dehmen 
nnd  deaaen  Zwecke  entgegen  aein  würden,  werden  wir  nach  und 
nach  unter  den  Hiacellen  geben. 

Resultate  der  Planetejibeobacbtungen  im  Jahre  1840. 
Beohacbtnugen    dea   Mandea    und   von    Mondstemen 
Im  Jahre  1840. 

Beobachtete  Sternbedecknngen  bia  Ende  1841' 
SonneofinaterniaB  des  18ten  Jnli  1841. 
Beobecbtungen    am   Heridiankreiaa    foB  21.  Januar 
bia  29.  September  1836. 

Ceberaicbt    der    metearologiacben    Beobacbt'nngea 
von  1840  vnd  1841. 
Für  1840  Ist 
mittlere  Baraaelerböhe  bei  0°  B^auanr  27'',S27  Par.  H. 
miUlere  Temperatur  +  6«,87  R. 
Für  1841  j»t 
Bittlere  BaroBeterbBbe  bei  0*  Rdananr  27",S01.Par.  H. 
mittlere  Temperatur  +  8<',53  R. 
Stand   des  BarOBelera  über  dem   mittlem  Spiegel  der  Donao  101,7 
WicMf  Fuw.    Ali  BiUlera  Jalireat«Bperatnr  van  Wiea  giebt  der 
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Berr  Henaiirebe^  im  All^eMein'eii  +8*,45  B.  B0|  toiUn  also 
!■  Jabre  ImO  die  JtihrestcBperatur  l'',59  unter  der  mittlem  geblie- 
ben iit,  eine  AhweichBDfr>   *lie  «eit  1775   duV  vod  dem  Jahre  1820, 
wo  li«  —^2" ,37  belrof^,  übertroffea  wnrdn. 
'         Den  SchlDH  dipses  Bandes  der  Anaalea  nacben: 

HülfstafelD  für  die  Wiener  Sternwarte.  Zaianaieti- 
geatellt  im  Jabre  1842; 

wobei  wir  bemerken,  daii  der  Herr  Heraiugeber  ea  sieb  kdb  Ge- 
setz gemaclit  bat,  diese  Hiiirstafela  alle  fünf  Jabre  erscheinen  zu 
laaaen,  um  dna  Publikum  sowohl  von  der  Art,  wie  anf  der  Wiener 
Sternwarte  die  Recbnungea  ausgeführt,  werden,  ku  uulerricbten,  ala 
auch  ia  den  Stand  au  selicn,  wdtrre  Reductionm  vonunehmeo, 
eine  Einrichtung,  die  gewiaa  allgemeiner  nachgeahmt  zu  werden 
verdient. 

Aus  der  obigen.  Retatioa  werden  die  Leser  den  in  so  vielen 
Beziehungen  ioleresaunten  und  wichtigen  Inhalt  des  vorliegenden 
taeiiesten  Bandes  der  Annalen  der  Wiener  Sternwarte  erkennen, 
und  es  uns  gewiss  Dank  wissen,  wena  wir,  wi^  schon  oben  ver- 
sprocbon  "worden  ist,  könftig  unter  den  Miscelleu  weitere' Mi tthei- 
luagcn  aus  denselbeu  machen. 

Kar^e  der  totalen  Sonnenfinsterniss  a.m  8.  Juli  1842 
nach  J,  H.  W.  LehmanD  für  die  ttstreicbiacbe  Monorchie 
entworfen  von  C.  L  Litlrow.  Verlag  der  lithographi- 
acbea  Anstalt  dea  Ludwig  Hobn  in  Wi'eo. 


Physik. 


Anfangagraade  der  Natarlehre  mit  logischen,  arilh- 
metiachea  und  geometrischen  Vorber«Jtungslebr«D  für 
angebende  Thierärzle  und  Oekonomeo.  Von  Anton  L. 
Buchmnller.  Zweite  rerbesserts  Aaflage.  Wien.  1842. 
8.    2Thlr.  ■ 

Wo  sich  an  AnwenduBgen  physikalischer  Lehrrn  ig  Beang  nnf 
den  «(lecieiteo  Zweck.'  wcirben  dieses  Buch  lu  erreichen  sucht, 
CelCgeobcit  darbot,  bat  der  Verf.  dieselbe  immer  benutzt,  und  wir 
braucben  wohl  nicht  erst  zu  erionrrn,  dnss  dies  u.  A.  in  der  Lehre 
vom  Hebel  in  Bezug  auf  die  W)rki">g  der  Muskeln,  in  der  Lehre 
von.  den  Haarröhrchen,  in  der  LHirr  von  der  Wärme,  in  der  f.ehra 
vom  Schall,  in  drr  Lehre  vom  Lichte,  u.  a.  w.  der  Fall  gewesen  ist. 
Als  ganz  Rpri;iell  Auf  den  Zweck  des  Buchs  Bezug  hübend  erwäh- 
nen wir  die  Ueschreihung  und  Abbildung  einer  eigtnlliümlichen  Be- 
achlsginaachiue  in  $.247.  und  Fig.  210.  Der  Vortrug  («tuna  überall 
dsullick  und  dem  beabsichtigten  Zwecke  entii|irechend  erschienen,  in 
Besug  anf  welchen  gewiss  uuch  üie  voruiiagcschicktea  allerdings, nur 
bövbst  eiemenioren,  logischen,  nriilimetiscfaeo  und  geometrischen 
Vorbcrcitungslehren  ganz  an  ihrem  Orte  sind.  Daaa  lich  das  Bvch 
fibtrbaupt  nur  in  dem  Kreise  der  eisleu  Elemente  halt,  bravchtwahl 
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liBiiB  Bscli  beBondeN  erimiBrt  in  werden;  jedenfolli  aber  iit  eaer- 
frenlicL  su  lefaeii,  wie  sich  die  Anwendong  der  Natarlebra  inner 
mehr  und  mebr  iD  sehr  Terscbiedenen  Kreisen  und  nach  lebr  ver- 
flchiedenen  BJcbtao^eo  ^in  geltend  macht,  nnd  wie  die  hohe  Wich- 
tigkeit der  KenntniBs  der  Banptmetze  der  Physik  na^h  und  nach 
immer  allgemeiner  erkannt  wird.  Daa  Buch  kann,  wie  es  una 
■cheint,  «ucb  lamSwirthacbjift liehen  Lehranatalten  zur  Beachtung 
empfohlen  werden. 

Lettre«  de  L.  Buler  a  une  princesse  d'AIIemagne  eur 
divers  aujets  de  phyalque  et  de  pbiloaophie,  pr^c^dee's 
de  l'Eloge  d'Euler  uar  Candorcet  et  anoot^ea  par  Cour- 
not.    2  Tols.     8.    Paris.  1843.    4>  Thtr. 

Jedenfalls  ist  es  erfreulich  zu  sehen,  wie  alle  Schriften  des 
grossen  Leonbard  Euler  auch  jetzt  immer  noch  fortwirken  and 
neu  herausgegeben  werden. . 

Tbe  Hand-Book  of  Natural  Phenonena,  containing 
füll  Accpnots  of  the  following  Natural  Appearance^:  — 
Aurora  Borealis,  Changes  in  tbe  Weatfaer,.  Clinates, 
Clouds,  Comets,  Dew,  Earthquakes,  Bclipaea,  Fixed 
Stars,  Frost,  Hall,  Ice,  Lakes,  Lightning,  Meteorites, 
Miroge,  Moon,  Mountains,  Nebnlae,  Phosphorescence  of 
the  Sea,  Plunets,  Rain,  Rainbow,  Refraction,  RivDrs« 
Seasons,  Shooting,  Stars,  Snow,  Springi,  Summer  Eve- 
ning  Lightning,  Thunder,  Twilight,  Valleys.  Volca- 
.  noeij  Winda,  etc.  etc.   1S42.    1  a. 

-   On  fluiden  r5relse;  af  A.  F.  Svanberg. 

Ceher  die  Theorie  des  Lichtes.  Nacb  einem  litho. 
graphirten  Memoire  dea  Freiherrn  Augustin  Luia  Cauchy 
frei  bearbeitet  von  Franz  Xaver  Hoth,  li.  k.  Prof.  am 
Lyceumxn  Linz.     Wien.  1S42.    S.     1  Tlilr. 

Herr  Prof.  Math  hat  sich  durch  die  Cebersetzung  dea  in  Rede 
aPebenden  nur  in  sehr  wenigen  Exemplaren  vorhandenen  lithogra- 
phirten  Memoirea  von  Caucby  jedenfalla  ein  besonderes  Verdteoit 
erworben,  weit  dasselbe  bis  jetzt  gewiaa  vielen  Mal hemati kern  und 
Physikern  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Dieses  Memoire  enthalt  eine 
kurze  Darstellung  der  aligemeinen  Gleichungen,  welche  die  Grund- 
lage zu  allen  Unterauchungen  über  die  besondern  Pfaäpomene  dea 
Lichtes  auBmacheo,  und  giebt  eine  gedrängte  Zusammen  Stellung 
der  Methoden  und  Reaultate,  auf  welche  Cauchy  in  seinen  Unter- 
flochungen  über  die  Theorie  des  Lichtes  gekommen  iit.  Durch 
viele  ganz  zweckmässig  gleich  in  den  Text  eingeschaltete  Erläute- 
rungen ist  der  Herr  Uebersetzer  den  in  der  Analjsis  weniger  Ge- 
übten sehr  zu  Hülfe  gekommen,  wozu  auch  insbesondere  Ahachnltt  1» 
Veber  die  Summen,  welche  durch  Addition  Sbniicher  Functionen 
der  Coordinaien  der  verschiedenen  Punkte  gebildet  werden.  Ab. 
schnitt  II.  Ceber  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Abschnitt  HI. 
Ceber  die  Bedingungen,  welche  sich-  auf  die  Gränzen  eines  Kär- 
pera  oder  eines  Systems  von  Moleculen  beziehen  und  der  Anhang 
zum  sechsten  Abschnitte :  Geber  den  Gebrauch  der  symbolischen 
Formen  in  der  Aoalysis,  viel  beitragen  werden. 

Bud  0.  II 
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A  MkDa*!  of  Bleetro-Hftsliargy.    Bj  George  Shaw. 
8.    ffith  Wattd  BograviDgB,  1842.  2  s.  «  d.  clotli. 


Vermischte  Schuften. 


H^Moirea  de  l'AoBd^aie-  royal«  de*  tciescei  d«  Pln- 
■  titat  de  FrBDce.    T.  XV 111.    4.    1842.    10  Tbl r. 

Tb«  Csabridge  natheliatica.1  Jonrnsi. 
Nr.  Xlil.     NoT«inber,    1&41.    Contenti:     1,    Exposition   of  « 

f;eneral  tlieorf  of  lioear  transfornatiGaa.  Part.  I.  Bj  George  Boole. 
I.  Od  the  8ur<l  roota  of  equations.  By  Ü.  JHoon.  111,  ^te  on'a 
|iBS9Bge  io  Fourier'B  heaL  From  a  CorrespondeDt.  IV.  Nole  od  a 
BolutioD  of  B  cubic  equation.  By  J.  Cockle.  V.  Ou  the  intesration 
of  certain  differential  equatioDS,  By  B.  BroDwin.  VI.  Od  tlie  no- 
tion  of  a  spliere  projected  aloDg  a  cylioder  revolviog  nnifonuly  in 
a  verlicaV  plane.  Vll.  On  the  determination  of  the  ioteaiity  ot  Vi- 
bration Dt  warelela  direrging  froM  every  poiut  of  a  plane  wäre. 
Vlll.  nstberoatical  notea. 

Nr.  XIV.  Febrnary,  1842,  I.  On  tbe  motion  of  a  pnrticle 
alottg  Tariable  and  noveable  tubea  and  anrfaces.  By  W.  Walton. 
II,  Keaarka  on  ihe  binomial  tbeorem.  From  a  correapondent.  111, 
Od  tbe  propertiea  of  a  certain  aymbolical  expreHHioo.  By  Artbar 
Cayley.  IV.  On  the  nniform  motion  of  heat  in  bonogeneona  aolid 
bodies,  and  ita  coDDection  wilb  the  mathematical  theory  of  electri- 
city, '  Fron  a  correapondent.  V.  On  the  linita  ofMaclaurin'a  tbeo- 
rem. By  A.  Q.  G,  Cranfnrd.  VI.  Solution  of  a  problem  in  analyti- 
cal' Geometry.  By  J.  Bootb.  VII,  Note  on  b  claaa  of  factoriats. 
By  D,  F.  Gregory.  VIII.  Bemarka.  on  tbe  diatinction  between  aU 
gebraical  and  functional  equaliona.  By  R.  L.  Ellia.  IX.  Matbe- 
matical  notea. 


Bericbtiguugen. 

Literarischer  Beriebt.  Nr.  VII.   S.  IIS.  Z.  3-'  Sutc  „dritten**  a.  ai. 

S.  343.  Z.  22.  State  „tweiten"  a.  lu.  „dritten." 
S.  S72.  Z.  24.  Hinter  „Coefficienten''  schalte  man  die  Worte  „d<r 
bSebaten  Glieder"  ein. 
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